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Poglavje 1

Mnozice in Stevila

MnozZice in preslikave Kartezitni produkt A x B mnogic A in B jc mnozica
vsch urcjenih parov, pri éemer je na prvem mostu para element mnozice A,
na drugem mestu pa clement mnozice B. Ce ima prva mnozica karteziénega
produkta n clementov, druga mnoZica pa m clementov, potem ima njun kar-
tozi¢ni produkt nm clementov. Potenéna mnoZica P(A) danc mnozice A je
mnoZica vsch podmnozic mnozice A. Elementi potenéne mnozice P(A) so to-
rej mnoZice. Vsaka podmnozica mnoZice A je element P(A4). Ce ima mnozica
n clementov, potem ima njena potenéna mnozica 2% clementov.

Za binomsko relacijo R na mnoZici A pravimo, da je:

reflcksivna, ¢e je aRa za vsak a € A,

stmetriéna, ¢e iz aRb sledi bRa za vsak a € A in vsak b € A,

antisimc‘ériéﬂa ée iz a’Rh in bRa slcdi a == b ZA ank a € A in vsak b 65 A,

cE A,
sovisna, ¢e za poljubna razlitna a in b iz mnoZice A velja aRb ali bRa.
1. Zapisi mnozico:
(a) pozitivnih vegkratnikov &tevila 5,

(b) vseh enomestnih prastevil.

Resitev: (a) MnoZico vseh pozitivnih veckratnikov $tevila 5 lahko za-
piSemo na ved natinov:
{5,10,15,...} = {bn: n € N}

(b) Mnozica vsch cnomestnih pradtevil je:

{2,3,5,7}.
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POGLAVJE 1. MNOZICE IN STEVILA

2. Zapisl unijo m presck naslednjih mnoZic:

(a) A={-1,0,1}, B={1,2,3,4},
(by A= {1,2,a}, B=1{a,bc}.

Red&itev: Unija in presck mnozic A in B sta
(a) AUB ={-1,0,1,2,3,4}, ANnB={1},
(b) AUB = {1,2,a,b,¢}, ANB = {a}.

. Doloéi potenéno mnoZico mnofice A = {a,b,¢}. Koliko clementov ima
potenéna mnozica?

Resitev: Mnozica A ima 3 clemente, zato ima njena potenéna mnoZica
2% = 8 clementov. Vse podmnozice mnozice {a,b,c} so 8, {a}, {b}, {c},
{a,b}, {a,c}, {b,c}, {a,b,c}, torej jo

PA) = {8, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, ¢}, {b, c}, {a,b, e} }.

. Dana je mlzvc,rza}na, mmozica U = {1,2,3,4,5,6,7,8,9} in njene pod-
mnozice A = {2,3,4,5,6}, B = {1,3,5,7} in C = {3,6,9}. Zapis
naslednje mnozice AY, UY, B\ C, B\ (AN Q).

Regitev: V mnozici A so tisti clementi univerzalne mnogice U, ki niso
v mnozici A. Torgj je

=U\A=1{1,2,3,4,506,7.89}\{23,4,5 6} = {1,7,8,0}.

V mnozici U¢ so tisti elementi mnozice U, ki niso v . Takih elementov
ni, torc je

UY=U\U =0,
V mnozici B\ C so tisti elementi mnozice B, ki niso v C. Tako je

B\C ={1,3,57}\ {3,6,9} = {1,5,7}.

Mnozico B¢\ (AN C)C bomo dolotili postopoma. Ker je ANC = {3, 6},
je (ANCY = U\ (ANC) = {1,2,4,5,7,8,9}. Zapidimo e BY =
{2,4,6,8,9} in dobimo
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5. Univerzalna mnozica naj bo mno#ica vseh naravnih Stevil N. Dane so se
naslednje podmnozice mnozice Nt A = {2n:ne N, n <4}, B = {n:
ne N, n je prastevilo, n < 7}, C je mnozica vseh lihih Stevil manjsih
od 10.

Zapisi naslednje mnozice: AN B, BUC, B\ C, A X B in potencno
mnoZico P(A).

Regitev: Zapisimo mnogice A, B in ¢ na malo bolj pregleden nacin:

A={2n:neN n<4}={24,678},
B={n:neN, n jcpratevilo, n<7}={2,3,5},
¢ ={1,3,5,7.9}.

Da ne bomo pozabili zapisati kakinega od clementov kartezitnega pro-
dukta mnozic A in B ter kaksnega clementa potenéne mnozice P(A),
izratunajmo najprej koliko clementov imata ti dve innoZici. Mnozica A
ima 4 clemente, mnoZica B pa 3 elemente, zato ima mnoZica A x B sku-
paj 4-3 = 12 clementov, potentna mnozica P(A) pa 24 = 16 clementov.
[skanc mnoZice so:

AN B ={2,4,6,8} n{2,3,5} = {2},
BUC ={2,3,5} U{1,3,5,7,0} = {1,2,3,5,7,9},
B\ C ={2,3,5}\ {1,3,5,7,9} = {2}, _
Ax B=1{24,68} x {2,3,5} = {(2,2),(2,3),(2,5), (4,2),(4,3),(45),
(6,2),(6,3),(6,5),(8,2),(8,3),(8,5)},
P(A) ={0, {2}, {4}, {6}, {8}, {2,4}, {2.6}, {2, 8}, {46}, {4,8}, {6, 8},
{2,4,6},{2,4,8},{2,6,8}.{4,6,8},{2,4,6,8}}.

5,
3,

6. Za vsako od danih relacij
(a) deljivost naravnih Stevil
(b) pravokotnost premic v ravnini

ugotovi, ali je refleksivna, simetriéna, antisimetricna, tranzitivna ali so-
visna.

Regitev: (a) Najprej si oglejmo relacijo deljivosti naravnih tovil. Simbol
za relacijo mRn v tem primeru pomeni: $tevilo m deli Stevilo 7.



POGLAVJE 1. MNOZICE IN STEVILA

Relacija je refleksivna, Ge nRn za vsako naravno stevilo n. Ker vsako
Stevilo deli samega sebe, torej vedno n deli n, je deljivost refleksivna
relacija.

Relacija jc simetritna, ¢c iz mRn sledi nRm. Ce m deli n potem ni
nujno, da n deli m. Na primer, 2 deli 4, ampak 4 ne deli 2. Torej
deljivost ni simetri¢na relacija.

Relacija je antisimetriéna, e iz mRn in nRm sledi, da je m = n. Com
deli 7 in hkrati n deli m, je to mogote samo, &¢ je m = n. Torej deliivost
Je antisimetriéna relacija.

Relacija je tranzitivna, ¢e iz mRn in nRo sledi mRo. Ce m deli # in n
deli o, potem prav gotovo tudi m deli o, na primer, 3 deli 6 in 6 deli 30,
torej tudi 3 deli 36. Deljivost je tranzitivna relacija.

Relacija je sovisna, ¢e za poljubna razliéna m in 7 velja mRn ali nRm.
Ce si izberemo poljubni stc‘vﬂl potem ni nujno res, da bi eno delilo drugo.
Na. primer, 2 ne deli 5 in 5 ne deli 2. Torej deljivost ni sovisna relacija.

(b) Oglejmo si sedaj e pravokotnost promic v ravnini. Simbol za relacijo
pRg v tem primeru pomeni: premica p je pravokotna na. premico g.
Kor premica ni pravokotna nase, pravokotnost ni refleksivna relacija.
Ce je premica p pravokotna na premico ¢, potem je seveda tudi premica
g pravokotna na premico p. Pravokotnost je zato simetiiéna relacija.

Ni pa pravokotnost antisimetri¢na relacija. Ce jo namreé premica p pra-
vokotna na premico ¢, potem je tudi premica ¢ pravokotna na Premnico
P, od tod pa scveda ne sledi; da je premica p kar enaka premici ¢.

Ce Je premica p pravokotna na premico ¢, premica g pa pravokotna na
premico 7, potem sledi, da sta premici p in r vzporedni, ne pa pravokotni.
Torej pravokotnost ni tranzitivna relacija.

Pravokotnost tudi ni sovisna relacija. Ce si izberemo poljubni razlicui
premici p in g v ravnini, vsekakor ti premicl nista nujuo pravokotni.

. Dani sta mnoZici A = {2,6,10} in B = {3,5,7,9,13} ter prgsli}{awi

JiA— Bing: B — A Kista definirani s predpisoma f(z) = .L + 2,
g{x) = max{6,z—3}. Ah sta preslikavi injektivni, surjektivni, blgcktnm‘?
Dolo¢i Sc preslikavi fogin go f.

Regitev: lzradunajmo najprej vse vrednosti, ki jih _’g}reslikam | zavzame
na definicijskem obmoéju A: f(2) =2 .2+4+2=3, f(6)=1.-64+2=5

&
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fA0) =4 -104+2=7.

Preslikava f je injektivna, saj preslika razliéne clemente definicijskega
obmot¢ja, ki je v tem primeru mnozica A, v razliéne clemente v zalogi
vrednosti (f(2) # f(6), £(2) # £(10), F(6) # £(10)). Ni pa surjcktivna,
saj je zaloga vrednosti preslikave f mnozica {3,5,7}, ki pa ni enaka
mnozici B = {3,5,7,9,13}. Preslikava je bijektivna, ée jo injektivna in
surjektivna. Ker preslikava f ni surjcktivna, seveda tudi ni bijektivna.

Podobno izratunamo zalogo vrednosti preslikave g: ¢(3) = max{6,0} =
6, 9(5) = max{6,2} = 6, g(7) = max{6,4} = 6, g(9) = max{6,6} = 6
in g(13) = max{6,10} = 10, torej je zaloga vrednosti mnozica {6, 10}.
Preslikava g ni injektivna, saj preslike razliénc clemente definicijskega
obmotja B v isti clement zaloge vrednosti (9(3) = ¢(5) = ¢(7) = ¢(9) =
6). Preslikava tudi ni surjektivna, saj v zalogi vrednosti ni clementa 2,
ki je v mnoZici A. Preslikava g ni ne injektivna in ne surjcktivna, zato
seveda tudi ni bijcktivna.

Preslikava f o g slika iz mnozice B v mnozico B, lzradunajmo zalogo
vrednosti: (f o g)(3) = f(g(3)) = f(6) = 5, f(g(5)) = f(6) = 5,
He(M) = £(6) = 5, £(5(9) = £(6) = 5 in f(9(13)) = f(10) = T
Zaloga vrednosti preslikave fog je mnozica {5,7}. Preslikava f o g ni ne
injektivna in ne surjektivna,

Podobno dolotimo Sc go f, ki slika iz mnozice A v mnozico A: (go f)(2) =
9(f(2)) = g(3) = 6, g(f(6)) = g(5) = 6, g(f(10)) = ¢(7) = 6. Zaloga
vrednosti preslikave g o f je mnozica {6}. Tudi preslikava g o f ni ne
injektivna in ne surjektivna.

Naravna Stevila Naj bosta m in n naravni §tevili. Najmanjsi skupni
vetkratnik v(m,n} Stevil m In n je najmanjse Stevilo, ki je deljivo s
Steviloma m in n. Izratunamo ga tako, da pomnozimo vsa pradtevila, ki
nastopajo v vsaj cnem od razcepov teli dveh Stevil, pri emer je vsako
prastevilo na vetjo od potenc, ki se pojavi v razcepu Stevil. Najvedji
skupni delitelj D{m,n) Stevil m in n je najvedje Stevilo, ki deli stevili m
in n. Izratunamo pa ga tako, de{pomlloiimo vsa prastevila, ki nastopajo
hkrati v obeh razcepih Stovil, vsako prastevilo je na manjso od potenc,
ki sc pojavi v razcepu Stevil.

. Doloti najmanjsi skupni ve¢kratnik in najvedji skupni delitelj dveh stevil
tako, da Stevili razcepid na prafaktorje:



POGLAVJE 1. MNOZICE IN STEVILA

(a) 625 in 75,
(b) 225 in 22.

Resitev: (a) Razcepimo §tevili 625 in 75 na prafaktorje:

2

Ay

625=5-5.5.5=5% 75=3-5-5=3.
Torej je ’
v(625,75) = 3 - 5* = 1875, D{(625,75) = 5% = 25.
(b) Razcepa §tevil 225 in 22 na prafaktorje sta:
9925 =3-3-5.5=23%.5% 22=12.11,

Sledi
0(225,22) = 2. 32 . 52 . 11 = 4950, D(225,22) = 1.

. 8 pomoéjo Evklidovega algoritma dolo@l najvecji skupni delitel) dveh

Stovil:
a) 625 in 75,

{
\
(b) 225 in 22.

Regitev: (a) Dolo¢imo najprej najvecii skupni delitelj Stevil 625 in 75:

626 =8 - 75+ 25
75 =3-254+0

Torej je D(625,75) = 25.

(b) Podobno izragunamo tudi najvedji skupni delitelj Stevil 225 in 22:

225 =10-22+5

20 =4-5+2
5=2-2+1
9=2-1+0

Dobili smo, da je D(225,22) = 1, torej sta Stevili 225 in 22 tujl.



10. Dokazi s popolno indukeijo, da je

11.

B ,‘ ol 5
2”&7“%15-1—264—...“:&”(5”2* 1) _ fa(n;}) |

Resitev: Najprej preverimo, da enakost velja za n = 1

Privzemimo sedaj, da enakost velja za ncko naravno gtevilo n. Potem je
po indukcijski predpostavki

n8n+1) _n(n+ 1)?

24 7+15+26+ -+
J 5 5

Pri tej predpostavki sedaj pokazemo, da velja trditev tudi za Stevilo n+1

n{3n+1 +1
2+7+15+26+.“+n(3ﬂ+ )+(n+1)(3(n+1) )

2 2
_nn+1? (n+D)B0+D+1)  (n+Dnn+1)+3n+4)
- T 2 - 2
_(n+ D(n? +4n + 4) _(n+ 1)(n+2)?
5 ,

Indukcijski korak torej velja in zato po popolni indukeiji enakost velja za
vsako naravno Stevilo n.

DokaZi s popolno indukcijo, da
6 deli izraz 7" + 3" — 4

za vsako naravno Stevilo n.

Regitev: Najprej preverimo, da trditev velja za n = 1
7?43 e 4 =343 4+ 3 — 4 = 342

Ali je Stevilo 342 deljivo s 6 lahko ugotovimo tako, da preverimo, e Je
stevilo 342 sodo in e je vsota Stevk Stevila 342 deljiva s 3. Potem je
Stevilo 342 deljivo z 2 in s 3, tore} s 6.



10
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POGLAVJE 1. MNOZICE IN STEVILA

Privzemimo sedaj, da trditev velja za neko naravno stevilo 7, da torej 6
deli 7717 + 3" — 4. PokaZimo, da pri tej predpostavki trditev velja tudi
za 1 + 1. To storimo tako, da izraz za n -+ 1 preoblikujemo:
773,4-14-2 + 37;—1—1 — 4 :7n.~-i-—2 . 7 T 3=n. . 3 . 4
=721 +6) +3*(1+2) — 4
m?ﬂ-“Jr'Q + 3% _ 4 € 7n+‘2 -6 + 3% )
:7‘re¢+2 4 " _ 4 4 6(7%4—2 4+ Bn—l)'
IKer je po indukcijski predpostavki izraz za n deljiv s 6, je potem izraz
za n + 1 tudi deljiv s 6.

Dokazali smo 8¢ indukeijski korak, zato je po popolni indukeiji izraz
7742 4 3" — 4 deljiv s 6 za vsako naravno Stevilo .

Realna stevila

Dolo¢i mnozico realnih stevil, ki zadogéa necenakosti
x+ 5 —13
(b) |z~ e~ 1]l z © — 3

3
(€) |2 —z| -z <1

(a) z — |z] <

Resitev: Nalogo redimo tako, da se znebimo absolutnih vrednosti v ne-
cnakosti. Absolutna vrednost spremeni predznak izrazu, ko je ta izraz
negativen. Zato pogledamo, kdaj so izrazi znotraj absolutnih vrednosti
pozitivni in kdaj ncgativni. To storimo tako, da izra¢unamo, kdaj so
izrazi enaki ni¢ in nato obravnavamo vse moZnosti.

(a) V tem primeru imamo dva izraza zuotraj absolutnih vrednosti: z in
z -+ 5. Meini vrednosti sta tore] £ = 0 in & = —5 in zato lo¢imo tri
moznosti z < -5, —5 < <0in 0 < .

Ce je z < =5, potem je |z| = —z in |z + 5] = — (2 + 5), neenakost pa jo
r—{—xz)< —{x+5)—13
2r < —2 — 18
3z < —18

x << —0
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Dobili smo, da je z < —§ in hkrati < —6, torej veak z < —6 zadosea
neenakosti.

Ceje =5 <z <0, potem ;’ellxl = —Z in |z + 5] = 2 + 5, neenakost pa je
t—(—z)<z+5-13

20 < 3 - 8
T < -y

Dobili smo, da je —5 < z < 0 in hkrati z < -8, torej v tem primeru

noben z ne zadoiéa neenakosti.

Ce pa je 0 < z. Potem je |z| =z in |z + 5] = z + 5, torej je

T—x<z45~13

0<e—8
B«

Dobili smo, da je 0 < z in hkrati 8 < z, torcj vsak z > 8 zadoita
neenakosti. Neenakosti zadoStajo vsa realna Stevila iz mnozice

(00, ~6) U (8, 0).

(b) Izraz, ki je znotraj dveh absolutnih vrednosti, je z — 1 in se mu
spremeni predznak, ko je z = 1. Pt 2o x - Lo

Naj bo najprej z < 1. Potom dobimo neenakost

ot -Vl 2o

OZ1roma | g
201> ——
2w -1 zz—2

V tem primeru znoramo obravnavati e dve moznosti. Prvié, ko je 2z -
1 < 0, ko je torej x < , dobimo '

1
— (22~ 1) 2> 2 — =
(o-1) 20—

- >3z

ol =
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4
©5g
Zapisimo vse pogoje ¢ < 1, oz < % m oz < §, torg) < % zadoica
neenakosti. Drugic, ¢e je 20 — 1 > 0] oziroma z -21;? dobimo
1
2e—12>22— -
3
. 2
r o
3
Vsipogojisoz <1,z > %; inxz > %\, zato % < & < 1 zadosca neenakosti.
Ce pa je z > 1, dobimo
1 -
z—(z—1)|>x— =
3
1
12— =
< 4
T -
3
ZdruzZimo oba pogoja z > 1 inz < % in vidimo, da 1 <« 2z < % tudi

zadosta neenakosti.

Necnakosti zadoséajo vsa realna Stevila iz mnoZice

N R
51 Y 33

(¢) Najprej moramo ugotoviti, za katere vrednosti z je izraz |2? — 2| ved)i
od ni¢ in za katere vrednosti  je manjsi od ni¢. Ce izpostavimo z, potem
dobimo, da je |22 — z| = |z|Jz — 1]. Zopet pogledamo, kdaj sta izraza
x in z — 1 pozitivna in kdaj negativna. Mejni vrednosti sta z = 0 in
x =1 Lotimotriprimercz <0, 0<z<1inl <z Cejez <0,
jele? —z|=lzllz~ 1 = ~z(~z+ 1) =z -z Tudi, éejel <z, je
2?2 — 2| = |z|lv — 1] = 2(x - 1) = 2% — 2. V obch primerih dobimo

2t - — 2 < —1

2?2 =2 +1<0
(r—1)* <0
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Kvadrat nekega stevila pa je vedno vedji ali enak 0, torej jex —1=01n
zato # = 1, kar pa nil mogote, saj jex <0 aliz > 1.

Cepajel<a< 1, je

z* — 2| = lz)|lz — 1] = 2(—2 + 1) in zato
el—z+1)—a< -1

—z? 41 <0
1< 22

Ker je hkrati 0 < 2 < 1in 1 < 22, je edina reditev z = 1.

Neenakosti zado&és odino z = 1.

@%éi enatbo

VITE-\[T= V7w

Resitev: Enacbo najprej kvadriramo in preuredimo

2wxw2\/2w3:\/§+~g~:1wx

f 9

T T

1 —=2 R
+2 x 5

Enaébo §e enkrat kvadriramo in dobimo

.’L‘2 IL‘2
+r+ =4 — e
1+2 4 <$ 2 )

9
wfifwi%a:%l:()

Ta kvadratna enacha ima le cno reditev

3+,/9-4-9-1 o

T == = -

9 e
2-% 3
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Kompleksna Stevila Imaginarna enota, ki jo obiCajno oznadujemo z
i, je tevilo, katerega kvadrat je enak —1. Kompleksno stevilo je oblike

z = q -+ 1b,

kjer sta a in b realni §tevili. Stevilo @ = Rez imenujemo realni del, stevilo
b = Imz pa imaginarni del komplcksnega Stevila 2. Konjugirana vrednost
kompleksnega Stevila z je Z = ¢ — ib. Absolutna vrednost kompleksnega
stevila z je

2l =Vl + b2 =z %

Polarni zapis kompleksnega stevila:
z = |z|(cos p + isin @),

kjer je ¢ argument kompleksnega Stevila 2z, za katerega velja

. o b
COS P = sing = torej tgyp = —.
1)

a b
P11 raGunanju argumenta ¢ moramo biti pozorni v katerem kvadrantu
kompleksne ravnine leZi kompleksno Stevilo z. Cejea >0, jcp =
arctg . Ce pajea <0, jo ¢ = arctg 2 + 7.

Ce hofemo izraunati n-to potenco komplcksnega Stevila z, ga najprej
zapisemo v polarni obliki z = |z|{cosy + isiny), nato pa izratunamo
n-to potenco z s pomodjo Moivrove formule

2" = (|z]{cosp +isin )" = |z|*{cos ny +isinnyp).

Koren kompleksnega stevila z ni enoliéno doloéen, saj obstaja n razlicnih
rofitev cnatbe w™ = 2 Tudi pri ratunanju vseh n vrednosti n-tega
korena kompleksnega §tevila z Stevilo 2 najprej zapiSemo v polarni obliki
z = |z](cos ¢ + ising), nato pa izratunamo vsch n razli¢nih vrednosti
n-tega korena, ki so resitve enatbe w™ = z, s pomocjo formule

+ 2k ., w2k .
wy = A/ 2] (C(’)S L + 18in W) , k=0,12...,n— 1.
i

e E el E Pt . . L
Vse reditve cnache w = zv poiStemo tako, da najpre) zapiSemo z v
polarni obliki z == |z|(cosy -+ 1sin ), nato pa s pomocjo formule

» i 21’6: { “',""2]{'
: (Cosf_se%“_: P+ 2km

+ 1 81
q ]

Wy = ‘;_{ i
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14. Naj bo z = a + ib kompleksno Stevilo, ¢ in & sta realni Stevili. Dologi
realni in imaginarni del komplcksnega §tevila w:

(a) w=7 —i2?

— 1
(b) W= iz + Im(iz )iz

Regitev: (a) Namesto z piSemo a + ib in dobimo

w = a+ b~ i(a +1b)* = a — ib — i(a* -+ 2iab — b*)
= q —ib—ia® + 2ab + ib* = a + 2ab + i(—b — a* + b*)

Realni in imaginarni del kompleksnega stevila w sta potem

Rew = a + 2ab, Imw = —b— a® +b%
Sc enkrat poudarimo, da jc tudi imaginarni del komplcksnega Stevila
rcalno Stevilo.

(b) Kadar imamo komplcksna §tevila tudi v imenovalcu, moramo ulo-
meck najprej racionalizirati. To storimo take, da Stevec in imenovalec
pomnozimo s konjugirano vrednostjo imcenovalca. Ponovno namesto z
piscmo a + i in dobimo

1 1
Y et imGa+ b)) +ija+ 10
1 1

—b+ia +_1m(—b +ia) + iva? + b2
-b—ia o — v a? + b
(bt ia)(b—1a) | (ativa L0 (a—iva + )
~b—ia a-—iVa@+b
Pra | @t
—b a | ( ~a \/m)

a? -+ be + 2a2 + b2 T a2+ b? + 202 4 b2

Realni in imaginarni del kompleksnega Stevila w sta

n —b + a | —a ) —+/a? -+ b?
ow = - —. Imw = o o — .
v a? +b? 202 4+ b2 a? + b* 202 + b2
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POGLAVJE 1. MNOZICE IN STEVILA

15. Zapisi v polarnem zapisu naslednji kompleksni stevili:

(a) z; = 5v/3 + 5i
(b) zg = —2 —2i

Regitev: (a) Ce hotemo kompleksno Stevilo z zapisati v polarnem zapisu,
moramo izratunati njegovo absolutno vrednost |z| in njegov argument ¢.
Izracunamo:

21| = \/(5\/5)2 + 5% = /25 - 3+ 25 = /100 = 10,

tg e = ez,
5v3 V3
Ker je Rezy = 5v/3 > 0 in Imz, = /3 > 0, je z; v prvem kvadrantu
kompleksne ravnine in zato je
@ arctg : i
1 - r "’ =l
V3 6
Polarni zapis prvega kompleksnega $tevila je potem
it

M)'

z1 = 1()((308%rw -+ isin ;

(b) Podobno izratunamo

2l = V(=2 + (-2 = VI+ 4 =2v2,

m2

Ker pa je Reze = ~2 < 0 in In'zzg = —2 < 0, je 25 v tretjem kvadrantu
kompleksne ravnine in zato je

—arctgl 47 = =2
pr = arctgl =247 =

Polarni zapis drugega kompleksnega stevila je tako

Zo == 2v/2 (wa T + 18in 5%) .
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16. Zapisi v kartezicnem zapisu naslednji kompleksni Stevili:

7 R S .. ST
z]mCOS§+ZSZn§ i 32:\/5 COS‘“Z““}FZSIH—/l“ .

Regitev: Da bomo lahko zapisali kompleksni Stevili v kartezicnem za-
pisu, moramo samo izradunati vrednosti funkcij sinus in kosinus za dani
argument kompleksnega Stevila. Tako je:

™ T

1
31=COS§+iS§I1~3—m_2.

2
n
2
zo =3 (cos% + 18N %ﬁ) =3 (—% — 1—?) = —-—?(1 +1).

17. Poenostavi izraz, nato pa izfatunaj Se njegovo absolutno vrednost:

25 1<iﬁ 1 V3
£y 2 = = o Sy . =207
\(1+21)+3+42+(2+ 2)(2 2) i

Regitev: Pri radunanju izrazov, v katerih nastopajo kompleksna Stevila,
moramo najprej racionalizirati ulomke, to pomeni, da Stevec in imenova-
lec ulomka pomnoZimo s konjugirano vrednostjo imenovalca in dobimo
v imenovalcu realno stevilo. Nadalje bomo upostevali tudi, da je i* = 1.
Sledi:

25 1 i3V /1 W3
.2 — L — et WY L — —.2{}7
(1+2i) i3+41*(2+ 2)(2 2) :

. 9 . 2
i 4 25(3 — 4i) n (E) _ (L@) {45143

(B+4i)(3—4di)  \2 2
. . . 25(3 - 41) 1 ****3 .3 A3 -
= -3+ 4+ 9116 *%*4 e p
= -3+ 3 —dit 1+

=141

-

2 A

Absolutna vrednost tega kompleksnega Stevila je

1+il=v12+12= V2.
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POGLAVJE 1. MNOZICE IN STEVILA

18. Poenostavi izraz:

- 100
2 2 '

ﬁ_i_i'

Regitev: Kompleksno Stevilo 2 = —%2 + 51 najprej zapiSemo v polarni

obliki. Absolutna vrednost je

3 1 3 1
A= (-2) + (3) =Bl
2 2 4 4

pri radunanju argumenta pa upostevamo, da je Rez < 0 in Imz > 0, in
zato je

1 \/3 T o7
= arctg —2— + 7 = arct e b — e e
v & i 5( 3)* 6 6

y
i T
Dobimo, da je

57 ;
z=1" ({‘oswéw - 18In

@|£;‘
N

nato pa uporabimo Moivrovo formulo

210 =110 ( (198 5 ) +isin (1{)0 . fg))
&
= COS (41 <27 A+ %{) -+ isin (41 - 2m - FW)

87 87 47 R i
—CO‘S%g%*I%IllE-WCOb?—I-ISIH—&-
1 V3

Ty Ty

Pri ra¢unanju smo upotevali, da sta sinus in kosinus periodi¢ni funkeiji s
periodo 27 in je zato cos(a+2km) = cos a in podobno sin{a-+2km) = sin «
za vsako celo Stevilo £.

19. lzracunaj:

{/Qz + 21V3.
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Resitev: Najprej zapisemo kompleksno stevilo 2 = —2 + 2v/3i v polarni
obliki:

o= 22 4 2V = VAT 2= VIB =14,

2V 3
(7{"‘ — al(:i;g _Mg W% — ,{_ﬁ.ctg(m\/g) “1"“ "o _% ,,,;_,, R

saj jc Rez < 0 in Imz > 0, torc) je

A ‘27.’+i, 27
2 w4 | COS sin — ).
z C 3 3

Vse 4 vrednosti 8ctrtega korena kompleksnega Stevila z izratunamo po
formuli

2 ey
=+ 2kw =L 4+ 2kw
Wy = \7:1. (C(}S mémam__ -+ igin B 4 ) k= O} 1} 2} 3,

in dobimo

&
=
i
Y
PN
o
b
e 23
fa]
=
-+
=
=
el
M
i

\/5 (cos% 18111 %)

g
8
|
)

1
=
/"“:"\ PN
o[&
_{_
e

am 2r
49y L9y 2, 2w
cos -2 + igin -2 )m\/ﬁ(cos“g'—i—iﬁiﬂwg

I
5
/""{"“\
B -
+

S

2
=4 Aq A e G ¢
Weo = V2 { cos -2 il + 1 sin -2 — /2 | cos — + isin—
4 4 6 6
V3 1
= 4 NS, [
2;_:}_ q E 6 5 .. rﬂ‘
wy = ﬁ({:os 2 467—{—115111 2 i W) = \/ﬁ(cos ?nglsm%u)

E
&
TN
e
=
S
N’
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POGLAVJE 1. MNOZICE IN STEVILA

20. Redi enatho:

21.

2% =1

Resitev: 18€emo b razliénih vrednosti petega korena $tevila 1. Stevilo 1
moramo zapisati v polarni obliki. Seveda je absolutna vrednost Stevila 1
kar enaka 1. Argument ¢ vsch pozitivnih realnih gtevil pa je 0, zato je
1 = 1(cos 0 +isin0). Formula za izraéun petih korenov je tako

: 0+ 2k 0+ 2&k7
“zvk:ﬁ(cos—+—r~3+§sénmi;——f), kF=0,1,2,3,4,

w3 O

resitve pa so

0 L 1
W = CO8 = + 18110 - =
~ 5 5 ’
27 +isi 2
Wy == COS — - 18IN —
5 57
d 47
Wy == COS — —+ 15311—
5 5)
B 6
Wy = CO8 — -+ 18in —,
5 5
8 " S
Wy == COS === 18I0 —
5 5

Poisci vse regitve enacbe

Zd“’“‘ C()b%z?w 153111»(%“
- 5 3

. e - 3 . . Fa - .
Resitev: Refiti moramo enatbo z = wi, kjer je kompleksno stevilo w =
cos I +1isin % Ze zapisano v polarni obliki. Vse resitve te enatbe potem

mmcmzamo po formuli

( 34 + 2kn 32L 4 2k
zr = 1% { cog —

ot isin wwéwz—) , k=0,1,2,3.
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Resitve enaébe so:

zyp = cosw+isinm = —1,
6w .. 6@ :
EZ:W“COSz-l-iSlIl*g“;—l,
T .. 8
zzzcoswszi-lsmz:},
107 ., 107 .
23:CDST+1812’1T$1.
22. Re8i enatbo: :
z* + 2iRez = |2|.

Resitev: Kompleksno gtevilo zapigemo v obliki z = a-+ib, kjer je a realni
in b imaginarni del kompleksnega stevila. Sledi
(a+ib)? +2i-a=Va?+ b
a? + 2iab — b + 2ia = Va? + b?
a® — b* +1(2ab + 2a) = Va® + b?

Kompleksni stevili sta enaki, ¢e imata enaka realna in imaginarna dela.
Da bo leva stran zadnje enatbe enaka desni strani, mora biti

a> = b =+a2+b? in 2ab+2a=0.
Preoblikujemo drugo enacbo, da dobimo
a(b+1) =0,
Produkt dveh &tevil je enak nig, &e je vsaj eden od faktorjev enak nic.

Zatojea=0ali b= —1.

Denimo, da je @ = 0. Vstavimo to v prvo enacbo in dobimo, da je
~b? = /b2, Leva stran je vedno manjsa ali enaka 0, desna stran pa je
vedno veGja ali enaka nié. Leva stran je potem enaka desni le tedaj, ko
je b= 0. V tem primeru je reditev z = 0.

Druga mo7nost je, da je b = —1. Vstavimo to v enatbo a2 —b% = va® + b?
in dobimo a® — 1 = va? + 1. Enatbo kvadriramo:

at —2a% +1=0a*+1,
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23.

POGLAVIJE 1. MNOZICE IN STEVILA

poenostavimo in izpostavimo a:

P 3 g e
Torej je 0 = 0 ali @® = 3. Vse mognc refitve za o so tako ¢ = 0, a = /3
in g = —v/3, preostale reditve prvotne cnacbe za z pa naj bi bile —i,

V3—iin —/3 -1 Opozorimo, da moramo pri reSevanju enach na koncu
dobljene reSitve vstaviti v prvotno ecna¢bo in preveriti, ¢e so res regitve.
V nagsem primeru —i ni reditev, saj z# + 2iRez = =1 £ 1 = 2|, Stovilo
—1 kot moZno reitev enacbe smo dobili zato, ker smo med radunanjem
Cnaél)o kva{'lriraii (1’151 pr%mcr enaéba T = -~5 Ima Sovcda CILO SaImo resitev

rcsztvz 5in -H, s(,w,da pa 5 i rcsztev pwotn{, (Jnd;{,b{_,). \r sC mbmw, enache
SO

Z1 mO, 29 = \/gmi in e “'\/g*“i.
Poiséi vse resitve enaéhe:

|z —Z] = |iz].

Resitev: Komplcksno Stevilo zapiSemo v obliki 2 = ¢+ b, kier jc a realni
in b imaginarni del kompleksnega Stevila 2. Ce za kompleksni Stevili v
in w velja v| = Jw|, potem ne moremo sklepati, da jc v = w ali v = —w.
Zato nalogo rcdimo na naslednji nadin:

la +1b — (a —1b)| = [i(a + ib)]

|2b] = | — b + ia]
VA = /D2 4 a2
b:z — %ai?

Torej je

Vsa kompleksna §tevila, katerih realni in imaginarni del zadoséata eni od
tch enach, so resitev prvotne cnacbe. To pa so ravio tista kompleksna

Stevila, ki Rm;o v kompleksni ravnini na prcmzm Y = -‘~CJ, ali na premici

ym_sﬁ
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24, PoiS¢i vse reSitve sistema cnaéb

lz—3—3i =5 2(4-3i)— =24+ 3i) = 6i.

Reditev: V enachi vstavimo 2z = a <4 b in dobimo:

la+ib—3—3i =5, (a+1b)(4—31)— (a—ib)(4+ 3i) = 6i

Vie—=32%4+(b~-3)2=35 4a—3ia+4ib+3b— da — 3ia -+ 4ib — 3b = 6i
(@a—3)?%+(b—3)*=25 ~Gia+ &b=6i

Iz desne cnache dobimoe, da jc a = %b — 1. To scdaj vstavimo v levo

cnatbo 0 - fig e AP L
4 n
(gb - 1— 3) —+ (b — 3)2 = 25 AP :'Lt »
165)2—?136 16 -+ b2 — 6h + 9 = 25
9 3
25 50 K
ey L ---b = e o
9 :I ’ 1{ K (o i-?t//" I)

b(b — 6)-~o AN IR

Prva reditev je b = 0 in pripadajoéi rcalni del a = ‘ib -1 = --] druga
reditev pab=6ina=3b—1="1.

Resitvi sistema cnath sta z = —1 in 2 = 7 + 61



Poglavje 2

Zaporedja

Zaporedje je mnoZica §tevil, ki so urcjena v dolotenem vrstnem redu
@1,82; .- Qpy oo o

Natanéncje, zaporedje realnih §tevil je preslikava, ki vsakemu naravnemu Ste-
vilu n priredi neko realno stevilo a,.

Zaporedje je naragtajode, 8e je vsak naslednji ¢len vegji ali enak od predho-
dnega: ap < @1 Zaporcdje Je strogo naradajole, €c¢ je a, < Qne1. Zaporedje
30 pada] ote, Ec je an 3: &n+1, in je st;rogo padajoce ée je a, > am_;

EIOJHH — aﬁ > O‘?a v&ak n € N Ce je ! GnH — an < 0 za. vsak n E N je

zaporedje pada;oce Ce so ¢éleni z;aporcdja pozitivni, potem lahko ugotovimo,
ali je zaporedje narasca,;oce ali pada}oce, tudi s pomoéjo kvocienta zaporednih
¢lenov aapor(,dga Ce je St e < 1 za vsak n € N, je zaporedje narastajote,
ce pa 30’ Gn_ > 1iza Vgak n € N, potem je zaporedjc padajoCe. Zaporedje

je ar1tmet1cno Ge JC za vsako naravno Stevilo n: dan41 — @y = d. Stevilo d
imenujemo rcmhka, aritmeti¢nega zaporedja. Velja a, = (n—1)d+a;. Zaporedje
je geometrijsko, ée je any1 = anq za vsak n € N. Stevilo ¢ imenujemo kolicnik
geometrijskega zaporedja. Velja a,, = a;¢™*.

1. Stirinajsti ¢len aritmetiCnega zaporedja je 14, Stirideseti ¢len pa 16.
Izratunaj prvi ¢len in razliko zaporedja.

Reditev: Ker je n-ti ¢len aritmeti¢nega zaporedja a, = (n — 1)d + ay, je
a4 = 13d -+ ay = 14 in agp = 39d + a1 = 16. Dobili smo dve ena¢hi za
dve neznanki a; in d. Ce enaébi od$tejemo, dobimo, da je 26d = 2 in

25
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POGLAVIE 2. ZAPOREDJA

zato je razlika zaporedja d = 1—15- To vstavimo v prvo ¢natbo in dobimo
13- % + ay = 14, torgj je prvi ¢len zaporedja a; = 13.

. Poisci gcometrijsko zaporedje zaporedje, ée poznag:

a4y + g + 3 = 14 (g -+ Q5 4+ Qg = 112.

Resitev: Ker je n-ti Elen geometrijskega zaporedja a,, = a1¢™ !, lahko
enadhi zapiSemo na naslednji nadin: -

a +ag+aig’ =14, ag® +arg* + ag® = 112.

Dobili smo dve enachi za dve neznanki ¢y in ¢ 'V drugl cnadébi izposta-
vimo ¢*:
3 AR
¢’ (o +arq + arq”) = 112,
izraz v oklepaju pa jo po prvi cnachbi cnak 14. Zato je ¢° - 14 = 112, torej
ic ¢° = 8in ¢ = 2. Vstavimo ¢ v prvo cnaébo in dobimo

ay + 2ay +4ay = 14,
tore] Jje a; = 2.

Dani sta geomctrijsko zaporedje ¢4, g2, ¢, ... In aritmetiéno zaporedje
ay, as, as, . . .. Doloéi obe zaporedii, ¢e ves, da je koliénik prvega zaporedia
cnak razliki drugega in da jc as = 0, g0 = a4 ter g3 = as.

Regitev: Vemo, da je n-ti ¢len geometrijskega zaporedja g, = ¢1¢™ 1, n-ti
¢len aritmeticnega zaporedja pa a, = (n—1)d+a,. Kerjeay = d+a; = 0,
j¢c a1 = —d in zato

a, = {(n—1d—d=(n—2)d.

Koliénik geometrijskega zaporedja je cnak razliki aritmetiénega zapo-
redja, torej je ¢ = d in g, = g1d™ " Ce sedaj vsc navedeno upostevamo
pri ecnatbah ¢go = a4 in g3 = ag, dobimo

gd=2d in qd° =6d

Ce je d = 0, potem dobimo prvo reditev, pri kateri so vsi éleni obch
zaporedij enaki ni¢. Ce pa je d # 0, potem lahko delimo obe cnaébi z d
in iz prve dobimo, da je g1 = 2. Ko to vstavimo v drugo enacbo, dobimo,
da je 2d = 6 in zato d = 3. Pri drugl resitvi ima geometrijsko zaporedje
prvi &len cnak ¢ = 2, kolitnik ¢ = d = 3, aritmeticno zaporedje pa ima
prvi élen enak a7 = —d = —3, razlika pa je d = 3.
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. Kaj lahko poves 0 nar cledliJZl ali padanju zaporcdja

745

n

{Zn ssad

in o njegovih zgornjih ali spodnjih mejah? Izracuna] lzmlto ¢e obstaja,

sicer pa p(}l‘ui‘l vsa sﬁf&ahsca

ot TR ST VL s B Y 2 AR Sy e

Resitev: Ker je

n+1)+5 n+5 m+6n—(n+5){n+1)

gl ™ My = ; - =
" n41 i n(n+1)
n? +6n —n%—6n—>5 -5 <0
n{n+ 1) n{n+1)
za vsako naravno dtevilo n, je zaporedje strogo padajoce. Najvecji ¢len
zaporedja je potem prvi Clen ay = 1‘;"“’ = 6. Natanina zgornja mcja

_zapor(,dga je zato 6. Vsi &leni zaporedja so pozitivni, zato’ je 0 ‘spodma
‘meja zaporedja.. Ce Pa-zapisemo

n -5 5
ml{-—-—}
T T

{1 - s

vidimo, da so vsi ¢leni zaporedja veéji od 1. Torej j Jc, 1 tudi spodnja meja
zaporedja. Ker pa je z naradCajodim n ulomek 2 polgubzlo zﬁd;mﬁﬁm SO
Cleni a, za dovol) velik n poljubno bliza 1. Tor(,J ni nobeno $tevilo, ki
je vegje od 1, spodnja meja zaporedja. To pa pomeni, da je 1 natancna
spodnja meja zaporedja. Zaporedje je padajoée in omejeno navzdol, zato
ima limito, ki je enaka natanéni spodnji meji:

P =4 =
im a, = lim nto lim (1 + i) = 1.

Pl O Rt 1 TE—r X3 7

. Ali je zaporedje
1
- (= (1" + —
T ( ) n
naraitajoée ali padajoée? Izradunaj najvecji ¢len zaporedja, e obstaja.
Dolo¢i limito, ¢e obstaja, in stekalis¢a danega zaporedja.
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Reditev: Preverimo najprej, ¢e je zaporedje narascajoce all padajoée:

| 1..
nbl — On = (—1 ntl —— — (=1} — —
s = @n = (=174 +1 (=1) 7
m {—1 ntl {118 2 n (?7
A WIS ey o v
- 1
o 2 __'1 ?1*1-.1 _ )
(=1) nin + 1)

Prvi &len razlike je 2 ali -2, drugi ¢len pa je vedno manjsi od 2 5, zato je
razlika dvch zaporednih élenov zaporedja a,p) — @, izmeniéno pozitivna
in negativna. Torej zaporedje ni ne narastajoe in ne padazocc Ce
pogledamo samo sode ¢lene  zapor edJa potom vidimo, da je an 1+ ;1;
Zc}, sode n. Za lihe n pa je/ a,n = —] 4 1. 7 narai€ajodim n je ulomck
; vedno manjsi, zato so sodi &leni vcdno manjsi, najvedji je potem prvi
sodi ¢len ap = 1 + 2 m% Tudi lihi éleni so z nara&€ajotim n vedno
manjsi, najvecii lihi clz,n je poﬂ,m a; = —1-+1=0. Torcj 3{3 najveéi
¢len zaporedja az = 2. Ko gre n proti neskonéno, gre izraz pro’m nic,
zato sc sodi Cleni prlbhzugejo 1, lihi pa -1. Zaporedje ima dvt, stekalisci

1 in -1 in zato nima limite.

3n?+n-—2
n? 4+ 2n+1 }

Uy =
razlikujejo od limite za manj kot %

Resitev: Izratunajmo najprej limito zaporedja

_ 32 +n—-2 o B+
lim ¢, = lim im 5 i
Fhs O Ty O nz wd 2n e 1 OO 7’1;2(1 e Py -+ };‘ﬁ“

12
i SR TR g

n—roo}»»i»»%-}-ﬁ%

- Izratunatil moramo 8e, od katerega naravnega stevila n dalje so vsi Cleni
an, razlikujejo od limite 3 za manj kot -, torej

72 3<
| — 3] < 15
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Racunamo K
3n? -2 f+n—2-3n"-6n-3
lan - 3| — R 3 =
n?+2n4+1 né 4 2n+1
_|=bn—-581 |=b(n+1)| | =5 5
e+ | (12 n41] a4+l
Izracunati moramo, za kateri n je
5 1
n— 3| = < .
o | n+1 10

Sledi, da mora biti 50 < n + 1 oziroma n > 49. Od petdesetega ¢lena se
vsi &leni zaporedja razlikujejo od limite za manj kot fﬁ

7. Izratunaj limito zaporedja s splognim &lenom

n+ 2

S VR Al-yn

G

Resitev: V imenovalcu in $teveu ulomka izpostavimo najvetjo potenco
n, nato ulomek okrajSamo in dobimo

n o+ 2 7 (1 +- %)
limn > == lim
T R e
n(l+2
= Hm ( ”’)
(1 E )
. 1+2
= lim ”’
T 00 \/m_ 1
= 1.
8. lzracunaj
L
Hm I

nooo \/n? 43 —n

Regitev: V imenovalcu ulomka imamo nedoloéen izraz oblike neskonéno
minus neskonéno, zato Stevec in imenovalec ulomka pomnoZimo z izarzom
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n? 4+ 3 + n. Potem pa lahko izra¢unamo limito:

b 2 lim sV 84n)
11 = lim —ee 2
n«lw'roo nZ24+3—pn now (\/n'z D R 'n,) (\/nz 4 3 n)

a2 +3)+1
= lim

n—oo 712 4 3 — n?

3
1+ +1

= |im
T O 3

o e e . e
(9, Izrac¢unaj limito zaporedja s splodnim ¢lenom

/
_ 3n
't}
dy = .
7L (’R“]L- 2)

Regitev: Ker je

- 1 (R
- (1)
=< B
saj je
lim M = lim wj“m — lim _:(im _ s
L i R ey () R

10. Izradunaj limito rekurzivno podanega zaporedja
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Resitev: Najprej preverimo, da limita rckurzivino podanega zaporedja
res obstaja. Pokazali bomo, da je zaporedje padajoce in omejeno, vsako
tako zaporedje pa je konvergentno in zato ima limito.

Ce je a,-; pozitivno Stevilo, je seveda tudi a, = % (&n_g_ + = 2 1) pozi-
K

tivio Stevilo. In ker je prvi ¢len zaporedja a; = 2 pozitiven, so potem
tudi vst nadaljnji ¢leni pozitivni. Torej so vsi ¢leml vegji od nic in je
zato zaporedje omejeno navzdol s konstanto 0. Pois¢emo lahko Se boljso

oceno. Enakost
' ] 3
p == = | Gyl +
2 Qa1

pommnozimo z 26,1 in dobimo

2
20,1 = A 3

Na obch straneh nato pristejemo a? in preuredimo

2 2 2
Gy, — 3 == (y 1 — 20,001 + &y,

2 2
a, — 3 = (a‘nml - an)
Desna stran cnakosti je vedno veéja ali cnaka nic, zato je
al—3>0

oziroma a2 > 3. Ker pa so vsi ¢leni zaporedja pozitivni, velja, da je
an > V3.

Preverimo Se, da jeo zaporedje padajoce, da je torej an, < an-1. lzra-
cunamo ‘

Opeel ™ Ly = flpy_q = =
n ki 2 alg},m 1 2 ('LT:‘.’""“ 1

1 ( 3 ) 200 1~ py =3 4y =3
Gp—1 = - '
2

Qn1
Ker je a®_, > 3 in so vsi ¢leni zaporedja pozitivni, je
Ay — Gy Z 0

in zaporedje je padajoée. Torej ima limito. Limito zaporedja izra¢unamo
tako, da v rekurzivno formulo namesto ¢lenov a,, in @, vstavimo z in

redimo enacho ‘
1 N 3

= x4~

2 T
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200% = 22 + 3

72 =3
in cobimo resitvi z; = \/5, Ty = —+/3. Ker so vsi ¢leni zaporedja
pozitivni, —+/3 ne more biti limita zaporedja, torej je limita zaporedja

lim a, = V3.

Tl O



Poglavje 3

Vrste

XK

Potreben pogoj za konvergenco vrste Y et

ar, je, da je lim, .o a, = 0. Vrsta

je konvergentna za a > 1 in je divergentna za o < 1. Kriteriji za ugotavljanje
konvergence Stevilske vrste S °° . g, s pozitivaimi &leni so:
n=1 "1

1. Kvocientni kriterij: Ce je

. @
lim —2 = [

Tl O aﬂ,
in je L < 1, potem je §tevilska vrsta konvergentna, ¢e pa je L > 1, potem
je Stevilska vrsta divergentna. V primeru, ko je L = 1, je lahko vrsta
konvergentna ali divergentna.

2. Korenski kriterij: Ce je

lim ¢a, =L

T 0K

in Je L < 1, potem je §tevilska vrsta konvergentna, &e pa je L > 1, potem
je Stevilska vrsta divergentna. V primeru, ko je L = 1, je lahko vrsta
konvergentna ali divergentna.

3. Primerjalni kriterij: Naj bosta

o0 O
E Gn, 1N E by,

nw=1 ’ fi==1

33
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Stevilski vrsti in naj bo
ay, < b, zavsak n e N,
Ce jo vista > 7

noq U konvergentna, potem je konvergentna tudi vrsta
> Gn. Ce pa je vrsta Y 07 a, divergentna, potern je divergentna,

tudi vrsta ) o0 by,

Omenimo &e Leibnitzev kriterij za ugotavljanjc konvergence alternirajoce vrste:
Ce jo {a,} padajote zaporedjc pozitivnih Stevil in je lim, o ¢, = 0, potem je

alternirajota vrsta
00
T
§ (Wl) ey

ol
konvergentna.

Vrsta Z ne1 On j¢ absolutno konvergentna, e je tudi vrsta >~ - |a,| konvergen-
tna. Ce je vrsta konvergentna, ni pa absolutno I\orz_vaz*gezﬁna} potem pravimo,
da jc pogojno konvergentna.

Ce je 0 < g < 1, potem je vsota potenéne vrste

Srety

1. Ali jo vrsta

konvergentna?

Regitev: Ker je 2 > 1, 30 vista
jei>1]

X
1
A
710 1 ?7) 3

konvergentna. Ce imenovalec ulomka zmanjsamo, se ulomck poveta,

torej jo
1 1

4
(n+1)s ns
za viak n € N in zato
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Po primerjalnem kriteriju potem konvergira tudi vrsta

oo
n:.'i.

n~+~})a,

Ali je vrsta
O

2N
‘2 e+ 1
ppm=]

konvergentna?

Resitev: Ponovno bomo uporabili primerjalni kriterij. V dteveu splosnega
clena an jo najvedja potenca n, v imenovalcu pa n®. Od tod lahko skle-
pamo, da je vrsta podobna harmonidni vrsti Z?:il ki je divergentna.
Domncvamo torej, da je nada vrsta divergentna, kar bomo pokazali tako,
da jo bomo primerjali s harmoni&no vrsto. Ker za vsako naravno $tevilo
nveljan®+n+1<n®+n4+n? = 3n? ulomek pa sc zmanjsa, ce
povetamo imenovalee, je
2n n 2

, pa—
n24+n+1"3n 3n

Ker ic harmoniéna vrsta divergentna, 3(, divergentna tudi vrsta 2 Z”_& L

o0 ’3
in zato po primerjalnem kriteriju divergira tudi vrsta )07 ==

. Ali jo vrsta

oG
Z n?+n—1
< 2% — T
konvergentna?

Regitev: Tako v &teveu kot tudi v imcenovalcu sploSnega ¢lena a, je
najveéja potenca n?. Torej lahko sklepamo, da splosni ¢len z narasca-

jodim n ne bo konvergiral proti 0. lzracunamo

" 1
n® 41— 1 , T}g(lir—lmi) 1~;....an% 1
e 51 ki LL R 11 9 8 N L B L at
2 9 i 1 o 7 9
noo 27 - 7 oo R, (2 — 77},_3) P O — =

Torej limita splosnega €lena ni cnaka 0, kar je potreben pogoj za konver-
geneo &tevilske vrste. Ker potreben pogoj ni izpolnjen, vrsta ne konver-
gira, temved divergira,
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4. Al vrsta

D0

Z (~1)"arctan &
n? + 1

7 i

konvergira? Ali konvergira absolutno?

Reditev: 7 naragfajoéim n vrednost arctan i pada proti 0, saj je arctan z
monotona funkcija.in je arctan 0 = 0. Sevec ia tudi wee + —— pada proti 0, zato
splosni ¢leni po absolutni vrednosti z .ara-eca.‘]oum n padajo proti 0. Ker
je

arctan i

[T —L e
n—00 N2 - 1

in je vrsta alternirajoéa, po Leibnitzevem kriteriju vista konvergira.

Preverimo 8¢, ¢e je vrsta tudi absolutno konvergentna, Tokrat bomo upo-
rabill primerjalni kriterij. Upost(,vdrr*o da je arctan z omejena funkeija

katere natanéna zgornja meja. jc 2) zato e
(—=1)*arctan £|  arctan = z z
2 - 1 2 < 2
2 ) T2 7
n* + 1 n* -+ 1 n+1 n
1
e o0
. nQ +1 — 2 n?’
HE fraz

Vista na desni strani neenakostl je konvergentna, saj je cksponent o =
2 > 1, potem pa je konvergentna tudi vrsta na levi. Sledi; da je vrsta

oo (—1)" arctan 4

1 - absolutno konvergentna.

Omenimo, da je vsaka absolutno konvergentna vrsta tudi konvergenina,
zato bi v tem primeru zadodéalo, da bi pokazali, da je vrsta absolutno
konvergentna, od tod pa Ze sledi, da je tudi konvergentna.

5. All vrsta
i (=1)"*1n
(2n — 1)?
konvergira? Ali konvergira absolutno?

Reditev: Opazimo, da je vrsta alternirajoca in da ¢leni po absolutni
vrednosti padajo proti nic. Konvergenco vrste bomo zato ugotavljali s
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pomoc¢jo Leibnitzevega kriterija. Izracunamo

1
lim B O lim n = lim —— = 0.
n—eo (2n — 1)?2  nocodn? —dn+4+1  n—oodn -4+ =

Ker je limita splo$nega Elena enaka ni¢, je alternirajota vrsta po Leibni-
tzevem kriteriju konvergentna.

. . .. —~1)7 Ty ¢ 1
Preverimo 8e, ali je vrsta » >~ ((—ﬁ):iw};f absolutno konvergentna, &e je

torej konvergentna vrsta

o

i) ad i
Egﬁn—ﬂzmggmﬂw4n%1

V steveu splognega &lena je najvedja potenca n, v imenovalcu pa n’. Zato
je vrsta podobna harmoniéni vrsti 3o %, ki je divergentna, Ocenimo

iy

4n? — dn+ 1 < 4n?,
zato je
n n 1
>
—~dn+1 " 4n? 4dn

zz@n_l “;;*

A RTaN T 15T 4 1T 2 T | o n . diveroor.
Ker je harmoniéna vrgta dzvorgc,nén&, jetudivrstad " Ty divergen

n

tna. Konvergentna vrsta » > (TQ%-Q:)I—Q tore) ni absolutno konvergentna,
zato je pogojno konvergentna.
. All je vrsta
= n!
=1 er

konvergentna?

Regitev: Pri ugotavljanju konvergence bomo uporabili kvocientni kriterij.
Izratunamo

(n+2)' 1 }
. Apt1 . [ . e (?’Z e 1) . 7 -+ 1
lim = lm - m Jim ———— i — = 00,
n—00 (I oo 2 n—oo nleti n—oo 0
87!- X

Po kvocientnem kriteriju sledi, da je vrsta divergentna.
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7. Ali je vrsta

konvergentna?

Resitev: Pri ugotavljanju konvergence si bomo pomagali s kvocientnim
kritertjem. lzracunamo

d{n+1)+2 ;

N Qi1 Y  (Bn5)V/H _ 3n+5
lim = —— = lim ——— = lim = lim ————
n—oo @,  nooco 24dd n—% (3n + 2)VBrtl n—oo (3n 4+ 2)4/5

=
) (3- + ﬁ) 34+ = 1

= lim = lim L = < 1.
n—oo (3\/5 + g:?) Tpr OO 3,\/5 + é,;\/:g \/5

Po kvocientnem kriteriju je vrsta konvergentna.

. All je vrsta

"

X 7 T
Z (*n, + 1)

ppes]

konvergentna?

Resitev: Pri ugotavljanju konvergence bomo uporabili korenski kriterij.
Izra¢unamo

n? n? 1 L
. . H, T 2 . 71 Z on ) n 5
lim /a, = lim = lim = lim
O ! =+ 1 00\l - 1 n—00 \ 7% -+ i
‘ 1 1
= lim o < 1.

nwm(lw%»*lu)"i \/E

Po korenskem kriteriju vrsta konvergira.

9. Ali je vrsta

konvergentna?



10.

11
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Resitev: Konvergenco viste bomo ugotovili s pomoéjo korenskega krite-
rija. Izratunamo

o =1\ n—1Y%"
}.. . s - 1. 13 - — 1- -
im ¢a, = lim ( , ) im (3?1_%_ 1)

EE R g 8 Tl 0

Ii 1~ o 1y’ _ 1 < ]
= lim | —2% = | — ) = — <],
no0 \ 3+ 4 3 27

Po korenskem kriteriju je vrsta konvergentna.

Izratunaj vsoto vrste

iy ]
Hesitev: Izpostavimo
e 74 - 7 IS 4

Torej je

f’: 5 81 1
7.4 T 37

e
Izradunaj vsoto vrste
0 o+l
37z.w1 ’
i Bacy
Regitev: ZapiSemo
o 2'a+1




40

POGLAVJE 3. VRSTE

in vidimo, da moramo izracunatl vsoto potencéne vrste

3 1—-2

1=

Torej je
o 2‘{5-1-1
w G 2= 12.

T 1

i1



Poglavje 4

Funkcije

Nekaj definicij:

Realna funkcija f : Dy — R, kjcr je Dy podmnozica realnih 3tevil R, je
predpis, ki vsakemu elementu z iz mnoZice Dy priredi natanko en clement iz
mnoZice realnih 8tevil. MnoZica Dy se imenuje definicijsko obmodje funkcije
f(z). Mno?Zica vsch tistih realnih stevil, ki so slike elementov definicijskega
obmoéja, pa se imenuje zaloga vrednosti funkcije f(x). Oznagimo jo z Z;.

Sodost in lihost funkcije:

- funkcija f(z) je liha, ¢c velja f(—x) = — f(x),

- ter soda, ¢e velja f(—z) = f(x),

za vsak z iz njencga definijskega obmoéja Dy. Graf sode funkcije je simetricen
glede na y-os, graf lihe funkcije pa glede na izhodisée T'(0,0). Primecri lihih

funkcij: sinz, vse lihe potence spremenljivke z (z?, 2%, &%, . ..). Primeri sodih

funkeij: cosz, vse sode potence spremenljivke z (22, 24, 28, .. .).
Injektivnost, surjektivnost, bijektivnost funkcije:

- funkcija f 1 A — B je injekitvna, Ec za vsaka z1,20 € A velja: Ce 21 # o2,
tedaj jo tudi f(z1) # f(z2),

- funkcija f : A — B jc surjektivna, ¢e je Z; = B,

- funkcija f : A — B je bijektivna, Ce je injektivna in surjektivna hkrati.

1. Dologi definicijsko obmogje funkeije f(z) = Va2 —4.

41



42

POGLAVJE 4. FUNKCIJE

Regitev: Koren, ki nastopa v funkeiji f(z), je definiran tam, kjer je izraz
pod korenom nenegativen:

2P —4>0

(e —2)(z+2) >0
lzraz na levi strani neenacbe je kvadratna funkcija, ki predstavlja navzeor
obrnjeno parabolo z niclama 1 = —2in x5 = 2. Vrednosti na tej paraboli
s0 veGje od ni¢ za x € {—oo, —2] U [2,0¢). To je torej tudi definicijsko
obmotje funkeije f(z): Dy = (—o0, —2] U [2, 00).

Dolo¢i definicijsko obmodcje funkeije f{x) = arcsin (T——-—%‘f?)

Regitev: Da bo ulomck v argumentu funkcije arkussinus definiran, mora
biti njcgov imenovalec razliéen od 0. Ulomek je torcj definiran na ob-
moéju Ry =R — {-1}.
Argument funkcije arkussinus mora zavzetl vrednostl med -1 in 1. Iz
tega dobimo naslednji dve neenacbi
2z

< - <

1+

Vsako ncenacého resimo poschej. Prva neenacba sc glasi:

2z
-1<
l1+zx
2z
+1>0

1+z
Na, obeh stranch jo pomnozimo z {1+ )2, kar lahko brez tezav naredimo,
saj jo izraz (1 + )% vedno vedji od ni¢ {razen za z = —1, kjer pa ulomck

v argumentu funkcije tako ali tako ni definiran), zato s¢ nam znak >
ohrani:
2r(l+a2)+{1+2z2) >0

322 +4z+12>0
Bz+D{z+1)>0

Na desni strani dobimo navzgor obrnjeno kvadratno parabolo z ni¢lama
xy = —1 ter zy = mé, ki zavzame pozitivne vrednosti v zunanjosti
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intervala med obema ni¢lama. Re8itev te neenacébe je: Ry = (—oo, —1]U
1
[_ ER OO) '

Druga neenacéba se glasi:

2z <1
14z

2(
1<
144z

Kot Ze pri prvi neenadhi lahko tudi tukaj pomnoZimoe obe strani z izrazom
(1+2)%
22(1 4+ z) = (1 +1z)* <0

2 —-1<0
(z—-1)(z+1) <0

Izraz na desni strani t¢ neenacbe predstavlja navzgor obrnjeno parabolo
z ni¢lama z; = —1 tor x5, = 1. Vrednosti na paraboli so negativne med
ni¢lama, kar nam da resitev R, = [—1,1].

Za obstoj funkcije f(z) morata biti izpolnjeni obe neenagbi, pa ¢ ime-
novalee ulomka v argumentu ne sme biti enak ni¢, zato velja:

Df = R[} M Rl ﬂ R:g - (R \ {ml}) M ((WO{}, Wl] J [W%, OO)) N [—1, 1]

. Dolo¢i definicijsko obmoéje funkeij f(z) = € ter g(z) = In{e%).
Regitev: Eksponentna funkcija e® je definirana za vsak = € R, naravni
funkcije f(z) enako Dy = R™*, da Inz sploh obstaja. Po drugi strani pa

je D, = R, ker je e*, ki je argument logaritma v funkeiji g(z), vedno
strogo vedji od 0 in je torej zunanji logaritem definiran za vsak z € R,

. Dologi definicijsko obmocje funkeije f(z) = In(jz + 2| — |z — 3| + 3).

Resitev: Zapisemo neenacbo, ki jo dobimo iz pogoja, da je logaritem
definiran samo za pozitivne arguinente:

lz+2]—|z—-3]+3>0
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Ker imamo v tej neenacbi pod absolutno vrednostjo dva razli¢na izraza,
1. primer: 24+2>0inzx—9520.
Obmoéje v tem primeru je dano kot presek danth dveh pogojev (to je
z > —2in £ > 3), kar nam da obmogje, definirano z neenatbo z > 3.
Neenacba se v tem primeru glasi:

(x+2)—(z-3)+3>0

8 >0
To je res za vsako realno Stevilo z, se pravi, da je resitev tega primera
kar cclotno obmodje, za katerega je primer definiran: By = [3, co).

2. primer: x4+ 22>0inz-3<(.
Obmoéje v tem primerut je —2 < z < 3. Neenacba je sedaj malo drugaéna

(spremenil se bo predznak pri & — 3|, saj je |z — 3] = —(x - 3), e je
-3 <0):
(z+2)—{(~{z—-3))+3>0
2z-+2>0
x> —1

To reditev sedaj primerjamo z obmodjem, ki smo ga dolo¢ili iz pogojev
drugega primera: hkrati mora veljati —2 < 2 < 3 ter z > -1, kar nam
da refitev: Ry = (—1,3).

3. primer: 2 +2<0inax-—-32>0
Presek teh dveh pogojev je prazna mnoZica, se pravi, da ta primer sploh
ni mozen.

4. primer: 2 +2<0inz—-3<0.
Presek teh dveh pogojev nam da obmotje z < —2. Neenacba se glasi:

—(z+2)~(—(x—-3)+3>0
—2>0

To seveda ni res, zato dobljena necnacba torej v tem primeru nima
reditve: Ry = 0.
Resitve vseh dtirih posameznih primerov sestavimo v skupno resitev ne-

enathe:

R=R URyURy=[3,00)U(-1,3)Ull = (~1,00).
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Ker je funkcija f(z) definirana za vsak z, ki re$i neenacbo, je dobljena
reSitev tudi definicijsko obmogje funkcije f(z): Dy = (-1, 00).

Doloti definicijsko obmogje in zalogo vrednosti funkcije f(z) = cos(2).

Resitev: Funkceija je definirana povsod, razen pri & = 0, ko bi morali v
argumentu kosimrusa deliti z ni¢. Velja torej: Dy = R—{0}. Ko z pretete
mnozico R — {0}, tudi - pretete to isto mnozico R — {0}, kar pomeni,
da cos(ij) preteCe vsa Stevila v zalogl vrednosti funkeije kosinus (kar so
vsa $tevila med -1 in 1). Zato je Zy == [-1,1].

. Doloéi definicijsko obmoéje in zalogo vrednosti funkeije f(z) = e***1.

Reditev: Definicijsko obmogje je Dy = R, saj za nobeno realno §tevilo
z nimamo tezav z definicijo eksponentne funkcije. Ce z € R, je tedaj
22 4+ 1 € [1,00), oziroma e**! € [e,00), ker je eksponentna funkeija
naras¢ajoca. Torej je zaloga vrednosti te funkcije Zf = [e, c0).

Preveri injektivnost, surjektivnost ter bijektivnost funkeij f(z), g(z) ter
h{z) z definicijskim obmo¢jem in zalogo vrednosti v mnoZici realnih
stevil. Funkcije so dane z naslednjimi predpisi:

f(z) =¢e", glz)=sinz, h(z)=2>

Resitev: Poglejmo si funkeijo f : R — R, f(z) = e*. Ce vzamemo dve
razliéni realni Stevili, 2y # w5, tedaj je tudi €™ £ ¢*2, To pomeni, da je
f(x) injektivna. Zaloga vrednosti eksponentne funkeije je Dy = (0, 00) #
R, zato f(x) kot funkcija z definicijskim obmo@jem in zalogo vrednosti v
mnozici realnih Stevil ni surjektivna in tudi ne bijektivna.

Naslednja funkcija, g : R — R, g{z) = sinz, ni injektivna, ker lahko
zlahka najdemo ve¢ razliénih realnih Stevil, ki jih sinus preslika v isto
vrednost. Na primer:

g(%) msin% = gin (% +2k7r) = g (% +2k7r) k€ Z.
Funkcija g(z) ravno tako ni surjektivna, saj je njena zaloga vrednosti
Zy = [—1,1], kar ni enako mnozici vseh realnih 3tevil R, v katero po
definiciji slika.
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Oglejmo si de zadnjo funkeijo, & : R — R, A(z) = z°. Za vsaki dve
razliéni rcalni Stevili zy 5 29 velja

. 3 35

hzy) = xy # x5 = h(z2),
zato jo funkcija A{z) injektivna. Velja tudi Z), = R, zato je h(z) surjck-
tivana. Ker jo tako injcktivna kot surjcktivua, je tudi bijektivna.

Preveri, ali je dana funkeija f(x) soda ali liha?

) 1) = 52,
‘ i —E

¢) f(x) = cosz + sin.

Reditey:

- COS T
a. T i ms
1) f( ) 4z

Da bi preverili sodost oziroma lihost funkeije, moramo izracunati vre-
dnost funkeije v toekl —z, sc pravi f{—z):

cos(—z)  cosz
(—2)t+ (—z)?  ad+a22

floa) =

Funkcija f(z) jc scda.

b) f(2) = ST

e
Tokrat dobimo:

. R N S B CaC I R et 4"
‘}L(_q’) R O R - _m o wj(fl?)

Ta funkcija je liha.
¢) flz) =cosz +sinz,
Tokrat dobimo:
f(—x) = cos(—z) +sin(—z) = cosx —sinz.

Ta funkcija ni niti liha niti soda.



9. Doloé¢i kompozituma f{g(z)) in g(f(z)) danih funkcij f(z) ter g(z).

2) f(a) = 3. () = 2

b) f(z) =1+1, ga) = 1EZ,
¢) f(z) =%, g(z) = sinz,

d) f(z) = 3= 9l0) = 152

Reditev: Pri ratunanju kompozituma dveh funkcij izraz, dolocen z no-

tranjo funkeijo, vstavimo kot argument v zunanjo funkeijo.
2

a) f(e) = 145 9(@) =2

f(a@) = £ = 72—
1 1\ 1
@) = o1 = (=) = o
b) f(e) = 1+ L, g(a) = 122,
1*%3:_ 1 o l-z (14+z)+{1-2)
Flo) =1 =1 = =y
I
T l4z

= 2z + 1.

1+(1+3) 2+1 Z=i
— — ;{— —

R

¢) flz) = z*, g(z) = sinz.

Flg(z)) = f(sinz) = sin” .

9(f()) = g(z*)= sinz”.
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11—z 1 1
flo(z)) = f( . )= 1T 71z
— }‘ —
= viien &
1 L- g
@) = o) = ||~ -

= |z},

10. Doloé kompozitume f(f(z)), f(g(z)), g(f(z)) in g(g(z)) za dani funkciji
(=) ter g(z).
2) f(z) = —2z+1, g(x) = 3z — 2,

b) flz) = 2*, g(z) = V.

Regiteuv:
a) f(z) = -2z +1, g(z) =3z~ 2.

flfz) = f(—22+1) = —2(=2c+1)+1=4dz - L
flglz)) = .)"(351,: —9)=-2(3z—2)+1=—6z+5
glf(z) =g(~22+1)=3(-2z+1) 2= -6+ 1

glg(z)) = g(3z —2) =33z — 2) — 2 =9z - 8.

b) f(z) = 2?, g(z) = V.

f(f(@) = fa®) = (&) = 2",

fg(@)) = f(Vz) = (V) = =.
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9(f(z)) = g(a?) = Va? = |z|.

9(9(z)) = 9(Vz) = \/Vz = Jx.

11. Poisdi inverzno funkcijo £71(z) k dani funkeiji f(z).
a) fo) = 3L,

b) f(z) = arctg (§)+3.

Resditev:

a) Inverzno funkcijo f~!{z)dobimo tako, da iz danega izraza y = f(x)
izratunamo z = f~1(y) in nato zamenjamo spremenljivki @ in y:

_8:1:+4
=3

y

ylx —3) =3z +4

yr — 3y = 3z + 4

m3y+4w 1
=53 " ()
Dobimo:
obimo ) = S 4+ 4
T ox—3

b} Ponovimo postopek iz tocke a) - iz dane funkcije y = f(z) tzratunamo
o |
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12.

13.

POGLAVJE 4. FUNKCLIE

x

y = arctg (5) + 3

y — 3 = arctg (g—)

g“ =tg (y — 3)
z=2tg(y~3)= /")

Dobimeo:
) = 2tg (z — 3).

Izracunaj limito:
. bzt -3z +1
lim 5
oo 3T 43

Regitev: Limito kvocienta dveh polinomov resimo tako, da Stevec in
imenovalec ulomka delimo z najveéjo potenco spremenljivke z, ki nastopa
v danem izrazu. V naem primeru je to z%:

3
T 00 (m2+3)/:$2 e 14

Ko gre o proti oo, gredo vsi gleni oblike - (za n > 0), ki jih dobimo po
opravljenem deljenju, proti ni¢. Dobimo:

Izra¢unaj limito:

lim (Vz+2—+vz) Vo -2

£ 0O

Regitev: lzraz pod limito si predstavljamo kot ulomek, ki ga nato racio-
naliziramo tako, da ga zgoraj in spodaj pomnozimo z vsoto ustreznih
korenov:

€+2— ) Va2
fim (VE T2 - VB) - Vo= = i (P2 VL Ve




14.

~ m WVr+2-v2) vz -2 - (VT +2+ %)
w00 Vi + 2+ x

o (VEED - (VAR VE=D
E—00 Vao+ 2+
~ lLim (z+2-z) Vo -2
im0 T HF24+4T o0 r 4+ 24T

Seda] Stevec in imenovalec uwlomka delimo z najvetjo potenco spremen-

ljivke z, ki nastopa v izrazu, kar je v naSem primeru /2. Upostevamo Se

dejstvo, ki smo ga navedli pri prejdnji limiti, da gredo namre¢, ko gre z

proti oo, vsi Eleni oblike % (za n > 0) proti ni¢. S pomogjo tega dejstva
lahko limito izracunamo do konca:

2vz=2)/: V& 25

lim = lim

e (Ve +2+42) [ vE e fara g gE

i 2412 Y

Izratunaj limito:

_ 33:*%*1 e 5::?-(-1
.
eooo B¢ 4 5°

Resitev: Ce v limiti nastopa kvocient cksponentnih funkeij namesto kvo-
cienta polinomov, $tevec in imenovalec ulonika delimo z najvetjo osnovo
na najvedjo potenco, ki e nastopa v izrazu. V naSem primeru je najvecja
osnova 5, njena najvedja potenca v izrazu pa je x + 1, se pravi, da bomo
ulomek zgoraj in spodaj delili s 5%+

3::;+1 + 63:4-2 : 5w-§-l ﬁ;‘_"i ; %‘wﬂ 3zl +1
lim ( )/ ' = lim H = lim 7(‘5)—.3““"““1”
z—oo (3% 4 52)/ . pEtl =00 oy kg T 5 (5)"” T

Eksponentni funkeiji, ki nastopata v tako dobljenem izrazu, imata obe
osnovo manjio od 1 (osnova je namreé pri obeh enaka £). To pa poneni,
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15.

POGLAVJE 4. FUNKCLIE

da je njuna limita, ko gre @ proti oo, enaka nic.

lim (%)Ml_f_] _ . ot1 =5

Izratunaj limito:

Resitev: Pri racunanju dane limite bomo uporabili znano formulo:

lim (1 -+ E) = £,
L DO T

Najprej zdelimo polinoma v izrazu pod limito:

(z+3) @ (z4+2)=1+-4
—{z+2)
1

Kvocient je k(z] = 1, ostanck pa o{z) = 1. Ulomck v limiti lahko
zapiemo kot k(z) + 2.

o2’

: z4+3\*" 1\
linx = hm [ 1+ :
oo \ I 4+ 2 e T -2

Vpeljemo novo spremenljivko: y = z + 2 oziroma x = y ~ 2. Ko gre x
proti oc, gre tudi y proti oo. Dobimo:

T \* 1\V*
hm (1 - ) = lim (1 e »««) :
T—00 T+ 2 Yed O Y

Sedaj razdelimo eksponent y — 2 na dva dela, od katerih v enem nastopa
spremenljivka y, drugi del pa je samo Stevilski. Limita prvega faktorja v
dobljenem produktu je po na zafetku omenjeni formuli enaka Stevilu e,
limita drugega faktorja pa je 1 {saj gre %- proti nié, ko gre y proti oco):

1) ¥* 1Y 17
lim (1+—) = lim <1~+~—) —<1+—) =e¢- (1+0)?%=e
Yoo y y—oo y Y
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. Izraéunaj limito:

o osindz
im i
-3 m

Regitev: V tem primeru uporabimo naslednjo znano formulo:

. sing
lim = 1.
-0

Najprej pa ustrezno razsirimo ulomek v nadi limiti tako, da ga zgora) in
spodaj pomnoZzimo s 3:

. sindz ., sindz-3 . sindxz
lim = lim ——— = 3. lim =3 1=
x—{ T &0 3x a0 33{3

Izra¢unaj limito:
. Sinaz
lim — :
z—08in bx

Regitev: Spet uporabimo formulo iz prejsnje naloge:

Razsirimo ulomek v nagi limiti, tako da ga zgoraj in spodaj pomnoZimo z
az in bz ter ustrezno pregrupiramo produkte. To nam omogoca uporabo
zgoraj navedene formule:

. sinaz .. (sinaz)-aez-bz . sinax br ax
lim e == Ly e = lim . — . —
z-0 sinbr -0 (sinbz) az-br «=0 ax sinbr br

a .. sinar bx a a
= — lim =—.1:1=-.
b z=0 ar sinbz b b

18. Tzra¢unaj limito:

v+ T—4
Hm

50 \/-_-—3
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19.

POGLAVJE 4. FUNKCIJE

Resitev: Ce v izraz pod limito vstavimo z = 9, d{)blmo = kar je lahko
karkoli. Zato ulomek pod limito racionaliziramo ter sc zne blIIl() motecega
Clena z — 9. Nato lahko brez fczav izratunamo vrednost limite tako, da
vanjo vstavimo x = 9

i vz +7-4 i (Ve +7—4) (Vo +7+4) (Vz+3)

w8 /T 3 =9 (Vz=3)- (Ve +T+4) (V2 +3)

| (Vz+T7)*—4%) - (Vz +3) hﬁ}(ﬂ:%—?—lﬁ)-(ﬁ-&iﬁ)
79 (V)2 = 32) (Vo +T+4) +=9 (x-9)- (Vo +7-+4)
(x—9) (VT +3) ~ b VT 43 VO +3

= lim
=0 (2 —9) (VI +7+4) =8z +7+4 O+7+4
_34+3 6 m§
T 44+4 8 4

V tockah, kjer funkcija f(x) spremeni predpis, izracunaj levo in desno
limito, &c obstajata. Ali je funkcija f(z) v teh dveh tofkah zvezna?

Al N |
flz) = fg—“ 1<z <l
?+1 ; z>1

Resitev: Levo in desno lmito izradunamo priz =1 tor 2 = —1.
1. primer: =1

Desna limita;

. T 2 (12 _
i{%f(x)wll‘{fi(x +1)=(1°4+1) =2

Leva limita:

. fr+3 1+3
t /() =t (57 ) = 757 =2

Ker sta ti dve limiti enaki, jo funkeija f(z) pri o = 1 zvezna.
2. primer: r = -1

Desna hinita;

:/ ¢ 3 "-'1 3
lim f(z) = lim (I’“r- )m L
N, ~1 AN |
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o
C

Leva limita:

: TR 2 {132 —
Jim f@) = Jim (~2* +1) = —(=1)’ +1=0.

Vrednosti limit sta razliéni, zato funkcija f(z) pri £ = —1 ni zvezna.

Dolo¢i konstanto a tako, da bo funkcija f(zx) povsod zvezna.

gnZe . oz>0
f(a:)={ ey 07

a(—2?4+1) ; z<0

Reditev: f(x) je zvezna povsod, razen morda pri & = 0, kjer se spremeni
predpis. 'V tej tocki izradunamo levo in desno limito:
Leva limita:

lim f(z) = lima(—2® + 1) = a.

lim f(2) = lim a(~2"+1)

Desna limita:

. -
lim f(z) = lim (Sm 22) = lim (2 ~ E"Z I) —2.

2N\,0 N0 T 2N\0 x

- Da bo funkeija f(z) pri z = 0 zvezna, morata biti ti dve limiti cnaki. Iz

tega pogoja dobimo enacbo za konstanto a:

il;r{l)f(x) = lim f(z)

Q== 2.



Poglavje 5
-

Pravila odvajanja:

1. odvod vsote ali raglike dveh funkeij: (f(z) + g(2)) = f/(z) £ ¢'().
2. odvod funkeije, pomnozene s konstante A: (A« f{z)y = A- f/{z).

3. odvod produkta dveh funkeij: (flz) - g(a)) = fla) - glz) + flz) - §'(2).

’ / ot . N f ey L o o
4. odvod kvocienta dveh funkeij: ('/ ($)> _ g (7) - ; (z)- g (fl

. odvod scstavljene funkeije: (f(g(z)Y = f'{g(z})) - ¢'(z).

o

Tabela odvodov clementarnih funkeij:

57



58

(CY =0, C je konstanta.

() =n-z2" 1, neR.

(sinz) = cosx.

(cosz) = —sinz,
(tgz)' = C0;2 z
(ctgz) = msinlz z
(arcsinz) = ﬁ

1

ArcCos L) = — —pmm—
(arccos 7 = ~——t—s

POGLAVJE 5.

.xt.,fm ] <~
(arctg z) [

o t }f.......*_ 1 .
(arcctg z) 1122

(lnz) = 1

1

yn f —
(log, x) = FTia

(e*) = e”.
(a¥) = a*Ina.
(shz) = chw.

(chz) =sha.

1. Odvajaj polinom: p(z) = 62° — Tz — Tz* — 922 + dg + 4.

ODVOD

Regitev: Upostevamo pravilo za odvod funkeije, pomnoZene s skalarjem
ter pravilo za odvod vsote oziroma raglike funkeij. Posebej odvajamo

vaak &len polinema. Dobimo:

Pz)=6 52" —7-4a®— 732 - 9- 22" +4- 12" + 0

= 30z — 282 — 212% — 18x + 4.

2. Odvajaj polinom: p(x) = (z — 1)*(z + 2).

Resitev: Najprej odvajamo po pravilu za odvod produkta dveh funkeil:

P)=((z -1 (@+2)+@-1" (@+2)

Nato za odvod prvega €lena upostevamo pravilo o odvodu sestavljenc
funkcijc, kjer je zunanja funkeija tretja potenca, notranja funkcija pa
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polinom z — 1:

P@)=3-(z-12 (z-1) (z+2)+{z~1)°-1
=3 -(z-1)%1 - (z+2)+ (z - 1)°
=(z-12 @ (z+2+@—-1)= (-1 (dz+5).

3. Odvajaj funkeijo: f(z) = V2?2 — 1.
Regitev: Funkcijo f(z) najprej zapi§emo kot potenco in nato odvajamo

po pravilu za odvod sestavljene funkcije. Zunanja funkcija jc v tem
primeru potenca (oziroma koren), notranja pa polinom z* — 1:

flz) = vz —1=(2* - 1)%,

boi

zato je
1 1 y
f@) =56 =1 (@ =1 = 5@ - )7 = e
SRR p 2> — 32492
4. Odvajaj racionalno funkcijo: f{z) = T

Resitev: Za odvod racionalne funkcije uporabimo pravilo za odvod kvo-
cienta dveh funkeij:

() = (xf”—3x+2)’-(x2~+«1)w(x3w3:1:+2)-(:132+1)’

(22 + 1)2
(37 =3) (2P 4+ 1)~ (2° -3z +2) - 2
- (2 +1)?
3t —32% + 32 - 3—22° + 627 — dx
B (z? +1)2
'+ 62%—4x -3
(@12

1

5. Odvajaj racionalno funkcijo: f(z) = T
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POGLAVJE 5. ODVOD

Resitev: To nalogo lahko resimo na dva razli¢na naéina:

1. nadin: Po pravilu za odvod kvocienta dveh funkceij je:

play= @AY -1 @41 020 2w
(z2 + 1)2 (x? + 1)2 (% +1)2°

2. nac¢in: Lahko pa funkcijo f(x) zapisemo kot potenco namesto kot
ulomek in jo Sele nato odvajamo. V tem primeru uporabimo pravilo za
odvod sestavljene funkcije:

= (*+1)7,

f@) = o

zato je njen odvod

flay= (1) @@+ @ +1) = -2z (2*+1)7%

. Odvajaj funkeijo: f(z) = — cos(2z + 7).

Regitev: Uporabimo pravilo za odvod scstavljene funkcije. Zunanja funk-
cija je kosinus, notranja funkcija pa polinom 2z + 3

f(z) = —{—sin(2z + g)) 2z + g)’ = sin(2z + g) -2

= 2sin(2z + g«) = 2 cos(2z).

. Odvajaj funkeijo: f(z) = %sin(Q:r: - %)

Regitev: Uporabimo pravilo za odvod sestavljene funkeije, kjer je zunanja
funkcija sinus, notranja pa polinom 2z — Z:

1 o 1 . l
filz) = 5 cos(2x — 3;_) (22 — %)’ =3 cos(2z — g«) -2 = cos(2x — g).

8. Odvajaj funkcijo: f(z) = cos 2z - sin 3z.
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Resitev: Najprej upos$tevamo pravilo za odvod produkta dveh funkcij:
f(z) = (cos 2z)" - sin 3z + cos 2z - (sin 3z)'.
Vsakega od tako dobljenih dveh ¢lenov odvajamo po pravilu za odvod

sestavljene funkcije, kjer je zunanja funkcija sinus ali kosinus, notranja
funkcija pa ustrezen linearen polinom spremenljivke x:

fi(z)= ~sin2z-2 sin3z + cos2z - cos 3z - 3

= —28in 2z - sindz + 3cos 21 - cos 3.

Odvajaj funkcijo: f(z) = ﬁ%wg

Resitev: Uporabimo pravilo za odvod kvocienta:

(sinz) -z — (sinz) -2’ z-cosz—sinz-1 cosz sinz

fi(=) = = = ~

1

Odvajaj funkcijo: flz) =tgz — BT

Regitev: Drugl Elen dane funkcije zapiSemo malo drugade in Sele nato
odvajamo:

1
flx)=tgz — ez =tgr — ctgz,

zato je njen odvod enak

1 1 1 1
!
7Y mn ——— e e
fz) cosl x ( sin‘zx) 0082x+sin233
3 2 ne
Odvajaj funkcijo: f(z) = £L2E.

Regitey: Potrebovali bomo pravilo za odvod kvocienta dveh funkeij ter
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12.

13.

14.

POGLAVJE 5. ODVOD

pravilo za odvod sestavljene funkcije:

() (sin?z) - cosw — sin® z - (cosz)
B Rl
cos?x
(2sinz - cosz) - cosx — sinz - (—sin )
cos?x
2sinz-cos’z +sin®z  2sinz cos’x +sinz(l — cos® x)
cos? cos? z
2sinz-cos’x +sing —sing -cos’z  sinz. cos’z +sine
cos? cos?
sinz | .
= — - 8D T.
cos?

Odvajaj funkcijo: f(z) = z% . arcsinz.

Resitev: Funkeijo odvajamo kot produkt dveh funkeij.
1

V122

Flz) = (%) arcsinz + 2° - (arcsinz)’ = 2z - arcsinz + z* -

Odvajaj funkcijo: f(z) = arctgz — T
Resitev: Vsak ¢élen odvajamo poscbej:
fiz) = ! —f'(l"%"xg)”x'(l‘i"mz)f: 1 14227
14 x? (1 + ,x?)? . 14 22 (1 + z%)?
(42 -(1-2% 9252
B (14 z2)2 T (14222

Odvajaj funkcijo: f(z) = arccos(sin z}.

Reditev: Uporabimo pravilo za odvod scstavljenc funkcije. Zunanja funk-
cija je arkuskosinus, notranja pa sinus:

f’('r) _ 1 _ (siﬁ'z')’ _ cos T _ COS T
V1 —sin®x V1 —sin?z Veos?

COs3 T
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15. Odvajaj funkcijo: f(z) = arctg (%)

Resitev: Tudi to je sestavljena funkcija. Zunanja funkcija je arkus-
tangens, notranja pa ulomek £:
2

1 Ty 72 ‘ z?
N = ———— [ =) = Az = (=272
ra= e (5) 2w e = e
z? 1 1

.
16. Odvajaj funkcijo: f(z) = arctg (ﬁ)

Resitev: Odvajamo po pravilu za odvod sestavljenc funkcije. Zunanja
2
funkcija je arkustangens, notranja pa ulomek %««i—%ﬁ; (ki ga seveda odva-

jamo po pravilu za odvod kvocienta):

1 1— 22\
f’(:ﬁ)m 9 2'( 2)
1 (1%.’2) 1+
T2
+ &
B (1 +z7%)* (1-2%)Y - Q+29) -1 -2 -(1+2%
(L4224 (1 - 2?)2 (14 22)?
_(I+2%? —22(1+2%) —22(t — 2%)
T2 4 274 (1+22)2
2200 -2 4228 %
2(1 + 24) o lat

17. Odvajaj funkcijo: f(z) = z? - €%,

Resitev: Po pravilu za odvod produkta dobimo:

filz)= (2% e +a* (&) =22 " +2% & = 2z +2°) &~

18. Odvajaj funkcijo: flz) = et —5u+1
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19.

20.

21.

POGLAVJE 5. ODVOD

Regitev: To je sestavljena funkcija, kjer je zunanja funkceija eksponen-
tna, notranja pa polinom 3z* — b + 1. Odvajamo po pravilu za odvod
sestavljene funkcije:

_}U(T) — 63;r2-5;z;+1 i (3$2 — 51+ 1)! — @3:1:2—53:»%1 . (6$ . 5)

o2t
Odvajaj funkcijo: f{z) =z~ i

Resitev: Najprej odvajamo produkt:

'1:2 .’132 — 1

fiz)y=1" e ((,”“T’")

Nato za drugi ¢len uporabimo pravilo za odvod scstavljene funkeije, kjer

2% —1.
T

je zunanja funkeija cksponentna, notranja funkcija pa ulomek

. rr:zm . :r.zw 372"—}. !
j’(m)ml'a““f?_z-}-:z:'e:l:}'( )

N

2o e (1) z— (2 1)
el A e A £1<($ ) x ($ ) .T)

:2':2

_5““2_--_!._ =t -1 22'/‘2 ““3;2“?"1 we—1 332*‘}“1
=gz Sx.e = - - = ® - 1—?—:{;.

‘J2
. 1
iy m*.(1+x.+m).
£

Odvajaj funkeijo: f(z) = €* - cos’ z.

Regitev: Najprej odvajamo produkt funkeij, pri odvodu drugega Clena
pa. upoitevamo pravilo za odvod sestavljene fimkcije:
H

F(z) = (%) - cos*z + € - (cos® ) = €” - cos’z + €+ 2cosx - (cosT)
= @w

cos?x+ 2% cosz - (—sing) = ¢” - cosz - (cosT — QSimz:’).

Odvajaj funkeijo: f(z) = 3" -2,
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Resitev: Funkcija je sestavljena iz zunanje eksponentne funkcije 3% in
notranjega polinoma z? — 2z. Odvajamo:

Filz) =372 . In3. (22 — 2z) = 3" .1n3 . (22 — 2)
=2n3 (z—1) 3%

Odvajaj funkcijo: f(z) = sin (2%1).

Regitev: Funkcija jo scstavljena iz treh funkeij: f{x) = fi(f2(fs(z))).

kier fi(z) =sinz, fa(x) = 2% in f3 = 32 — 1. Ko upostevamo pravilo za

odvod sestavljene funkcije, dobimo naslednjo formulo za odvod f'(z):
f'(x) = filfa f(@))) - f3(fs(2)) - falz).

Po tem pravilu sedaj odvajajmo naso funkcijo:

f{z) = cos (QBﬁ:wl) ) (23:c-1 1n 2) 3=31n2. 2%, cos (233;“1) '

Odvajaj funkcijo: f(z) = In(—3z + 2).

Resitev: Spet odvajamo po pravilu za odvod sestavljene funkcije. Zuna-
nja funkcija je logaritem, notranja pa linearen polinom -3z + 2

1 -3
T — .._3 ’Qfm—u-——-m,
~32 + 2 (=32+2) —3z+2

fi(z)

[ v - .. . 1 o 3’;
Odvajaj iuﬁkcuo.. fz)=1In (m)

Resitev: Funkcija je sestavljena iz zunanjega logaritma in notranje racio-
nalne funkcije (ki jo odvajamo po pravilu za odvod kvocienta):

fiz) = S ;:ﬁ"*“l,-’1’;‘(3?2“1‘1)—:1:'-(3:2“%1)’
;3:2;:«1 r?+1 z (3;2 e 1)2
1292“%- 1 $2+1 '—23)2 _,,,3/2__1_‘1

T (22 +1)2  z(z?+1)
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27.
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POGLAVIE 5. ODVOD

. Odvajaj funkeijo: f(z) = In{sinz).

Reditev: 'To je sestavljena funkeija, kjer je zunanja funkcija logaritem,
notranja pa sinus. Ko jo odvajamo, dobimo:
1 1

o} . f
T} = {81 T} = e GOS8 = che .
j( ) sing ( ) SN T &

Odvajaj funkcijo f(x) = 11%

Regitev: Funkcijo odvajamo po pravilu za odvod kvocienta:

(Inz) -(1+z)—Inz - (1+z) (1+2)-Inz

flz) = (1 + 2)? T (Ita)

Odvajaj funkecijo f(z) = In(In(In(z))).

Resitev: Funkcija je scstavljena iz trch zaporednih logaritmov. Najprej
odvajamo zunanjega:

nato srednjega:
1 1

== . (In(z))
In(la{z})y In(x) ( H(T)_)
in nato ¢ zadnjcga, najbolj notranjega;
. 1 1
~ In(In(z)) In(z)

1
"

Odvajaj implicitno podano krivuljo y(z). Krivulja je podana z naslednjo
cnachbo:
3:2—§-3a?y—yz == 3 4+ 5

Hesitev: Obe strani cnacbe odvajamo po spremenljivki z, hkrati pa
upostevamo, da je y(z) funkecija spremenljivke 2. Clen 3xy odvajamo
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kot produkt dveh funkeij spremenljivke z: 3z - y(z). Clen y? odvajamo
po pravilu za sestavljeno funkcijo: ta &len je namreé lahko zapiSemo kot
(y(z))?, pri tem je zunanja funkcija kvadratna potenca, notranja funkcija
pa y{z). Po odvajanju dobimo:

20+ ((B3z) y+3z-y)—2y-y' =3
2z + 3y + 3ay — 2yy’ =3
1z dobljene enaébe lahko izracunamo iskani odvod y':
v {3z —2y)=3—2z— 3y

,  3—2z—3y
’ym

3r — 2y

Odvajaj implicitno krivuljo y(z), ki je podana z naslednjo enacbo:
arctg (g) = }h‘l(mz +7%).
T 2
Izradunaj vrednost odvoda dane krivulje v to¢ki T(2,1).

Resitev: Kot pri prej$nji nalogi odvajamo obe strani enatbe po spremen-
ljivki z in pri tem upodtevamo, da y ni neodvisna spremenljivka, temved
funkcija spremenljivke z. Dobimo:

1 (y)! 1 1 2 9\ s
(Y2l (22 43
2 \g 2 2492 (@
1+ (%)
»_yeoy ! (2z + 2yy')

ye-y z+yy
22 4+y? 2+

Iz tako dobljene enaébe lahko sedaj izratunamo iskani odvod y":
Yz —y=z+yy

Y-y =a+y
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30.

31

POGLAVJE 5. ODVOD

T4y
T =Y

y =

Da bi dobili iskano vrednost odvoda v togki T(2, 1), sedaj le Se vstavimo
za, = vrednost 2 ter za y vrednost 1 v dobljeno formulo:

2+1

Poigi drugi odvod funkcije: f(z) = arctg (%—)

Resitev: Da dobimo drugi odvod, funkeijo f(z) odvajamo dvakrat zapo-
redoma. Prvi odvod:

f*‘(m)mmi—)ﬁ--(}»);m 2y = ()

1+ (

T2+l 22 224l
Ta rezultat nato §c enkrat odvajamo:

V. (g?2+1)—1- (2" +1)  0-—-2z 2

@) = - (22 + 1)2 T (z2+ 1) T (2 1)

Poiséi n-ti odvod funkeije: f(z) = FLWI

Regitev: Pred odvajanjem funkeijo razcepimo na parcialna ulomka. Na-
stavek za razcep je naslednji

1 1 A B

f(x)mxg__}*: (:z:+1)(:1;wi)m:z'~é~1+:€**1

A in B sta konstanti, ki ju bomo izracunali iz enatbe, sestavliene 1z
zadnjih dveh izrazov nastavka:

1 A B
z+Dz-1) 2z+1 z-1
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To enagbo sedaj pomno#imo z (z + 1)(z — 1), da se znebimo ulomkov:

1 A B _

1=A(z—1)+ Bz +1)

l=Az—A+Bzx+ B

Na obeh straneh cnazbe smo dobili linearen polinom v spremenljivki 2.
Polinonia sta enaka natanko tedaj, ko imata cnake istolezne koeficiente

(to je koeficiente pri cnakih potencah spremenljivke z). Zato lahko s
primerjavo koeficientov dolo¢imo konstanti A in B:

kocficient priz! : 0=A+ B
kocficient pri 2 : 1=-A+B

Dobili simo sistem dveh lin_ca.}:nih cnach za dve neznanki A in B:
0=A+B,1=—-A+8

Resimo sistem in dobimo: A == —% ter B = 1. Resitev vstavimo nazaj v

nastavek in zaéetno funkeijo zapiScmo takole:

1 1
—3 5 1 1 1
Yo — 2 2 2 -
fz) $+1w§:}:—1 Q(x—l x+1>

n-ti odvod te funkcije poistemo tako, da jo postopoma nekajkrat od-
vajamo. Nato iz zaporednih odvodov izpeljemo splosno formulo za n-ti
odvod (ki pa bi jo morall §¢ dokazati s pomocjo popolne indukcije):



70 POGLAVJE 5. ODVOD

F@) =5 (1) @17 (-1) (24 1)2)
F@) =5 (D) @ -1 = (-)(=2) - (w + 1))
_ % (1) 2z~ 1) = (=1)2 . 2 (2 + 1))
7@ = 5 (D2 3) - (2 )™ = (~1)(=2(=3) - (o + 1))
_ % (~1)* 3 (@ = 1)~ = (=1)° - 81 (z + 1))
F9@) = 2 (D30 -1

—(=1)(=2)(=3)(—4) - (= + 1)"°)

= % (=14 =17 = (-1)* 4 (2 + 1))

Iz dobljenih odvodov sklepamo, da je iskani n-ti odvod funkeije flz)
cnak:
: 1 ' |
Jc(n)(x) = 5 ((—1)n cnl - {x — 1)~»(u+1) —(=D)"-nl (z+ 1)—(%—;—1})
1
2

(=DMl (o= )70 — (g )

Za popolno matematiéno pravilnost bi morali to formulo se-dokazati s
pomocjo popolne indukeije, vendar s¢ bomo mi zadovoljili z dobljenim
rezultatom.

32. Dolo¢i intervale, kjer je funkeija f(z) naraitajoda, ter intervale, kjer je
padajofa. Funkcija f(z) je dana s predpisom:

f(z) =22 + 32 — 122 + 7.

Regitev: Funkeija f(z) naraéa na intervalih, kjer jo njen prvi odvod vedji
od ni¢ in pada na intervalih, kjer je ta odvod manjsi od ni¢. Izradunajmo
njen odvod:

fi{z) = 62° + 62 — 12
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Nastavimo neenacbo za intervale padanja:
622+ 62— 12 < 0

6(z* +z—2) < 0

6z — Dz+2) <0

Na levi strani neenatbe imamo kvadratno parabolo, ki je obrnjcna nav-
zgor (ker je koeficient pri kvadratnem €lenu pozitiven) in ima niéli v
totkahh z; = —2 in 2, = 1. Parabola je med ni¢lama negativna, na
obmoéju levo od zy ter desno od zy pa pozitivna. Iz tega lahko ta-
koj dolotimo intervale padanja in narastanja funkcije f(z): funkcija
pada tam, kjer je parabola negativna, se pravi za z € [~2,1], naraséa
pa tam, kjer parabola zavzame pozitivne vrednosti, se pravi za z €
(o0, —2] U1, 00).

33. Poisci stacionarnc tocke funkcije f{(x), ki je dana s predpisom:
flz)=(x* -6z +9) €*

ter jih karakteriziraj.

Resitev: Stacionarne totke so totke, v katerih je prvi odvod funkeije enak
ni¢. Izraéunajmo odvod:

fl(z) =022 —6) e+ (2 =6z +9) e = (22 — 4z + 3) - e~

Nastavimo enatbo za stacionarne totke, kar storimo tako, da dobljeni
odvod funkcije f(z) izenagimo z nié:

(2 —4dz+3) =0

(z—1)(x-3) =0

Refitvi te enacbe sta xp = 1 in x5 = 3. Izra¢unajmo 8e vrednosti funkcije
pri dobljenih vrednostih spremenljivke x in s tem popolnoma dolo¢imo
stacionarni tocki:

T}_(CE}_, f(xi)) = Ti(la f(l)) = Ti(la (l — 6+ 9) ) l’:‘) = Tl(}}d@)

To(zs, f(z2)) = Ta(3, f(3)) = T2(3, (9 ~ 18 + 9) - ¢) = Ta(3,0)
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34.

POGLAVJE 5. ODVOD

Naloga zahteva, da ti dve to¢ki $e karakteriziramo, kar pomeni, da mo-
ramo ugotoviti, ali v posamezni tocki nastopa ckstrem ali prevoj. To
storimo tako, da preverimo vrednost drugega odvoda funkeije f(z) v
vsaki posamezni tocki: e je drugi odvod v stacionarni tocki pozitiven,
je tam muinimum. Ce je drugi odvod negativen, je tam maksimum., Ce pa
je drugi odvod enak ni¢, je to prevojna tocka. Izra¢unajmo drugi odvod
nase funkcije f(z):
ff@)=02z—4) -+ (2 —dor+3) = ("~ 20—1) ¢

Preverimo vrednost drugega odvoda v vsaki od izratunanih stacionarnih
tock. Ker je: |

) =f"1)=(0-2~1) ¢ = -2 < 0,
je v tocki T1(1, 4e) doseZen ekstrem in sicer maksimum. In ker je:
Fllas) = f'(3)=(9-6~1)-e" =2¢ > 0,

je tudi v tocki T5(3,0) doscZen ckstrem, ki pa je tokrat minimum.

Dolo¢i vrednostl konstant a in b tako, da bo funkcija

sin®

fla) =

a— beosa

3 ey & 1o x 1
dosegla ckstrem v tocki A(%, 7).

Regitev: Veljati morata dva pogoja:

a) totka A mora lezati na grafu funkcije f(x), se pravi, da mora biti

b) da bo v totki A dosezen ekstrem, mora biti v njej prvi odvod funkeije
f(x) enak nié:



Izratunajmo prvi odvod funkeije f(x):

2sinz cosz(a — beosz) — sin® z(—b(—sinz))
(a — bcos z)?

Fz) =

2asinzcost — 2bsinzcos?z — bsin®

(a — beosz)?
_ sinz(2acosz — 2bcos’ x — bsin? z)
B (a — beosz)? '

Nastavimo prvo cnacbo (iz pogoja a):

4(2a —b) 4
2a—b=6

Drugo enacbo dobimo iz pogoja b:
-
fllz)=0
5)
Sl B LA 20 halnl ®
sinZ(2acos § — 2bcos® § — bsin™ %)
. T2
(a —bcos 5)

4 —5b=0

Dobili smo sistem dveh linearnih enaéb za dve neznanki, o in .

20 —b=106,4a —5b=0

73



74

35.

POGLAVJE 5. ODVOD

Iz prve enacbe izrazimo & = 2a — 6 in ga vstavimo v drugo enacbo:
da — 5(2a — 6) = 0

Gt - 30 = 0
a—>5
b=20—-6=10—-6 =4

Za nastop stacionarne tocke morata torcj vrednosti konstant biti ¢ = 5
in b= 4. Ali je v tej stacionarni tocki res ekstrem, pa preverimo tako, da
izratunamo drugi odvod funkeije f(z) za izraéunani vrednosti konstant.
Prvi odvod poznamo Zc od prej - vanj sedaj vstavimo a = 5 in b = 4:

sin z(2a cos & — 2bcos® z — bsin® x)
(a —bcosz)?

f'(z) =

sinz(10cosz — 8cos? x — 4sin” z)
(5 —4cosz)?

Ko ta odvod 8e enkrat odvajamo in rezultat poradunamo, dobimo:

10cos2z — 8cos® +4 cosrsin? z — 10sin° z

1
fie) = (5 —4dcosz)?
8sin®2(10cosz — 8cos?z — 4sin’z
(5 — 4 cosz)? '

Vstavimo z = I

5 in dobimo:

Ex
9 <o,

fil@) =9(1 -

kar pomeni, da je v totki A(%, %) res doseZen ekstrem funkeije f(z) in
sicer je ta ckstrem maksmmum.

Pois¢i definicijsko obmogje, nile, ekstreme in prevoje funkeije
: x
fl@)=z In (M)
2

in nariéi njen graf.
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Resitev: Definicijsko obmo&je: definiran mora biti logaritem, se pravi,
da mora biti njegov argument strogo vedji od nic.

g—>0 = Dy = (0, 00).

Nicle: nastavimo enacbo za nicle, tako da f{z) izena¢imo z nié,
fla)=0

x'ln(g):{}

Ta enatba se razcepi na dve cnatbi: iz prvega faktorja dobimo z; = 0.
Iz drugega faktorja pa dobimo cnacbo:

In (g) =0

£
5 =1
332:2

Resitev z; ni v definicijskem obmo&ju Dy, vendar velja, da je desna limita
lim,np f(z) = 0. O temn se prepri¢amo tako, da to limito izracunamo s
pomodjo L'Hopitalovega pravila:

z LAY 2.1
lim z-In (%) = lim ln(z) = lim M = lim £ 2

FANE AN o™~ (fﬁ_l)’ e\O —x 2
kS
= lim — = lim (~z) = 0.

2N0 = @N\D

Ekstremi in prevoji: z nastavkom enaébe f'(x) = 0 izra¢unamo stacio-
narne tocke.

w=1m(S)4e 2 =m(5) 41
Flz)y=1 11}(2 tao— g In 5) L

Enacba za stacionarne tocke:
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T _

2“8
2

T = -
e

Izracunajmo 3e vrednost funkeije pri tem z-w

2, 2 1 2 2 1 2
o :»»»»1 —_ o — :m} —_ LI o——
j(e) e n(2 (3) e n(e) e

2 2)

Stacionarna totka jc torej samo ena: T'(2, —2).
7a karakterizacijo te stacionarne totke potrebujemo vrednost drugega

lvoda:
odvoda 5 }“_1

fe)=23"%
2

e
r#f
fi=)==->0
C)=%
Ker jo vrednost drugega odvoda v stacionarni tocki vegja od nig, je v tej
tocki ckstrem in sicer minimum.

Sedaj lahko ob upoStevanju vsega, kar smo naragunali, nariScmo graf
funkcije f(z):
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36. Poisei definicijsko obmoéje, nicle, ekstreme in prevoje funkeije
flz)=a° ¢
in narisi njen graf.

Regitev: Definicijsko obmod¢je: funkeija je definirana za vsak 7 € R, zato
njeno definicijsko obmoéje Dy zajema vsa realna Stevila:

Dy=R
Niéle:
fl@)=0
e =0

Edina resitev te enacbe je z1 = 0.

Ekstremi in prevoji: funkcijo f(z) odvajamo in iz cnatbe f'(z) = 0
izradunamo stacionarne totke. Odvod funkeije f(z):

fl2) =3z e~ 2" 7"
Enaéba za stacionarnc tocke:
fle)=0
(32 —2%) . e =0
?(3—-2)- =0
Resitvi te enatbe sta z; = 0 in 2o = 3. Stacionarni tocki sta torej dve:
Tz($1, f(@l)) = Tl(O, f(O)) =T (0, 0)

TQ(J:?: f(fo)) = T?‘(S? f('?’)) = T2(3: 276“3)
Dolo¢iti je treba tip teh dveh tock. V ta namen uporabimo drugi odvod:

Fi(z)= (6 —32%) e — (322 —1%) . e = (ba — 6" +2°) ¢™"

Ker je f7(0) = 0, je v totki T1(0, 0) prevoj. In ker je f”(3) = (18 — 54 +
27} e™? = —9. e < 0, je v totki T»(3,27e?) dosezen maksimum.

Da bomo la7je narisali graf, preverimo Se obnasanje funkcije f(x) v foo:

lim f(z)=10, Im f{z)= —oco.
Lt — X0

Er 0

Sedaj le e nariSemo graf funkeije f{z):
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Y

1)

0.5
1 2 3 g *

-0.5

w1k

37. Doloéi tocki, v katerih funkeija

1)
e =5

fle) = z+3

doseze najvedjo in najmanjso vrednost na intervalu I = [—2,3].

Resitev: Poistimo ckstreme te tunkcije.

2wz +3)—(x*—5) a'+6z+5  (r+1){z+5)

+f
T = = ,
fz) (z+3)? (z -+ 3)? (z+ 3)?
Enacba f'(z) = 0 oziroma (z + 1){(z + 5) = 0 ima dve reditvi: z; = —1
in zg = —5, od katcrih pa 2 ne lezi na danem intervalu I in nas torej ne

zanima. Preostane nam le stacionarna tocka pri zq, za katero moramo
dolociti, all v njej sploh nastopa ekstrem. Izratunajmo drugl odvod
funkcije f(x) in njegovo vrednost pri 2;:
2 2 5 g |4 Lo
(a) = (22 + 6){(x -+ 3)" ~ (z? + 62+ 5) - 2(x + 3)
(z + 3)4




79

~24+6)(—1 43~ (1—-6+5)-2(-1+3
fh‘(ccl) _— fﬁ(w-i) - ( )( ) ( 7 ) ( ) = 1
(-1+3)
Ker je vrednost drugega odvoda vetja od nig, je v tocki Ta{zy, flzy)) =
T} (—1, —2) minimum oziroma najmanjsa vrednost na intervalu 7. Ker na
intervalu I ni nobenc druge stacionarne totke razen 73{—1, —2), funkcija

BE

Vrednost v desnem krajiscu dancga intervala, f(3), je vetja od vrednosti,
ki jo funkcija doscic v levem krajiséu danega intervala, f(—2). Zato je
najvedja vrednost na intervalu I doscZena v totki To(3, 2).

38. Doloti konstanti ¢ in b tako, da bo funkcija f{z) zvezna in zvezno odve-
dljiva za vsako rcalno Stevilo z. Funkeija f(z) je dana s predpisom:

H fay= [ w1 w0
a ax+b ; x>0

Resitev: Funkcija f(z) je zvezna in zvezno odvedljiva za vsak realen z,
razen za = = O, ki je edina problemati¢éna toc¢ka. Najprej bomo preverili
zveznost funkeije v tej tocki. Funkcija f(x) je zvezna pri @ = 0, ée njena
leva in desna limita tam zavzameta enako vrednost:

lim f(z) = lim f(z)

w0 z™0
lim(z® + 2z — 1) = Yim(az + b)
w0 E2ANA)
-1 =54
Funkcija f(z) je torej zvezna pri z = 0 za vrednost b = —1.

Preverimo Se zvezno odvedljivost: to pomeni, da mora biti pri z = 0
zvezen tudi odvod f(xz). Izradunajmo ta odvod:

2r+2 ; <40
a ; x>0

e =1
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Odvod f'(x) je zvezen v neki totki, fe sta tam njegova leva in desna
limita enaki. Izenacimo desno in levo limito odvoda f(z) pri 2 = 0;

lim f'(2) = lim f'(z)

x, 0 a0

lim(2z + 2) = lima

/0 @N0
2=q

Odvod je zvezen za vrednost a = 2.

Funkcija f(z) je torej zvezna in zvezno odvedljiva za vsako realno stevilo
x, ¢¢ konstantl zavzamecta vrednostia =2 in b= —1.

39.) Zapisl enalbi tangente in normale na krivuljo

fz) = 2%(2 — z)?

v tocki T'(3, y).

Resitev: Najprej dolotimo manjkajoco koordinato tocke 7°(3, y):
y=f(3)=3(2-3%=9 = T(3,9).
Smerni kocficient tangente &; je vrednost odveda f/(z) v dani tocki:
fley=2e- 2-a) +2* 2. 2—2)- (-1) =
=2z-(2—-2)-(2-22) =
=4z (2—2z) (1~ 2x).
kh=f(3)=12-(2-3)- (1-3)=24

isatl af mi T « = 24, ki
Zapisatl moramo cnacbo premice s smernim koeficientom & 24, k
gre skozi tocko T'(3,9). Uporabimo splodno enatbo premice skozi tocko
T(xy,yo) s smernim koeficientom k:

Y — Yo =~ L(:z: - 1130)

V nadcm primeru:
y—9=24{z — 3)

y=24x —T72+9
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Enacba tangente je torej:
y = 24x — 63.

Normala poteka skozl isto totko T'(3,9) kot tangenta, ker pa je pravoko-
tna na tangento, jc njen smerni koeficient obratna in nasprotna vrednost
smernega koeficienta tangente:

1 1

by = = e =
k, 24

Z uporabo cnakega nastavka kot poprej (za enagbo premice skozi tocko
T in s smernim kocficientom k) sedaj dobimo:

1
y—9= —ﬂ(x ~3)
1 3
Enaéba normale je:
1 219
Y = —ﬁﬁ? -+ —é—éf

Zapisi cnaébi tangente in normale na krivuljo f{z) = In(sinz) v tocki
T(3,y)-
2 3

Reditev: Kot pri prejénji nalogi najprej dolot¢imo manjkajoco koordinato
tocke T(3, y):

Yy = f(g) = In(sin g») =1Inl=0.

Totka T je torej T'(%,0). Izratunajmo smerni koeficient tangente:
1

f;(ﬁb) = sna cosT = Ctgx

i T
k,f,g- P }L(g) = Ct-g§ = (]

Kot pri prejénii nalogi lahko nastavimo formulo premice s smernim koe-
ficientom k;, ki poteka skozi totko T+

Y — yo = ki(x — z0)
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POGLAVJE 5. ODVOD

Lo
—0 =0z~ -
y (a 2)

Emacba tangente je torej y = 0, kar je os z.

Ker je smerni kocficient tangente enak ni¢, smerncga kocficienta nonnale

k, = “?EZ ne moremo kar tako izracunati, saj bi prislo do deljenja z nic.

Vemo pa, da je tangenta vodoravna premica. Ker je normala prewmica,

ki je pravokotna na tangento (ki je vodoravna premica), bo normala

navpitna premica, ki gre skozi tocko T(%,0). Taka premica ima cnacbo
w

Zapisi cnalbi tangente in normale na implicitne podano krivuljo y(z) v
tocki 7'(2,1). Krivulja je podana z naslednjo enaébo:

z
Iny+—=2.

1.

Resitev: Za smerni koeficient tangente potrebujemo odvod krivulje i/ (),
ki ga izracunamo tako, da obc strani enacbe implicitno odvajamo:
H
}_ ' lL-y—z-y

Y Y

yy+y—z-y =0

(y—z) v = —y
g =Y
T —y

Smoerni koeficient tangente:

1
k; myf(zaz) e 51 =1

Tangenta je premica s smernim kocficientom k; = 1, ki poteka skozi tocko
T{2,1):
Y Yo = ]\’?ﬁ(-’ﬁ - 3?0)

y—1=1-{z—2)

Njena enacba sc torej glasi:

y=x—1
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Izracunajmo smerni koeficient normale:

1

—_— e ]
ky

kn -
Sedaj lahko brez tezav izratunamo enacho normale:

ymyoﬁkn(xwxﬂ)
y—1le=—1:(w-—2)

Enacba normale je torej:
iy = —x -+ 3.

Doloéi kot, pod katerim se sekata funkeiji f(z) in g(x) v izhodiséu. Funk-
ciji sta dani z naslednjima predpisomas

flz)=1° g(z) =z

Resitev: Kot med funkcijama f{z) in g(z) jc cnak kotu med tangen-
tama teh dveh funkcij v tocki 7°(0,0). Da bi ta kot lahko izracunali,
potrebujemo smerna koeficienta obeh tangent. V ta namen obe funkeiji
odvajamo:

fz) =32°, ¢(z) = 1.

Izradunamo smerna kocficienta obeh tangent v tocki T(0, 0):
ke, = f(0) =0k, =g (0) =1

Kot ¢ med premicama (in torej tudi med funkcijama f(z) in g(z)) s
smernima koeficientoma k, in &y, izra¢unamo po naslednji znani formuli
za kot med dvema premicama:

by, — ki,
T+ ky, - K,

tgéz{

V formulo vstavimo izra¢unana smerna kocficienta in dobimo:

1-0
1+1-0

i

tg§ =

Ker je tg ¢ = 1, sledi, da je kot med krivaljama cnak ¢ = = 45°.
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43. Pois¢i tiste tocke na grafu funkcije f(x), ki so najblizje tocki A(1,3).

Funkcija f(z) je dana s predpisom:

flz)y=a*~22+3

Regitev. 18¢emo tocke, kjer funkcija, ki opisuje razdaljo med tocko A(1, 3)
in splosno to¢ko na grafu funkcije f(z), doseZe minimum. Da bi zapisali
funkcijo razdalje, se najprej spomnimo, kako izratunamo razdaljo med
dvema splosnima toCkama T’ (1, y1) ter To{ze, y2):

ATy, Ta) = V(g2 — 31)? + (32 — 71)2.

Zapigimo sedaj splosno tocko na grafu funkeije f(z) - taka totka bo
oblike:

T(z, f(z)) = Tz, 2* — 2z + 3).

Razdaljo med dano tocko A in to¢ko T na grafu funkcije f{z) zapisemo
kot:

d(z) = (22 =22 +3-3)2 + (2 — 1)2 = V2 — 42 + 52?2 — 2z + 1.

I5¢emo torej minimimum funkeije d(x). Funkcijo najprej odvajamo:

d{(z) = 1 (@' ~42’+52° -2z 4+1) 1 42’ —122° + 10z -2
| 2 \/$4W4$3+5$2W2$+} 2 \/$4_4$3+5x2_23:+1

Iz enacbe d'(x) = 0 dolo€imo stacionarnc tocke:
d'(z)=0
I 42— 12074+ 10z -2
2 Val—daxd3 4522 — 22+ 1
42 — 122" + 10z - 2= 0
Poiskati bo treba ni¢le tako dobljenega kubiénega polinoma. To storimo
tako, da eno ni¢lo uganemo, ostale pa potem poisfemo z razcepom poli-

noma 8 pomocjo Hornerjevega algoritma. Uganemo: ena izmed nicel je
zy = 1. Zanjo sedaj na nasem polinomu uporabimo Hornerjev algoritem:

2 6 5 -1

+ + +

2 -4 ]

.’15'1‘31 2 -4 1 0




V spodnji vrsti smo dobili keeficiente polinoma-kvocienta, ki ga dobimo
pri deljenju zaéetnega kubiénega polinoma z linearnim polinomom z —
1 = x — 1. ZapiSemo lahko naslednji razcep:

A7 — 1222 + 102 —2=2-(z—1)- (22° ~ 4z +1) =0

S pomoéjo formule za nigli kvadratne enatbe poidtemo $e nicli kvadra-
tnega polinoma:

4+ VI6-4.2.1

L23 = 4
44 /8

L2,3 = 1
4422
L2,3 = i
24 /2

Loy = 5

Dobimo tri stacionarne totke funkcije d(z):

Ty(zy, fz) = Ta(L, £(1)) = Ta(1,2)

2+\/§,f

: 2+2\/§))wT2(2+\/§

2

T Sm) = B2 )~ 1 - v

Zdaj je potrebno le g ugotoviti, v kateri od teh treh tock funkeija d{x)
doscze minimum. V ta namen izraéunamo drugi odvod funkcije d(z):

Ty, f(z2)) = T ( A +V2)

#(z) = 1 ((43:3 —122% + 10z — 2)’ cVrt — 4z 452 — 2 + 1
2 (Vzt — 423 + ba? — 2z + 1)*
(42° — 122% + 10z - 2) - (Va? — 42% + 5% — 2z + 1)’)
(vVz% — 423 + bx? — 2z + 1)
| ((}2:1;2 — 24z +10) - Vol — 423 + 5a? — 22 + 1

1
2 7t e 43 + 542 — 22041

(/1?3 _ 12:52 +10z — 2) - 1 423 124241052 )

3 Val w43 4 5p2—2x41
gt~ 4xd + 522 — 2z + 1
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Izratunajmo sedaj vrednosti drugega odvoda funkeije d{z} v vsaki od
treh stacionarnih tock. Pri zy = 1 je:

1’(uz—m+wm.¢zﬂ4+5—2+1_0>m y

(1) = > _ 2
D=3 1—415-2+1 5 <0

kar pomeni, da je v tocki T3(1,2) dosczen lokalni maksimum funkcije
d(z), kar nas ne zanima. Kaj se zgodi pri 2y = ““WN ter Ty = 2= f? Po
daljSem racunu dobimo, da je

2+ 2
2

2~ /2
2
kar pomeni, da sta v tockah TQ(%@, 44++/2) in Ty( 2—_-2—‘-’3, 4—+/2) dosciena

minimuma funkcije d(z).

dﬂ( ) 0
ter tudi

dH(

) > 0,

Tocki na grafu funkcije f(z), ki sta najmanj oddaljeni od tocke A(1, 3),
sta tore) To(252, 4 + v/2) in Tx(222, 4 — V/2).

Kateri izmed pravokotnikov z danim obsegom 20 ima najveéjo plo§éine?

Reditev: Stranici pravokotnika oznalimo z ¢ in b in plo§éino zapiSemo
kot njuno funkcijo:
S{a,b)=a-b.

[8¢emo ckstrem (maksimum) te funkecije. To je funkcija dveh spremen-
ljivk, a in b, zato sc bo treba pred postopkom za dolotanje ekstrema ene
spremenljivke znebiti. Tega sc lotimo tako, da zapisemo dano koli¢ino
(v tem primeru obseg) s spremenljivkama ¢ in b:

2a -+ 2b = 20
a-+b—=10
b=10 —a

Dobili smo zvezo med stranicama pravokotnika a in b. S tako dobljeno
zvezo lahko seda] nadomestimo spremenljivke b v formuli za plogéino
S(a,b), ki bo tako postala funkcija ene same spremenljivke a:

S(a) =a (10 —a) = 104 — a*.
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Da bi nasli ekstrem te funkcije, jo odvajamo in dobljeni odvod izenacimo
Z nic:
S'(a) =10 — 2a.
10 —-2a =0
a=29
b=10—a=10-5=25

Ekstrem je dosczen pri a = 5, b = 5. Iskani pravokotnik je kvadrat,

45. V polkrog s polmerom R vértamo pravokotni trikotnik tako, da njegova
hipotenuza lezi na premeru polkroga. Izracunaj kateti tistega takega
trikotnika, ki ima najve¢jo plos¢ino.

Regitev: Skicirajmo si opisano situacijo:

2R

Plogtino trikotnika zapisemo kot funkcijo neznanih katet a in b

S(a,b) = 959

Poiskali bomo maksimum te funkciie, zato se najprej znebimo ene spre-
menljivke s pomotjo Pitagorovega izreka za trikotnik:

o+ = (2R)?
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b= VAR? — g2

Ker je b dolzina ene od trikotnikovih stranic in kot dolzinska mera lahko
ze po naravi zavzame le pozitivno vrednost, nam pri korenjenju ni treba
paziti na predznak, temved vzamemo le pozitivni koren. Poleg tega lahko
vidimo iz skice, da stranici ¢ in & lahko zavzameta lo vrednosti na inter-
valu (0, 2a), torej pozitivni vrednosti. Ploggino S lahko sedaj zapisemo
kot funkeijo ene same spremenljivke a:

S(a)zg—VflRizma? (4]? — a?)3.

N
NEE}

Plos¢ino odvajamo po spremenljivki a:

S'(a) == (4R? — a®)7 4 = - (4R — a%)"% - (—2a)

DI =

Bl

S (AR — 07 — —  (4R? - o)1,

{\.DHL\DI!——‘
DN
to| 2, e

ZapiSemo cnacbo za stacionarne tocke:
S a) =

1 L @ ;
5 (4R —ai - T (4R —a?)F =0

Enacbo pomnozimo z 24/4R? — a2 in dobimo

AR? — > — g% = ()

4R — 2% =0
2R — 4?2 =0
(V2R — a)(V2R +a) =
Iz tcga dobimo dve refitvii ay = 2R in as = —V2R. Ker igtemo

dolZino stranice trikotnika, bo za nas prisla v postev le pozitivna reditev
ay. lzra¢unamo $c¢ dolzino druge katete b:

b= /AR? — (VIR): = VAR — 0RE = VIRE = V3R,

Najve€jo ploS€ino ima torej enakokraki pravokotni trikotnik s katetama

dolzine a = b = v2R.
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46. V kroglo s polmerom R vértamo valj. Dolo¢i tak valj, ki ima najvecjo
prostornino.

Regitev: Skicirajmo si navpiéni centralni prerez krogle in valja.

\

Polmer valja oznadimo z r, njegovo visino pa z 2v. Iz skice vidimo, da
neznanki r in v zavzameta vrednosti na intervalu (0, R), kar pomeni, da
bosta pozitivni. Izratunajmo prostornino valja:

Virw) =777 2v.

Da bi se regili ene izmed spremenljivk 7 in v, zapiSemo geometrijsko zvezo
med r, R in »:

r? 4 v? = R?
Tzrazimo 72 = R —v? in to upoStevamo v izrazu za prostornino, ki tako
postane funkcija le Se ene same spremenljivke v:

Vi)=7-(R?—v") - 2vu= 21 R?v — 2m0°.
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Prostornino odvajamo po spremenljivki v:
V'(v) = 2w R* — 6m0?,
Odvod izenadimo z nié:
2mR* — 6mv? = ()

R?— 302 =0
o R2

v

f

P om 1/ »m«R

Ker je v polovi¢na visina valja in torej doiéilzska mera ali pa zaradi ome-
jitve vrednosti neznanke v (glej zaetek naloge) , pride v postev le pozi-
tivna reSitev v = ‘/wR IzraCunamo 8¢ polmer valja:

x/_ 2,
r? =R —v? = —(---« R)* = ZR?
3
Spet vzamemo pozitivno reditev to enacbe, saj je r polmer valja in kot
tak dolZinska mera, ki je vedno pozitivna:

2 V6
R = m_}?
3 3
Valj z najveljo prostornino ima torej polmer r = ‘3—~/ER in visino 2v =

25{33
3 .



Poglavje 6

Nedoloéeni integral
Pravila intcgriranja:

1. integral vsote ali raglike dveh funkeij:

[+ g@)as= [ 1)z [aw ar

2. integral funkcije, pomnoZene s konstanto A:

f(/\f(z)) dz = )\/f(;r;) dz.

3. uvedba nove spremenljivke z = g(t):

/f(m) dz = /f(g(t)) L g'(2) dt.

4. integriranje per partes (po delih):

/u(:r:) - dolz) = ulz) - viz) — ju(m) - dufz).

Tabela integralov elementarnih funkcij:

91
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: 1 |
/:1:” ds = —— 4+ C,n# ~1. /93«“1 de=1Inlz|+ C.
n+1 ‘
4 £ Al kil CL:K
/e"'dxwe"+c. /a dz = + .
Ina
/sinmdx:wcos:z:+0. fcos;cda:msin:r:+0.
/ldg:“r:r-k(? f]'d tex+C
- g o= tg . . z = —ctg :
COS? T g sin® z e
/chx do = shx + C. fshn: dz = ch + Cz.
" - x
1 d — 1‘ ) t :I,' C \ :/ )‘/ ‘ 7 N
a? + 12 r=gMCE a + _Wd::, = f"mt{ Yoo
145 A |
1 1 Tz —a
———dz = - ¢
/:122——0,2 Ja z4+a

oz
x = arcsin — + C

1
/\/azm:ﬂzd a

1
/ﬁdxmin(az-i— vmgzi:a?)—i—C’

1. 5 pomocjo tabele clementarnih integralov redi naslednji integral:

f{éi —29)(1 + z) dz.

Reditev: Dvoclenika v izrazu pod integralom zmnozimo, nato pa vsak
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¢len tako dobljenega polinoma posebej integriramo:

/(4m$2)(1—f—a¢)dmm/(4—m2+4w~—x3)d$

x 2zt
L ' ——
3 5 "1 T
A s

= 4297 4 dx 4 C
1 3+ 2+ dp -+ C

2. S pomodjo tabele clementarnihintegralov redi naslednji integral:

j’(l - é)m dz.

Resitev: Spet zmnozimo vse élene v izrazu pod integralom, nato vse
¢lenc zapiSemo kot potence, da lazje integriramo vsak ¢len posebej:

7 3
=/(m3%$'i)dx=§§iwg+0
i 4

3. Redi integral s pomocjo tabele elementarnih integralov:
] tg?z du.

Resitev: Tangens zapiSemo kot kvocient sinusa in kosinusa. Nato iz
znane trigonometriéne enakosti

2

sin?x 4+ cos’x =1
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izrazimo sin® z in ga v integralu ustrezno nadomestimo. Dobljeni ulomek
razdelimo na vsoto dveh ulomkov, od katerih vsakega posebej integriramo

s poniocjo tabele elementarnih integralov.
. .9 . 5
. sin“ ¢ 1w cos* T
tg?r do = —dz = [ e
cos’x cos? x

/1
:/( -~ wl) dz =tgz —z+C.
J \cos?z |

. S pomocjo nvedbe nove spremenijivke resi integral:

1
/2z+3d$'

Resitev: Za novo spremenljiivko vzamemo imenovalec izraza pod integra-
lom: ¢t = 22 + 3. Ta nastavek odvajamo in dobimo dt = 2 dz, oziroma
dx = % Sedaj v ibtegralu x in dz ustrezno zamenjamo s ¢ in dt:

i 1 dt 1 1
f2m+3d$_/€'?”§/5dt

Tako dobljeni integral refimo s pomodjo tabele clementarnih integralov.
Nato opravimo §e obratno zamenjavo, kar pomeni, da ¢ zamenjamo z
2z + 3. Na koncu v izrazu namesto nove spremenljivke ¢ spet nastopa
originalna spremenljivka z:

111 1
mfyazﬁmm+oxampx+m+a

2

. Resi integral tako, da uvedes novo spremenljivko:

/3:~-\/x2+1dx.

Resitev: Nova spremenljivka bo izraz pod korenom: ¢ = 22+ 1. Z
odvajanjem dobimo df = 2z dx in iz fega izrazimo z dz = % Dobljeni
produkt (zdz) nastopa v integralu in ga lahko v celoti zamenjamo, ne da



95

bi bilo treba iz nastavka za novo spremenljivko ¢ Se ragunati, koliko je z.
Nato integriramo in na koncu spremenljivko ¢ spet ustrezno zamenjamo
7 2%+ 1;

0. Z uvedbo nove spremenljivke redi integral:
r 82::;
T 4z dz.
J 1-A4e*

Hesitev: Za novo spremenljivko vzamemo ¢ = ¢**. Odvajamo: df =
2¢%* dx in iz tega odvoda izrazimo produkt, ki Ze nastopa v teveu izraza

pod integralom: ¢* dz = <&, .

e ey de 1 N
/He%‘z dh/w‘?:ia’fdg“cmim’ﬂg@ e

7. Z uvedbo nove spremenljivke redi integral:
/ tgx do

Resitev: Tangens zapiemo kot kvocient sinusa in kosinusa. Ce za novo
spremenljivko vzamemo cos z, bomo s tem izraz iz Stevea (to je sinz da)
dobili Ze pri odvodu nove spremenljivke: ¢ = cosz, df = —sinz dz
oziroma sinxz dz = — dt.

"sinz "t
/tgxd;r:: / it de=—- | —=—Int+C = —In(cosz) + C.
, J cosx {
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8. Resi integral z uvedbo nove spremenljivke:

sinz - cos® z
dz.

1 4 cos?

Regitev: Iz istega razloga kot pri prejdnii nalogi se splaca vzeti za novo
spremenljivko t = cosxz. Tedaj je dt = —sinazdx oziroma sinzdr = —dt.

¥ 2 2
ST - COS* T 2
/ . du = —/ dt
1+ cos?z 112

Sedaj izraz pod integralom zapiSemo drugace in sicer tako, da poschej
delimo polinoma:

2 . (2 _ 1
t2 o (P41 =1- gy
—(t* + 1)
-1
Kvocient je k(z) = 1, ostanek pa o(z) = —1. Rezultat deljenja scdaj

ofz) .
422

upoitevamo v integralu, tako da prejénji wlomek zapisemo kot k(x)+

1
:w](1~ l_i_tz)dﬁ:mt-i—a.rctgt-i—(?

Sedaj novo spremenljivko ¢ le §c zamenjamo s cosz, da v 1zrazu spet
nastopa originalna spremenljivka z:

= —cosx + arctg (cosz) + C.

. 7 uvedbo nove spremenljivke redi integral:

/ ! dx.
z-Ilnz

Regitev: Nova spremenljivka bo ¢ = Inz, zato, da bomo Clen %_ dz dobili
ze v njenem odvodu: dt = = dx.

/ ! d:z:m/%dtzlzltﬂmC’mln(}n:c)w%G

z-Inx



97

10. Z uvedbo nove spremenljivke resi integral:

11.

arctg /T q
.
VE(L+a)

Regitev: Za novo spremenljivko vzamemo ¢ = arctg /2. Odvajamo:

1
t = arctg \/z = arctg z?

dt ! L ! ]

== - T o= = ¢

1+ (a2)2 2 2 Vo (1+a)
9 dt 1 d

Izvréimo zamenjavo v integralu;

¢ 2
x/éim(g\/—)dx Q/idt:2'5+0mt2+0m(‘&rctg\/%}”ra

Vemo, da je nedolo€eni integral funkceije f{z) cnak funkciji g{z}, se pravi:

/ fl@yde=glz)+ C.

S pomocjo tega podatka doloti vrednost naslednjega integrala:

f flax +b) dz

kjer sta a in b poljubni realni 8tevili in a # 0.

Regitev: Nalogo resimo tako, da vpeljemo novo spremenljivko ¢ = ax + b,
dt = a dz oziroma dz = <.

/fa:z,—l-b dx,m/f d[ »i»/f(t)dtaég(i)—%@
ag(aax»ﬂ3)~»}~0

S to formulo si dostikrat pomagamo v primerih, kjer je potrebno hitro
integriranje, da se izognemo dolgotrajnemu vstavljanju nove spremen-
liivke.
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12. Z uporabo prejSnje naloge izracunaj integral:

13.

/sin(Ba: ~ 1) dz.

Reditev: Vemo, da je:
fsinmda: = - cos x -+ O,

[s¢emo integral sinusa z argumentom 3z — 1, se pravi, da lahko v formulo
iz prejSnje naloge vstavimo a = 3 in b = —1. Dobimo:

] sin(3z — 1) dx = “é cos(3x — 1) -+ C.

S pomodjo integracije per partes resi integral:
j z% . e® da.

Resitev: lzraz pod integralom je produkt polinoma in cksponentne funk-
cije. Izberemo si €len produkta, ki bo v per partes formuli predstavijal u
in ga bomo odvajali. Za ta ¢len se splada vzeti polinomski faktor izraza
pod integralom (z?), ker ga bomo z odvajanjem pocnostavili (zmanjsali
mu bomo stopnjo za ena). Vse ostalo vzamemo za ¢len dv. Dobimo:

u =z dv=e*dzx

Sedaj u odvajamo, dv pa integriramio (lahko uporabimno postopek hitre
integracije iz predprejsnje naloge):

1 2%

du =2z de, v = ~2~{a

Tako dobljena ¢lena vstavimo v formulo za integracijo per partes:

/u dy = v — /v du.
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in dobimo

9 9 1, 1 e . g " oy
€ e dx=§e‘—mw 2 2o dx = 5 — | e” .z dx.

Dobljeni integral je spet produkt polinoma in eksponentnc funkcije, se

pravi, da na njem $e enkrat izvedemo postopek per partes. Za v vzamemo
polinomski faktor, za dv vse ostalo:

: 1 ..
w=1x, dv=e¥dr = du= dzr,v= 562"5.

Ko dopolnimo ta drugi per partes korak, nam v izrazu ostane le §e in-
tegral eksponentne funkcije, ki ga znamo izracunati s pomodjo tabcle
clementarnih integralov.

Do 2
e“r g . 1 1 )
5 [@2& -~z de = (:z: e* — 262“': dx)

“{”"2_/ 2:cd$

S pomodjo integracije per partes redi integral:
/ 3z - cos(3x) de

Resitev: Izraz pod integralom je produkt polinoma in neke druge funkeije
(tokrat kosinusa). V takem primeru najvetkrat vzamemo polinom za
¢len, ki ga bomo pri per partes postopku odvajali (to je za u}, preostanck
pa za ¢len, ki ga bomo integrirali (to je dv):

1
=3z, dv=cos(3z)de = du=3dz,v= 3 sin(3z).

L4
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7 upodtevanjem per partes formule pridemo tako do elementarnega inte-
grala, ki ga znamo izracunati.

% 1 .
/3$ - cos{3z) da = 3z - %511}(34,) - / 3 3 sin(3z).dz

=z sin(3z) — fsirz(Bm) dx

1
=z sin{3z) + 3 cos(3z) + C.

15. S pomodjo integracije per partes rest integral:

/(3:2 +z) - Inzde.

Reditev: Izraz pod integralom je polinom, pomnoZen z naravnim logarit-
mom. Ce bi postopali kot v prejénjih dveh primerih in bi polinom vzeli
za Elen u v per partes postopku, bi morali za dv vzeti logaritem, ki bi ga
nato morali integrirati. Vendar integrala naravnega logaritma s pomocjo
clementarnih integralov ne znamo izratunati. Znamo pa logaritem od-
vajati, zato tu izjemoma vzamemo za Clen v kar logaritem, za dv pa
polinom: |

:zf: l-; 2:2

1
u=Inz, dv=(2"+z)dr = du=—dz,v=—+ —.
T 3 2
Po opravljencm per partes postopku izraz pod integralom vsebuje le Se
potence spremenljivke z in ga z lahkoto ¢lenoma integriramo:

@2 zmdh(%+%)1ﬁzm/‘g.(§+§) &z
(%’%?)k}g—/(?%g) i
(e (5 D)o
(%"3‘%3)11}13 §w§+c,
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16. S pomocjo integracije per partes resi integral:
2 .
: / e coszde.

Resitev: Tu je vsecno, kaj] vzamemo za u in kaj za dv. Vzemimo na
primer takole:

uw=e dv=coszrdr => du=2e"da,v=sinz.

Dobimo:
P . < : 2w s
et cosrdr = e sing — 2 | e** sinzda.

Na dobljenem intcgralu $e enkrat izvr§imo per partes postopek, s tem
da tokrat za funkciji u in » izberemo enako kot v prej$njem per partes
koraku:

u=c¥ dv=ginzdr = du=2e"dz, v=—cosz.

"Dobimo:
R _r 2 :
e“T.sing — 2 | e -sinzdz
2 : 2 e 2o .
= ¢** - sing — 2(—e -cos;:z;—i—?/e - cos x dx).

Prigli smo do enakega integrala, kot smo ga imeli na zafetku, zato z
nadaljnjim per partes intcgriranjem ne bomo nicesar dosegli, temvet bi
se le vrteli v krogu od sinusa preko kosinusa in nazaj do sinusa. Lahko
pa iskani zafetni integral oznadimo z I in prvi in zadnji dobljeni izraz
vzamemo kot enatbo. Tedaj dobimo:

I =e¥ . sing —2(~* - cosz +21)
Dobili smo linearno enaébo za neznanko /. Resimo jo:
I =¢* sinz+ 2e* -cosx — 4l

5] = ¢ .sing + 2e* - cos z

e* . (sinx + 2cos )

5

[ =
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Naloga je skoraj reSena, manjka nam le $c vsele] prisotna konstanta pri
nedolo¢enemn integralu. Iskani integral je tore] enak:

2 2 ,
e*r {sing + 2¢c08 T
/e“ ceosx dr = ( : ) + C.

17. S pomocjo integracije per partes resi integral:

/ arctg «/z dz.

Resitev: Funkeijo arctg «/z ne znamo integrirati, znamo pa jo odvajati,
zato jo v per partes postopku vzamemo za ¢len u:

1

u = arctg vz, dv = dz = du= da, v = z.
g Ve 27z (1 + 2)
Integriramo:

/&rctg\/EdL—x ctrctg\/fz;_—/ 1~E~x) dx

::zwa;rcé;g\/g—i/l\_/; d
t T

V tako dobljeni integral vpeljemo novo spremenljivko ¢ = g, 2tdt = da:

1 £
:3:~arctg\/:§wwf \/_2

= - m‘(:’l;g;\/E»w/(}-W}N“MI2
:m—arctg\/_+arc§:g\/_W\/._‘~i~—C:(:6+1)—arctg\/:-\/5+0.

) dt = x - arctg /x — t + arctgt + C

18. Resi integral racionalne funkcije:
2
° -+ 1
[ = .
J 4z

Regitev. Racionalna funkcija je funkceija oblike pg g, kjer sta p(z) in ¢{x)
polinoma. Ce je stopnja polinoma p(2) v §teven podintegralske funkcijo
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vedja alt enaka stopnji polinoma ¢(x) v imenovaleu, izraz najprej poeno-
stavimo tako, da polinoma p{z) in ¢{z) delimo: pri tem dobimo kvocient
k(z) in ostanek o(z) ter racionalno funkeijo zapiSemo na naslednji nacin:

b)) + ——.
(z) )

o(z)
(

V nagem primeru je p(z) = 2%+ 1, ¢(z) = 2+ . Ko ju delimo, dobimo:

2 2 — e St §
(z*+1) (2% + ) = 1+ =F5
~(z* + )
~z+ 1
Kvocient je k(z) = 1, ostanek pa o(z) = —x + 1, kar upostevamo v
integralu:

9 .
ffgj}—da::/ (1—1—#) dxma:—i—/m;?i—ldz;
et + T+ T+
—~z+1
=z+4 | ———dz
/ z(x + 1)
V tako dobljenem preostalem integralu je stopnja polinoma v Steveu
manjSa od stopnje polinoma v imenovaleu. Take integrale resujemo z
razcepomn integriranc funkcije na parcialne ulomke: namesto ulomka s
polinomom vigje stopnje v imenovalcu Zelimo imeti vsoto dveh (ali vet,
odvisno od stopnje polinoma v imenovalcu racionalne funkeije) ulomkov
z linearnimi polinomomi v imenovaleu. V nasem primeru bosta ulomka
dva, ker je v imenovalcu originalne funkeije kvadraten polinom (se pravi
polinom stopnjc 2). ZapiSemo nastavek, kjer v Stevea ulomkov z lincar-

nima polinomoma v imenovaleu postavimo za zdaj Sc neznani konstanti

Ain B:
—z+1 A B

P +
z{z+1) =z =z+1
Enatho ustrezno pomnogimo, tako da sc znebimo ulomkov:
—z -+ 1 A B

B o colr 4+ 1
z(x+1) Tz x4+l #(z+1)

—z4+1=A(z+1)+ Bz
—z+1=Ar+ A+ Bx
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19.

POGLAVJE 6. NEDOLOCENI INTEGRAL

Na obeh stranch enatbe iniamo polinoma spremenljivke z, ki sta enaka
natanko tedaj, ko imata enake koeficiente pri istih potencah spremenlijiv-
ke z. Izvedemo primerjavo kocficientov:

koeficient pri 2t : —-1=A+ B
kocficient pri 2% : 1=A

Dobilt smo sistem dveh linearnth enach za dve neznanki, A i B, katerega
resitev je A= 1m B = —2. Clen pod integralom lahko sedaj zapidemo
kot:

- 1 1 2 1
iL'—i—/ _—?Mi“—d:c = 93—1—/ —— Az = :z:Jr/wdx—Q/ ! dxz
x(z + 1) x z+1 x r+1

Ta imtegral brez tezav do konca zraCunamo s pomotjo znamnth elemen-
tarnilr integralov:

x

SR

=gz-+Inz -2z +1)+C=2+n

Resi integral racionalne funkeije:

1
fm2m4m+3dm'

Resitev: Stopnja polinoma v teveu integriranc funkcije je manisa od sto-
pnjc polinoma v imenovalcu, zato tako kot pri prejsnji nalogi uporabimo
razcep na parcialna ulomka:

1 A N B
2 —4r+3 -1 z-23

Enagbo pomnozimo z (z — 1)(z — 3}, da se znebimo ulomkov:

1 A B
(z — )z —3) :xm1+m.wg/'($ml)(l‘“3)

1=A(x~3)+ Blzr—1)
l=Ar—-3A+Bx—- B

Primerjamo kocficiente na obch stranch enacbe pri istih poteneah spre-
menljivke z, kar nam da sistemn dveh linearnih enacb za neznanki A in

B L
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koeficient priz? : 0=A+ B
koeficient priz¥ : 1=-3A—~ B

Iz prve cnacbe sledi B = —A, kar vstavimo v drugo enacbo in dobimo
—24A =1. Tore] je A = w% mn 5= % Ta rezultat uporabimo v integralu:

i 1/ 1 1
/w2—4x+3dmm§/(_wm1+xw3) dz

(—In(z—-1}+n(z-3))+C=1In zz3

mm1+6.

BRG] et

Reéi integral racionalne funkcije:

1
e (L,
fa:“‘-i—4:z:g “

Reditev: Razstavimo imenovalec izraza pod integralom:

1 1
4+ 4z 2?22+ 4)

Dobili smo &len 22 in pa v rcalnem nerazeepen Elen z2 + 4. Do resitve
si bomo spet pomagali z razcepom na parcialna ulomka, vendar bo tu
nastavek drugacen, ker bosta v imenovalcih kvadratna in nc linearna
polinoma. V &tevea iskanih dveh ulomkov postavimo namesto konstant
sploéna polinoma prve stopnje:

Ar "
1 c+B  Cz kD/_xg(xzwi)

2?(2? + 4) T2 x4+ 4

1 = (Az + B)(2? +4) + (Cz + D)z*
1= Az® + Bz + 4Az + 4B + C2° + Da?

Primerjamo kocoficiente pri vseh razliénih potencah spremenljivke z, kar
nam da sistem &tirih linearnih enaéb za §tiri neznanke, A, B, C in D:

koeficient pri z° 0=A+C
koeficient pri z° 0=B8B+4+D
koeficient pri z! 0=4A4A
koeficient pri z° 1=4B
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21.

POGLAVJE 6. NEDOLOCENI INTEGRAL .

Sledi: A= C =0, B =3, D= -1 Tarezultat uporabimo v integralu:

1 1 i i
—dr = [ e dz = 4 4 .
jw‘*%flx?{r /xz(x2+4) dz /(’1,3 $2~«:~4> de
1 L, 1 1
o= . l.Jmm " d.
g 11 g

Prvi integral lahko sedaj takoj lzratunamo (saj je podintegralska funk-
cija potenca spremenljivke ), drugi ¢len pa pred integriranjem s¢ malo
predelamo in sicer tako, da v imenovaleu izpostavime 4 in nato vpeljemo
novo spremenljivko ¢t = £, dt = % oziroma dz = 2dt. S tem bomo
dobili znan osnoven integral in brez tezav do konca razredili izraz:

1 1 /.1 1 1 1
= e — — | T 0t = e — = df
Ay 16/52-1—1 Az 8/t?+1

I 1 1 1 T
= e g t+ O = — o = —arcte = +
P wrctgt + P 8&1‘0 g C.

Resi integral racionalne funkeije:

3
>
dx.
/ 28 4 3

Resitev: 'V tem primeru je polinom v imenovalcu podintegralske funkeije
nerazeepen v realnih Stevilih, tako da si z razcepom na parcialne wlomke
ne moremo pomagati. Lahko pa vpeljemo novo spremenljivko: ¢ = z?,
dt = 4z° dz oziroma z* dz = 4. Dobimo:

23 dxm/ 1 dt_l/ 1 "
?4+3 7/ 2+3 4 4) 24377

Sedaj v imenovalcu izpostavimo 3 in integral predelamo do te mere, da
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lahko vpeljemo §e eno novo spremenljivko, tokrat v = %, du = %

i eme=1/ dt= g5 [ oy
4 t2+3 3((f2+1) 12/ (HP+1

1 V3
ME/uQ—{-l\/_d! lzdrcézgu%»C

\/§ t \/5 _ zt
=15 ——BrCctg (\/3') + C = Tfamtg (ﬁ) + C.

22. Re8i integral:

/' In(z +1) o

12

Regitev: Najprej uporabimo postopek per partes:

-1

u=1In(z+1), dv=2""dz = du= dz, v = -2

z+1

Dobimo:

/1n(3:+1) dxzwm(x-i_l)-i—[ ( 1 e

x? T z{z + 1)

Dobljeni integral v drugem delu izraza re§imo z razcepom na parcialna

ulonika:
1 A B
T cxlx+1
ENE) m+$+1/ z(z+1)

1=A(z+1)+ Bz

1=Ax+ A+ Bz

Primerjava koeficientov:

koeficient prizt : 0=A+ B
koeficient priz® : 1=A4
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Resitev tako dobljenega sistema
Nadaljujmo z integriranjem:

POGLAVIE 6

NEDOLOCENI INTEGRAL

linearnih enaéb joi A = 1, B = —1.

In(z + 1 o1 ] 1 1
m3&1J+/——*—m=—ﬁgil+/'i— dz
x w(w+1) @ J \z z+1

In{z +1

= —ﬁ(%uﬁ~lnx—}11($+})+0
In{z+1) T

= ——— 4] :

+1In T +C
23. Izradunaj integral:
/ 1 -cosz
—— dz.

1-+cosz

Resttev: Uporabimo znano trigonometri¢no formulo za kosinus dvojnega

kota:
cos 2o = cos® o — sin? o
in sicer za « = §. Sc pravi, da jo
2 & g &
COSZT = CcOS” — — sin” —
2 2’

Uporabimo Se trigonometri¢ni razcep stevila 1 za kot £

2L 2 %+
= ¢os” — +sin” —
2 2
Dobimo:
/ 1-— ST (cos® & —sin® Z) d
1+ cosz Cosx 1+ (cos? £ — sin® 2)
ok
cos® £ -+ sin® ,z — (cos® £ § — sin® £) .
2 €Z oo 2w QT
cos? £ +sin” £ + (cos? & — sin® £)
2 2
el %
/23111 = /‘1 cos” d
P 2z
2 cos? % Cos* 5
1) d | ! 1
— T = _ ar —r
C‘Ob2 . cos? %
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Sedaj uvedemo novo spremenljivko ¢ = 2, di = «%ﬁ oziroma dz = 2 d:

1 !
—_— = , — O ow T, e C
_[(0032%) de — 2] (COSQJ dt — z = 2tgt —z +

mZtggmz+C’.

Izratunaj integral:
dz

22/1 + 22

Regitev: Integrali, ki so racionalne funkcije spremenljivke z in enega od
naslednjih korenov: /1 — x2, /22 — 1 ali v/1 + 22, se z uvedbo ustrezne
nove spremenljivke prevedejo na integrale trigonometriénih funkcij. Z
R(z,y) oznagimo racionalno funkcijo spremenljivk z in y. Nova spre-
menljivka ¢ je definirana na naslednji naéin:

a) za integral oblike [ Rz, V1 — 2?)dz, vpeljemo o = sint ali z = cost,
b) za integral oblike [ R(z,v/1+ 2?)dw, je z = tgt ali z = ctgt,

¢) za integral oblike [ R(z,vz? ~1)dz, pe je 5 = —

cost’

Nag integral spada v drugo skupino (pod tocko b), zato uvedemo novo
spremenljivko takole: z = tgt, dz = —i= dt.

cos? §

N tg2t - /1 -+ tg?t- cos?t sinft [y 4 sinfi o Lod0y

cos? i c0s* ¢
/’ dt / di / cost dt
= = P 24
. L2 v o 3
; 811"22 . Coszci:és;n £ 4 5n t vosl ] s i

Uvedemo $e eno novo spremenljivko in sicer v = sint, du = cost di.

08 ¢ dt du !
/m% L I S Iy S g |

sin? ¢ 12 sint

Sedaj moram ta izraz le Se prevesti nazaj na spremenljivko z, kar storimo
2z uporabo naslednje trigonometriéne enakosti:

=14+tg 0

co8? (v
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. 2 1
1 —s8in® o = cos’ ¢ = m
. .’b -
o — 1 1 _14tgta—-1  tgla
B T+tg2a 14tg2a 14 tgia
sin o¢ = tg"a = g
“Vittete SAiigta

Prinas je o =t ter z = tgt. Ko zgornjo cnakost uporabimo v rezultatu

integriranja, konéno dobimo:

1 vVI1+tgit o
i L e S O

tgi

25. Resi integral:

,/1 2
ij:m%jmw;_c.

x

sin® z
— da.
cost* x
Resditev:
sin® z sin®z - sinz (1 —cos?z) - sinz
— dz = n de = 1 dz.
cosd z cos* cost
Uvedemo novo spremenljivko ¢ = cosz, dt = —sinz dz in dobimo:
"(1—cos®z) sinz 1—¢
4) dz=— 1 y ) 4t = (—t™ 4+ ¢7%) de
cos? x . t
t“iiw%t“li 1 1,0
=5 e s e (e e —
-3 -1 33t
1 1
- — — + C.
3cos®xy  cosz

26. Resi integral:

diz.

arctg e”
6:1:

Regitev: Uvedemo novo spremenljivko: ¢ = €%,

-]

dt = £ dz ali kar ¥ = dz.

i
arctgt di
do = / 87 =

t A

arctg e”®
82’:

dt = e* dz oziroma

arctgi

o b
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Tega integrala se lotimo s postopkom per partes:

‘ 1
iy ey - — '"2 _— 4 w—w-—. “1
y= arctgt, dv=1t""df == du= TIE dt, v =—1t"".

arctgt arctg{ / 1
dt = = e (4,
/ t2 ;T t(1+t2)

Dobljeni integral jo integral racionalne funkeije, ki ima v imenovaleu en
linearen in en nerazcepen kvadratni ¢len. Pomagamo si 2z razcepom na
parcialna ulombka:

1 A Bt+C
T (1 -+t
t(1 +t2) P 1+t?/ (1+1)

1= A +t*)+t(Bt+C)
1= A+ At* + Bt* + Ct

Primerjamo koeficiente na obeh stranch cnacbe pri istih potencah spre-
menljivke &

Dobimo:

koeficient prit? : 0=A+ B
koeficient prit? : 0=C
koeficient prit¥ : 1=A

Resitev tako dobljenega sistcma lincarnih enach je: A =1, B = —1,
C = 0. Razcep sedaj upostevamo v integralu:

arctgt 1 arctgt f 1 t
- —e (= — - — dt
) +ft(1+t2) P t 14

Uvedemo novo spremenljivko: u = 1+ t*, du = 2t dt oziroma ¢t df =

du

3
arctgi t arctgt "1
— Int — df = — Int— [ — d
;T f1+t2 ;T /zu,“
arctg ¢ 1
- 20 +lnt—=lhu+C
t 2
arctgt 1
- dectg +lnt— S In(1+£) +C
arctg e’ ) 1 i
= 2B et — Sl + (€)) + C
62!

wrete e ;
__rese 4z —lnv1+ e + C.

e



Poglavje 7

Doloc¢eni integral

Kako izrac¢unamo dolodeni integral: ¢c je nedologeni integral funkcije f(x) enak
funkciji g(x), se pravi:

[ 1@ =g@)+c.

tedaj dologeni integral funckeije f{x) na intervalu [a, b] izratunamo takole:

[ 1@=o

b
= 9(b) — g(a).

V praksi to pomeni, da najprej izraunamo ncdoloCeni integral, nato pa v
dobljeni izraz vstavimo obe meji in odStejemo tako dobljeni vrednosti:

Za dologeni integral veljajo enaka pravila integriranja kot za nedoloeni inte-
gral:

1. integral vsote ali razlike dveh funkeij:
b

]b (£(z) + g(z)) dz = / b flz) d £ ] 9(e) da

[

2. integral funkcije, pomnoZene s konstanto A:

| }()\'f(-’b‘))dw:,\/ f(z) dz.

3. uvedba nove spremenljivke z = g(1):

’ o(b) |
| reran= FCORIOLS

g(

113
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4. integriranje per partes (po delih):

b b b
/ u(x) - dv(z) = u(z) - v(z) w] v(xz) - dulz).

a &

44

1. lzra¢unaj dolo¢eni integral:

/j (z+ 1)(z— 3) da.

H

Resitev: lzratunajmo doloéeni integral po zgoraj omenjenem postopku
- najprej izracunajmo nedoloceni integral, nato pa v dobljeni izraz vsta-
vimo obe meji in odétjemo tako dobljeni vrednosti:

2. lzracunaj doloCeni integral:

wok

/ sin{3z) dz.
Jo

Reditev: Vpeljemo novo spremenljivko: ¢ = 3z, df = 3dz. Pri tem
moramo bitl pazljivi in spremeniti tudi meji integriranja, kar storimo
glede na meji originalne spremenljivke z. Spodnja meja: &c je @ = 0, je
vrednost spodnje meje za novo spremenljivko enaka ¢ = 0. Zgornja meja:
¢e je o = 3, pa jet = x. Nato integriramo kot obiajno: izragdunamo
nedologeni integral, vanj vstavimo novi meji ter nazadnje odsteiemo tako
dobljeni vrednosti.

A 1 /7 y w ]
/ ’ sin(3z) dx = - [ sin(t)dt = =(—cost)| = -(~cosm + cos0)
0 3 Jo 0 9

= 2D+ =

R OV § B N g e



3.

[y |

Izracunaj dologeni integral:

31 :E
> dz.
Jo € ‘i‘ /i

Reditev: Vpcljemo novo spremenljivko: ¢ = z? +4, dt = 2z dz oziroma
xdz = ¢ Izratunamo tudi novi meji: écje z = 0, jo ¢ = 4. Ce pa je

r=1,jcet=2>5

.
T
/{}xz.ﬂ%ﬁédi’” ) w_mintlém (1115—]1}4)*111\/‘ ln~——

. IzraCunaj dolodeni integral:

In \/§ ea:
/ dz.
0 1+ 2

Resitev: Vpeljemo novo spremenljivko: t = e, df = ¢ dz. Novi meji:
tejex=0,jct=e"=1 Zaz=Inv3pajet=c"v® = /3

/3 e V3 1
- @ =
/o 1 2o /1 142

T ™

3 -

V3 = arctg v/3 — arctg 1

-
4 12

Izracunaj doloéeni integral:

" gin(lnz
f sin(ln xz) e
1

T

Resitev: Vpeljemo novo spremenljivko: ¢ = Inz, dt = %—"i Novi meji: ¢e
jez=1jet=Inl=0 Cepajczx=¢", jet=Ine" =,

e” i i

sin{lnz ,

/ —(-—-—)dr~»~] sintdt = —cost|g = —cosw + cos0
1 & 0

= —(=1)4+1=2
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6. Izracunaj doloceni integral:

(SE]

/ cos z - sin® = dz.
Jg

Resitev: Vpeljemo novo spremenljivke: ¢ = sinz, dt = cosx dz. Novi
mejir zaz=0jel=sin0=0,za20=Fpajet=sins =1

% +1 tS 19 03 1
/ cos:z:-sinz:r,'daf;w/ 2dt = =—— = -
0 g 3, 3 3 3
7. Izracunaj doloeni integral:
2
/ % ] 1
—s - sin — dz.
Ji @ T
Resitew: Vpd]emo novo spremenljivko: t = = i = - z dz. Novi meji:
feje g == ~, JL t = 7. Zgornja meja x = 2 p& vrna za novo spremenljivko

vrednost £ = —2~,

id

2
T 1 1 ]

/ e bzll—dxwﬂ/ sint d#
1 x .

Minus pred integralom nam obrne vrstni red mej:

i
sintdf = — wsfl% = MCOSW%"COS% = —({—~1)4+0=1

w.,.\

8. Izracunaj doloceni integral:

e3{H

] v - sinxdaz.
0

Reéitev: Uporabimo formulo za integracijo per partes (po delih), ki se
pri doloCenem integralu glasi takole:

/ ula) - dv(z) = ulz) vzl - ] vlz) - du(e).

£
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Vzamemo:
u=g, dv=sinzdr = du= dz, v=—cosz.

Integriramo:

ENIE]

b3l

/:z;'sin:z:d:rm—x'cosa:lg-kf cos z dx
0 0

T 3 T
z e 08 — + 0 - cos0 + sinz|]

2 2

7 vis
=} 4 gl = = gin 0 = sin -~ = 1.
2 2

. Izratunaj dolo¢eni integral:
1
/ z* e dr.
0

Reditev: Uporabimo postopek za integracijo per partes:
v=2°, dv=e"ds = du=2zde, v=—e""%

Dobimo:
1 1 1
/ e —:czve““’|0 +2/ e *dz.
0 0

Se enkrat izvedemo postopek per partes:

u=z, dv=¢""de = du= dz,v=-—e""

Sedaj dobimo:
1 ! . . 1
—z*- ewmlo + 2/ z-eTtde = —z* 6”“’|5 +2(—x - e““"'|0 + / e " dz)
0 Jo

W_Z‘w:a|z P |l
m ot o {}+2( Te EU+ e ‘0

- Q.J“ﬁﬂ]"“m . “wllm
= -z e 7, 20 e 0 2e

e 127 020221671 =2.0 70 =27t 4 2e70

m$|1
0

=92 =
C
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10. Izragunaj doloceni integral:

2 _
= 1 1
— - cos — dz.
1k x
w
Regitev: Vpeljemo novo spremenljivko: ¢ = i«, dt = sz"g dz. Novi meji:

% nam da za spodnjo mejo nove

spodnja mcja starc spremenljivke @ =
spremenliivket = 7. Cepajez = f;, je zgornja meja nove spremenljivke
teda) £ = 2. Nato s pomod¢jo minusa pred integralom obrnemo novi meji

v pravilen vrstni red:

2

E| 1
wg-cosmdx:w

10T T -

Tako dobljeni integral refimo z integracijo per partes:

vy

T
t-costdt :/ t-costdi.

2

w==¢ dv=costdt = du= dt, v=sint.

Dobimo:

w

i ¥
sint dt = t.sint|z + cost|%
2 2

t-costdt = t-sint|y —
2

o
o

m(vr—sin';fr-wg—siug)+(cosw—cosg)
7 i

= 0= b (=1) = 0= —= — 1,
2%“( ) 2

2
11, Izratunaj / f(x) dz, kjer je funkcija f(z) podana takole:
=

RO A R A I |
f(“’”)—{m|:.c|+1 e > 1

Resitev: Funkeijo f(z) zapiSemo brez absolutnih vrednosti:

—lel+1 ; =< -1 r+1 ; < -1
flx) = 3?41, —-1<s<] ={ -2*+1 : -1 << |
—lz|+1 ; z>1 —z 41y >
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Integral bomo razdelili na veé posameznih integralov. Razdelili ga bomo
v toCkah, kjer se predpis funkcije spremeni, se pravi pri -1 in 1.

[zf(m)dxz[:f-(;x)da:—i—/_lzf(m)d:z;-1~jjf(;g)dm
' 2

:/'_1(;,>;+1)dm—/i(w:cz+1)<:ia:+/1 (—z+1)dz

-2 -1
xz'x —l—i— _xg—i—q: 1 - $2+
- s . — : s s X
2 7)1, 3 » 2

2

12. Izratunaj integral:

oo 1
/0 T

Resitev: Ko rafunamo nedoloéeni integral, upostevamo, da imamo v ra-
cionalni funkciji pod integralom v imenovalcu dva v realnem nerazecepna
¢lena. Pomagamo si z razcepom na parcialna ulomka, &esar sc lotimo z
naslednjim nastavkom:

1 _Az+B Cz+D

(I +a2(3+a2) 1422 T 3+ z?

Enatbo pomnozimo tako, da se znebimo ulomkov:

1 .
mAHB%“OHD/.(sz)(BMg)

1+2H)(B4+2%) 1422 34z

1= (Az+ B)B+ %) + (Cz + D)(1 +2?)
1=A2" 4+ Bz* + 34z + 3B+ Ca® + D2* + Cx + D
Primerjava koeficientow:
koeficient priz® : 0=A+C
koeficient priz? : 0=B+ D

koeficient pri 2t : 0=34+C
koeficient pri ¥ : 1=3B+ D
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Resimo dobljeni sistem &firih lincarnih enach in dobimo: A=C =40,
B = «ij, D = wé. Sedaj lahko integral razdelimo na dva integrala, od
katerih lahko prvega tako) razresimo:

/'OO 1 dp = 1 /'m 1 1 .
o (+2)B+2) 7 2J, \1l+z2 342 o
1/~ 1 T/ 1
= = dg — = -
2L 1+22 " QA 3442

! arctg )y L[ da
= arctg x| — - .
I o (14 (4%)?)

V ge nerazregeni integral vpeljemo novo spremenljivko: = =%, di = %
Novi meji: éeje z =0, je t = 0. Ce pa je = 00, jo { = oc. Dobimo:

V3 1 3
~ arctg zlo7 — e dz = ~ arcte 2| — — arctgt|s
2 arctg 10 6 Js 1_1_ t2 & 2 & 10 6 TCLE lf}

1
= —( lim arctgz — arctg0) — ”“T?( lim arctgt — arctg 0)

J”r LYY V3

-G -0-%G 0= - =10

13. Astroida je krivulja, podana z naslednjo cnacho:

2 2
LB Y3 ==

OZITOMa

Njen graf izgleda takole:
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-]k
Izraunaj ploséino lika, ki ga omejuje astroida.

Resitev: Plosdina lika, omejenega 2 astroido:

Plog¢ino med dano funkdjo y(z) in osjo 2 na intervalu |a, 8] dobimo kot
dolo¢eni integral te funkeije na danem intervalu:

b
Sm/ y(x) dz.

Astroida je simctri¢na na obe osi, x in y, zato lahko njeno ploscino
izratunamo tako, da jo razdelimo na §tiri zrcalne dele in izraéunamo
plo&cino le cnega samega dela (npr. dela iz prvega kvadranta, kar ozna-
¢imo s S;), nato pa to pomnozimoe s 4. Velja:

S =45

Del astroide v prvem kvadrantu ima enaébo:

e

y=(1-2%)%



POGLAVJE 7. DOLOCENI INTEGRAL

To sedaj upostevamo pri ra¢unanju plos¢ine 5Sy:

1

1 1 f
Sy = / y(z) dz = / (1 :r%)% dx
Ja Jo

V ta integral uvedemo novo spremenljivko: ¢° = z, 3t dt = dz. Novi
meji: dejex=0,jet=0 Zaz=1pajet=1.

1
= 3/ (1—£2)2¢% dt
)

Uvedemo $e eno novo spremenljviko: ¢ = sinu, df = cosudw. Novi meji:
w®

zat=0jeu=0,zat=1pau= 3.

: 2,05 2 : 2
:3] (1 —sin“ujz - sin u'cosudu-—-B/ {cos” u)
o 0

s

-—-3/ cos?u sin®u du
0

V integralu uporabimo naslednji dve formuli za kotne funkcije dvojnih

f ] 3w

.sin® u- cosudu

b

kotov:
sin 2u = 2s8inucos u
ter
1+ cos2u

2
COs” Y ==
2

in dobimo:

1, 1. 3% . 5 |
== 3 ~sin® 2u - = (1 + cos2u) du = — sin® 2u - (1 + cos 2u) du
4 5 8/,

Uvedemo $e eno novo spremenljivko: s = 2u, ds = 2 du. Spet pazimo
na novi meji: e je u =0, je s = 0. Za u = 7 pa dobimo s = 7.

3 [T 3 [ 3 [

— | sin®s-(1+coss)ds=— [ sin’sds+— [ sin®s-cossds
16 Jo 16 Jo 16 Jq

V prvem integralu uporabimo e naslednjo trigonometri¢no formulo:

. 9 1 —cosZs
sin” § = ——(——.
2
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Nadaljujemo z ratunanjem integrala:

3 [T /11— cos2¢ 3 [ ..
:Eg‘o (#) dS+E i sin® s - cos s ds

J /M ds 3 W(“O@ZS& + J ﬁs'ngs d
- 15 — — 0 P in’s - cos s ds
32 32 /. 16 /.

Tretji integral v tej vsoti vsebuje funkcijo sin® s - cos s, ki je na intervalu
0, 7] simetri¢na glede na sredidéno tocko tega intervala (z = Z). Zato je
ta integral enak nié. Ce tega ne opazimo, ga izratunamo z uvedo nove
spremenljivke in ravno tako dobimo ni¢. Prva dva integrala lahko tako]
izratunamo:

3 - 3 1 K

- =sin2s| = 3%(% —0)— E(sin?w —sin0) =

N . 37
3270 32 2 . 64

32
Izratunamo Se celotno ploéino lika, ki ga omejuje astroida:

372*“371*

Izratunaj obseg lika, ki ga omejuje astroida. Defincijo astroide najdes v
prejénii nalogi.

Resitev: Obseg lika, omejenega 2z astroido:

DolZino loka zvezne odvedljive funkeije y(z) na intervalu [a, b] izradunamo
po naslednji formuli:

5= / V1T @) de.

V primeru astroide lahko zaradi simetrije na obe osi spet ra¢unamo le
dolZino enega samega loka (iz prvega kvadranta, oznacimo ga s s;), ki ga
nato pomnoZimo s 4, da dobimo obseg o:

0=4-8

1
o = / VTG @) do
JG O
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12.
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Potrebujemo odvod astroide. Na intervalu [0, 1] je astroida dana s for-
mulo:
2.3
y={(1-z3)2

2 |

Ta odvod sedaj upostevamo v formuli za dolzino loka:

slw/01\/1+(~(1—x§)

Odvajamo:

3
2

b3l
g

y' = (1 - o)

Pofh

1 e 2
3 + 11—
m[\/ 3 :Lid:r;
J0 Zs
. '1:%1 3 3
:/x"%dmml—zﬁ mnzu(l%-—{}%)»_-_z._
0 P 0
Obscg astroide je torel:
3
024'81:4'526_

Izracunaj Sc povrdino in prostornino rotacijskega telesa, ki nastane, cc
astroido zavrtimo okoli z-osi.

Resitev:
a) Prostornina rotacijskega telesa

Prostornino rotacijskega telesa, ki nastane, ¢e krivuljo y(z) na intervalu
[a, b] zavrtimo okoli z-osi, izratunamo po naslednji formuli:

-k

V= ?r/ 2 (z) dz.
41

Astroida je simetri¢na na x os, zato lahko tclo generiramo tako, da vrtimo

le zgornjo polovico te krivulje. Ker je astroida simetri¢na tudi na y-os,

lalko izradunamo le prostornino, ki jo pri vrtenju generira krivulja iz
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prvega kvadranta (to prostornino oznatimo z V1) in nato to pomnoZino
z 2, da dobimo prostornine celotnega telesa.

V = 2 : Vl.
Astroida v prvem kvadrantu ima enacbo:

2

y=(1—2a%)

3
3

Krivuljo vnescmo v formulo za prostornino rotacijskega telesa.

1 o 3\ 2 o.opd 5
Vi r««“‘?‘t‘/ ((1 —.ﬂ)“ﬁ) drzzm*zr/ (1-23)*dz
0 Jo

3 s 3 N\
= /(1w3:63+3:63w:c)dx“7r :z:~»3 —x§+3-—x%—§m>
SIEY 121_5,-5{.__-'-..-_ L...;_.-.f'y-_'j\'f 3 10
9L 9 Ly _ 6m |
= T — [N — T e
5 7 3 105
Iskana prostornina Vrteﬁiﬁc. jo_tomj: | . _
: e ‘ ) . /j J/JJ»( Uiy ki
16?? 327r |
S =2 V = 2. :
‘ T 105 105

rt

e

b} Povrdina rotacijskega telesa

Povrgino rotacijskega telesa, ki nastane, ée krivuljo y(z) na intervalu
la, b] zavrtimo okoll z-osi, izrafunamo po naslednji formuli:

b
P oz 27{*/ y(z) - 1+ (v (z))* dz.

113

Pri telosu, ki ga generira astroida, spet upogtevamo simetri¢nost na obe
osi in vzamemo za y krivuljo iz prvega kvadranta. Povriino rotacijskega
telesa, dobljenega z rotacijo krivulje iz prvega kvadranta, oznagimo z F.
Tedaj je:

P =2 P,

1
P = Q?r/ y(z) - /14 [/ (x))? dz.
0

Astroida v prvem kvadrantu ima formulo (kot Ze poprej):

e,

wal\.-
[ 3=439H3

=(l—-z
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njen odvod pa je {glej prejdnjo nalogo):

Krivuljo y(z} in njen odvod ¢/'(z) vaescmo v formulo za povriino rota-
cijskega telesa in dobimeo:

1
PzZQﬁ/ (1““25)
]

1
m??{/ (1»»»3:%)” -
0

Vpeljemo novo spremenljivke: ¢ =1 — x§ df = —%:1:“% dz. Novi meji:
zax=0jct=1,zax=1pat=I{.

g i,
m_,gﬁft%dmzw%/ 6 dt = 37 24
2/, 2 /o 5

Povréina rotacijskega telesa, ki ga doloca astroida, je:

L

[
T_‘\
+
—
L
P
l
£
BN
R
e
ﬁi
L=
R
[
Tk
3!

PRIEY
=

o] s
pa
3

L 6r

b

7

o

0

““5"“‘
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Kolikéna jc plos€ina lika, ki ga omejujeta abscisna os in lok krivulje
y = z-sin 2z med koordinatnim izhodi$em in njeno najmanjso pozitivno
niclo?

Regitev: Izrafunamo najmanjo pozitivno ni¢lo funkcije:
r-sin2y = 0

Enacéba ima dve re8itvi: o; = 0, ki ne pride v pogtev, ker ni porzitiviia
in zs = %’”, kier je k& poljubno celo Stevilo. Najmanifo pozitivno niclo
dobimo za k = 1, se pravi zy = 3.
Iskano ploséinoe izracunamo kot doloceni integral dane funkcije na inter-
¥ f— ..?.T...

valu [z1, 2] = [0, Z].

i
S / x - sin 2z dx
(O
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~ Ta integral izratunamo s postopkom per partes:

1
u=1, dv =sin2zdr == du= dz, 'c}:m§ cos 2.
Dobimo:
x 51 (3 51 ¥
S = ——cos 2z 2-}~-f 0082$d$:ME0082$]2+WSin2$
2 o 2, 2 o 4 0
?{CObﬂ“-i-OCOSO*{*lbiIl in( T
= —— CO8 — BN T = — 8in O = —,
4 2 4 4 4

Izracunaj plodtine lika, ki ga oklepajo krivulja y = z Inz, premica z = 1
in simetrala lihih kvadrantov na obmodju, kjer je o > 1.

Resitev: Poglejmo, o kaksnem liku govori naloga:

6 3

y=x*ln x

-1

Iskano plo&tino bomo dobili tako, da bomo od plos¢ine pod simetralo
lihih kvadrantov y = z (5;) oddteli plodéino pod krivuljo y = z-1nz {S,).
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Ti dve dobimo kot dolofena integrala ustreznih dveh krivulj na intervalu
[1,2], kicr je xp abscisa preseéiséa teh dveh krivulj. Izracunajmo xg:

r=uxlnzx

(1l —1Inx) =0

Dobimo dve reSitvi: 27 = 0, ki nas ne zanima, ker gledamo le obmodje,
kjer je ¢ > 1, ter xg = e, ki je iskano prescéifce na danem obmocju. Sc
pravi, da bomo mtcgrirali na intervalu [1, ).
e e
— / r-lnzdz.
1 o]

e e 332
S:Sl——ng/xdaszm-lnmd:cx.—
1 1 2

Preostali integral redimo z metodo per partes:

| 2
z
u=Ilnzg, dv=2dx = du=—dz,v= .
X 2
Vstavimo v integral:
z? | :1’:2} e+1/“ . z*|° a:zlre‘}xge
—! - —Inz - pdz= —| — —Inz| + -
21, 2 7L 24 21 L2 2
S +1]1+82 1 e*-3
= —— =~ —Ine+-1In =
2 2 2 4 4 4

Lo

p- . o . . . . . . . 2
18. Izradunaj ploséino lika, ki ga omejujejo krivulje: y = -1, y=z2x+3

tery = -2z +2zaz € [—1,1].

Regitey: Skicirajmo si situacijo:
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=G.66 x+0,¢

y=-4X+a

Iskano plodéino bomo sestavili iz treh kodckov, Sy, 52 in S3. Izracunajmo
najprej S3, za kar vzemimo ploséino med krivuljo y = 22 — 1 ter z-osjo.
Dobimo jo kot dologeni integral krivuljey = 22 ~1zaz € [~1, 1], sc pravi
med ni¢lama te krivulje. Pri tem moramo paziti na predznak integrala
(ker je krivulja pod z-osjo, dobimo namre¢ pri integriranju negativno
vrednost, plos¢ino pa potem dobimo kot absolutno vrednost dobljenega
integrala):

S1 naj bo plodtina med z-0sjo in premico y = %a:%% na intervala [—1, 2],
kjer je xyp preseciSée premic y == %L + % ter y = —2x + 2. S, naj bo
plo§¢ina med z-osjo in premico y = —2z + 2 na intervalu [zp, 1]. Da Dbi
lahko izradunali ploséini S; in Sy, potrebujemo absciso presecisca danih
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premic: y = 2z 4 2 iny = —2z + 2.

2z 2 2 2 ¢ 2
Sy = - dz = (= — - —
: /“1(35””3) e=G gty
2 (8)? 21 2 (-1 2 3
S22l (2 EE 2 ) 8
3 2 3 2 3 2 3 4
Preostanc nam $e izracun ploséine Sy
1 2 1
S :/ (—2x +2)de = (—2- 5 +2-x)
1 ; 1
2 3
12 (5«) 11
=2 42 1+2 20 -2 o=
2 + 2 2 4
Skupna plodcina je torej:
3 1 4 7
=S+ 8+ 8=t =+ ===
) 1+ o2+ O3 A - 1 + 37 3

19. Izra¢unaj prostornino vrtenine, ki jo dobimo, ¢c zavrtimo krivuljo y =
vz - sinz okoli osi z na intervalu [0, 7).

Resitev: Poglejmo, kako izgleda funkcija y = vz -sinz na intervalu
[0, 7]:
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Prostornino rotacijskega telesa dobimo kot naslednji integral:
b _ T "
1% =7r/ v (z) dz = 7‘{/ (v:z:‘sin:z;)zda:m?r/ x-sinz dz
a 0 g
Integral regimo z metodo per partes:
u=2, dv=sinzdr = du= dz, v=—cosz.
Dobimo:

n - T
71'/ m-sinxdxzw(wx-cosx|g~+~/ cosxd:c)
o 0

=7 (—z - coszl] + sinz|]) =7 (-7 cosT+ 0 cos0 +sin 7 — sin 0) = 7’
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