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Marsikdo je ze slisal za besedno zvezo zlati rez, vendar pa se vecina teh ne zaveda
globine navedenega pojma. Ne le, da je pomemben matematicni objekt, srecamo ga tudi na
razlicnih drugih podrocjih kot so gradbenistvo, umetnosti, narava itd. Zlati rez stvarnosti
daje privdih podobnosti, hkrati pa jo ustvarja edinstveno. Prvi, ki se je zacel poglabljati
v tovrsten problem, je bil eden najvecjih anticnih matematikov Evklid. Svoja dognanja
pa je zapisal v knjigi Elementi.

1 Zlati rez

Zlati rez predstavlja razmerje, ki ga lahko ponazorimo z razdelitvijo daljice na dva
neenaka dela, tako da je razmerje celotne dolzine daljice proti ve¢jemu enako razmerju
vedjega proti manjsemu. Razmerje znasa (14 v/5)/2.

Daljico bomo razdelili na slede¢ nacin. Razdelimo jo na dva neenaka dela. Prvi del naj
bo dolzine 1, drugi del pa dolzine p. Ce uporabimo zgoraj navedeno definicijo, dobimo
razmerje
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Zgornjo enacho preuredimo in dobimo
p*=p+1,
Yr—p—1=0.

Kvadratni enacbi lahko s pomocjo diskriminante izracunamo nicle.
Ker je diskriminanta > 0, ima nasa enacba dve resitvi. Prva resitev je zlato stevilo
¢ = (1++/5)/2, druga pa konjugirani del tega.

Z malo truda lahko iz (1) pridobimo dve enacbi

P=p+1 (2)

in
Ti nam bosta v prihodnje prisli prav.

Bistvo zlatega reza smo ze povzeli, zanima pa nas, kako je le ta povezan s polinomi cetrte
stopnje.

Skusali bomo poiskati povezave med njima.



Izberimo lik, katerega razmerja odsekov daljic so v zlatem rezu. Lik, ki usteza temu
se imenuje pentagram. Sedaj, ko imamo lik, poskusimo narisati polinom cetrte stopnje,
katerega graf gre skozi oznacene tri tocke (slika la).

Na izbiro imamo neskon¢no mnogo polinomov cetrte stopnje , vendar pa obstaja natanko

evee

kot gladka ¢rka W ima lokalni maksimum v oznaceni tocki (slika 1b).
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Slika 1

Ko mislimo, da smo ze pri koncu, se nam zastavijo nova vprasanja.
Kako se graf nadaljuje?
Ali se bo nas graf ponovno dotaknil pentagrama na poti v neskoncnost?

Izkaze se, da gre graf skozi predvideni tocki na pentagramu (slika 1c). Poleg vseh dosedan-
jih tock ima graf se dve posebni, nahajata se na preseciscu grafa z roboma pentagrama
(slika 1d). Vidimo, da se ti dve tocki nahajata tocno pod drugima dvema tockama na
pentagramu. Lahko recemo, da gre za translacijo teh dveh tock na graf polinoma. Obe
tocki se premakneta za isto razdaljo v isti smeri.

Iz zgornjega sode¢ imata naveden polinom in zlato razmerje kar nekaj skupnih zakoni-
tosti. Prav to pa je vzrok za nadalnje poglabljanje v tovrsten problem in obarvnavanje
simetricnih in splosnih polinomov s prevoji.

2 Simetricni polinomi cetrte stopnje

Vzemimo si nek primer polinoma cetrte stopnje, na primer f(z) = z* — 222 (Slika 2). Za
zacetek bomo definirali tocke, ki pripadajo danemu polinomu in zaceli s tocko Py(xg, 3o)-
Znacilnost tocke je ta, da je f”'(x¢) = 0. Naslednji zanimivi tocki grafa sta tisti, kjer nasa
funkcija doseze minimalno vrednost, poimenujmo jih P; in P,. Skozi ti dve tocki poteka
natanko ena tangenta, ki ima dvojni dotik v tih dveh tockah. Tangenta polinoma v tocki

Py seka graf se na dveh mestih, presecis¢i oznacimo s tockama P; in P,. Premica, ki
vsebuje ze dve oznaceni tocki na grafu Fy in P, seka nas graf se v dveh tockah, oznacimo



jih Ps in Pg. Podobno velja za premico ki gre skozi tocki Py in P, le da ti dve novi
ima funkcija v navedenih tockah prevoje, vendar temu ni tako. Druga odvoda funkcije v
navedenih tockah sta razlicna od ni¢. Ce potegnemo premico skozi ti dve tocki, graf seka
se v dodatnih dveh tocka, kateri oznacimo s Py in Piq.

Osredotoc¢imo se na nas primer. Grafu bomo brez vecjih tezav poiskali zgoraj nave-
dene tocke. Tocke Py(0,0) (dvojna nicla polinoma ter lokalni maksimum grafa funkcije),
Py(1, —1) (prvi lokalni minimum funkcije) in Py(v/2, 0)(presecisce grafa funkcije z abscisno
0sjo). Ker je nas polinom simetricen glede na ordinatno os, so koordinate tock P;(—1,—1)
(drugi lokalni minimum funkcije) in P3(—+/2, 0)(drugo presecisce funkcije z abscisno osjo)
ocitne. Ce dobro pogledamo graf funkcije, se nam dozdeva, da bi lahko bila Fj zlata tocka
daljice P, Ps. Torej sta odseka daljice P, P5 glede na tocko Py v zlatem razmerju. Ko bomo
imeli izracuname vse koordinate tock, bomo na podlagi teh dokazali slednje.

Slika 2: simetri¢ni polinom cetrte stopnje f(z) = x* — 222

S pomocjo zvez (2) in (3), lahko izracunamo preostale vrednosti funkcije f(¢) = ¢ in
f(o) = o(v/2) = —¢~'. Po izrac¢unanih koodrinatah vidimo, da tocki Ps in Ps ter Py in Py
lezita na premicah y = +x. Sedaj lahko izracunamo se preostale tocke na grafu, in sicer
Ps(p, ), Ps(;, =) in Pio(y/@, —)- S pomocjo izracunanih koordinat pa lahko dolocimo

%)
razmerja med tockami

P3Py = 2P\ Py, PsPs = pP, P, P7Ps=Pl<pP2 in PyPio = /P P



Vzemimo eno od zgornjih razmerij, naprimer prvo, in poglejmo, ce res velja.

PsPy = 2P, P,
P3Py — 2P, P, =0

Vev2? - VB =0
VE— VB =0

Ostala razmerja pokazemo analogno.

Zdaj, ko imamo podane kooridnate tock, pokazimo, da sta odseka daljice P, Ps v zlatem
razmerju. Koordinati tocke P(1, —1) sta nam znani ze od prej, koordinati tocke Ps(p, —¢)
pa lahko izracunamo (¢ = (1++/5)/2). Uporamimo izraz (1), le da mu spremenimo oznake

PP _ PPy
PoPs — PP

| Py Ps|| Py Py| = | Py 5|

VAL + )2 = 2¢7
2(1+ ) = 2¢?
21+ ¢) — 2% = 0
Iz izvaza (2) sledi
2% — 2% = 0.
O

Pa smo pokazali, da so odseki navedene daljice res v zlatem razmerju. Analogno dokazemo
tudi preostale.

3 Splosen polinom cetrte stopnje s prevoji

Ogledali si bomo, kako lahko polinome cetrte stopnje s prevoji pridobimo iz simetricnega
polinoma s pomocjo ustrezne afine transformacije.

Afina preslikava ali afina transformacija je preslikava med vektorskima prostoroma, ki je
kompozitum linearne transformacije in translacije:

x— Ax+b.



Lastnosti afine transformacije:

e premice slika v premice,
e vzporednice v vzporednice,

e tangente v tangente,

pri tem pa se dolzine vzporednih odsekov ohranjajo.

Preucimo simetricni polinom: f(z) = 2% + wr?, w < 0
in splosni polinom cetrte stopnje: g(z) = az* + bx3 + cx® + dz +e,a # 0.

Risanje grafa splosnega polinoma cetrte stopnje bo potekal po istem principu kot pri
simetricnem polinomu cetrte stopnje. Najprej bomo poiskali zacetno tocko grafa. Doloc¢imo
xo pri cemer je ¢g"(xp) = 0. Sledi

" (zo) = 24axy+6b=0
daxog+b=0,a#0
Ty — —b/4a

[zracunajmo se k = /¢"(x¢)/2aw.

Poiskati moramo le Se afino transformacijo, katera bo tocke iz grafa simetricne funkcije
slikala na graf splosnega polinoma cetrte stopnje. Se pravi tocko (z,y) — (Z,7). Ko-
ordinate zeljene tocke (Z,7) dobimo s pomocjo sledece afine transformacije (s faktorjem
povecanja k v x smeri ter |a|k* v y smeri).

(5)= (o ) o) (5) (ot )

Ce zgornjo enacbo poracunamo, dobimo enachi za koordinati zeljene tocke T = kx + xg in
5 = kag'(z0) + yak' + g(zo).
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Rekli smo, da nasa tocka (z,y) lezi na grafu funkcije f, torej velja y = f(z) = z* + wa?
in x = (T — x9)/k. Ti dve enacbi ustavimo v izraz § in dobimo

7= a(T — x0)" + 59(20)(T — 20)* + ¢/ () (T — 20) + g(0).

Ce si dobro ogledamo prejsnji izraz, je ta Taylorjev polinom cetrte stopnje na g enak g(xo),
torej tocka (T, 7) res lezi na grafu g.

Ce podrobneje pogledamo, se tocka Py iz grafa funkcije f slika v tocko (g, g(0)). Izracu-
nani sta celo po istem principu, omenjenem ze prej. Vse tocke grafa funkcije f se preslikajo
v tocno dolocene tocke grafa funkcije g. Vzemimo primer splosnega polinoma cetrte stop-
nje (slika 3). Iz tega je razvidno, da so daljice PP, do PyPjy vzporedne, kot daljice na
grafu simetricnega polinoma f. Brez vecjih tezav se prepricamo da tocka Py deli daljici
Ps Py, PsP, v zaltem razmerju. Podobno velja tudi za tocki Pys in daljico PyP; ter Py in
daljico PyP,. Ker smo uporabili afino transformacijo je zgoraj navedeno ocitno, saj se vse
lastnosti grafa simetricne funkcije f prenesejo na graf splosnega polinoma cetrte stopnje s
prevoji, v nasem primeru na graf polinoma g.



Slika 3: polinom cetrte stopnje g(z) = 2z* — 22% — 222 + z + 1 in tocke od Py do P10

4 Posebno razmerje

Od samega zacetka se ukvarjamo s tockami, katerih Se zdale¢ ni zadosti. Opredelimo Se
nekaj novih tock na grafu polinoma cetrte stopnje s prevoji. Zaceli bomo z zacetno tocko
Py in s prevojema grafa Pj; ter Py (slika 4). Ce potegnemo tangento skozi prevoja grafa
dobimo povsem nove tocke, oznacimo jih Pi3, P4, Pi5 in Pig. Ko potegnemo premici skozi
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poimenujemo Pj7 in Pyg.

Slika 4: polinom cetrte stopnje g(z) = 2z* — 22% — 222 + x + 1 in tocke od Py do Py



Vsa dosedaj nasteta razmerja daljic (pridobljena s pomocjo tock oznacenih na grafu g)
zdruzimo v izrek:

IZREK. Naj bodo Py do Py, tocke na grafu polinoma cetrte stopnje s prevoji, in p =
(1++/5)/2, potem veljajo naslednje izjave:

e daljice Po, 1P, (n=1,...,10) so vse vzporedne

e presecisca tock na grafu in vzporednice s tangento skozi Py(xo,y0) so simetricno
namescena okoli tocke na premici z x = g

o P3Py = 2P P,

o PP =P P,

o PPy =P Py

o PyPig=\/oP1 P,

o P3Py =3PF,

o PirPig=@’P P,

o PisPy = PPy = P Pp/y

o PPy = 13111312/4,02

DoxkAz. Nove izjave (2, 7-11, del 1) lahko razmeroma enostavno preverimo za polinom
xt — 622, se pravi za f(z), w = —6, (ta polinom je enostavnejsi za uporabo tock P
do Py, kot prej uporabljeni simetricni polinom). Prevoji se preslikajo v prevoje z afino
transtormacijo (v nasem primeru ¢”(z) = ak?f"(z)), zato prejsnji argumenti veljajo tudi
v tem primeru.

U

Ce se vrnemo na zacetek, kjer smo imeli pentagram s polinomom cetrte stopnje (slika 1),
vidimo da ta zadosca le 4. in 5. izjavi nasega izreka. Podobno je prikazano tudi na sliki
(slika 5a), kjer se manjisi pentagram prilagaja notranjosti vecjega (v razmerju 1 : ¢?).
Nove izjave 9, 10 in 11 lahko podobno preverimo kot izjavi 4 in 5.

Pojav zlatega reza v navedenih polinomih odrazajo najdena ozvezdja pentagrama in grafi
polinomov cetrte stopnje (slika 5b).



(a) (b)

Slika 5: Polinom cetrte stopnje in pentagrami

5 Povzetek

Ce iz navedenih dognanj izlusc¢imo bistvo vidimo, da smo nasli karakteristi¢no dolzino
razmerja na grafu polinoma cetrte stopnje s prevoji, vkljucno z ve¢ ponovitvami zlatega
reza. Pomagali pa smo si seveda z afino transformacijo.
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