Prvi izpit - Ana4(F)

a) Resi Bernoulijevo diferencialno enac¢bo

b) Za a € [0, 1] je podana diferenéna enacba

Y2 = 2Us1 —ays, Yo =0,y = 1.

Pokazi, da je lim; o % # oo natanko tedaj, ko je a = 1.

Resitev: Uvedemo spremenljivko z = y~1 in dobimo linearno enacbo
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Resitev homogenega dela je 2, = Cz~2, z variacijo konstante pa
dobimo partikularno resitev z, = x3/3. Koncna resitev je torej
y=1/(Cax™2+23/3).

Karakteristicna enacha diferencne zveze je

A2\ +a=0.

Ce je a =1 sta nicli \y» =11n je y, = Ct + D. Ko upostevamo Se
zaGetni pogoj dobimo y, = t. Ce je a € [0, 1), sta nicli

/\172:1:|:\/1—(l.

Ko upostevamo zacetni pogoj, dobimo resitev

Y = 2\/—((1+\/1_—a) (1-vI—a)).

Prvi ¢len izraza gre proti neskoncnosti, drugi pa proti ni¢. Kvocient
Y/t gre proti oo.

. Podana je parcialna diferencialna enacba
Upy + Uy = 0, 0 <2,y <,

in robni pogoj za spremenljivko z: u,(0,y) = u,(7,y) = 0.
a) S separacijo jo resi za u(z,0) = u(x, ) = cos .

b) Ali ima problem enoli¢no resitev pri pogoju u(z,0) = wu,(z,0)?



Resitev: S separacijo dobimo sistem

X// Y//

Izkaze se, da so mozne resitve Xog = Cy za p = 0 in Xy = Cj, cos(kx)
za jn = —k?. Splosna resitev je torej

u=Ay+ B+ cos(kz)(Dye" + Exe ™).
k=0

Robni pogoji iz a) povedo: A= B =Dy, =FE,=0za k> 11in
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Robni pogoji iz b) ne dajo enoli¢ne resitve. Dve mozni resitvi sta na
primer v = 0 in u = €Y cos x.

3. Podan je nelinearni sistem
& =y+a(l-a?—y’)d-2*—y%),

y=-—c+y(l—2>—y)4—2"— 9.

Pokazi, da je (0,0) edina ravnovesna tocka in jo klasificiraj. Uporabi
polarne koordinate in poisci vse cikli¢ne resitve. Katere izmed njih so
stabilne? Narisi fazni portret.

Resitev: Velja xi — yy = 22 + y%. Ce je (x,y) ravnovesna tocka, je
torej 22 + y? = 0. Nadalje velja
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zato je izhodisce izvor. V polarnih koordinatah dobimo
F=r(1—-7r?)4—-1r, p = —1.

Imamo torej dve cikli¢ni resitvi r = 1 in r = 2. Ostale tokovnice
imajo obliko spiral, ki krozijo v smeri urinega kazalca in se
priblizujejo kroznici » = 1 ali pa se oddaljujejo od kroznice r = 2.

4. Poiscéi stacionarno tocko funkcionala

F(y) = /Oﬂ(y’)2 —y* — 22y dz.



pri pogojih y(0) =0, y(7r) = 7 in [; xyde = 0. Ali jo je mogoce
klasificirati z izrekom, ki smo ga uporabljali na vajah?

Resitev: Definiramo Ly = (y')? — y* — 2zy + Azy. Splosna resitev
Euler-Lagrangeovega sistema

29" = -2y — 2x + \x

jey = Acosz+ Bsinx + (A/2 — 1)z. Iz dodatnih pogojev razberemo
A=0,\=4in B=—7?/3. Kar zadeva klasifikacijo so mnozice

M, = R? sicer konveksne, a ima Hessejeva matrika Hp, lastni
vrednosti A = 42, kar onemogoci uporabo izreka.



