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2 Uporabe : ” 5 o ’
3 Dodatok QI
g‘"\

Math fun: Pascal triangle

@ Pravilo vkljutitev in izklju&itev

Utilnica: http://ucilnica.fmf.uni-lj.si/course/view.php?id=39
Razlic¢ica: 19. november 2013
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http://home.covad.net/~bfjacobs/Student_Info/Math_Fun/Patterns/Pascal's_Triangle/usingpascal's.htm
http://ucilnica.fmf.uni-lj.si/course/view.php?id=39
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Pravilo
vkljucitev in
izkljucitev
Uporabe

Dodatek

Osnove

V teoriji mnoZic smo spoznali, da velja za kon&ni mnoZici A in B
enakost:
m(A) + m(B) =m(AU B)+m(AN B)

e m(AUB) =m(A) + m(B) —m(AN B)

in,¢eje BCA
m(A\ B) =m(A) — m(B)

Ti enakosti lahko uporabimo pri re$evanju naslednje naloge.
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. Zgled: knjige 1

DiMa 3
Vkljucitve in L. .

izkljutitve Na polici je 15 knjig, od tega
V. Batagelj jih je 10 z rdedimi platnicami; 8

_ je matemati¢nih; 5 matemati¢nih
Ve in knjig ima rdee platnice. Koliko
ey nematemati¢nih knjig nima rdecih
Uporabe platnic?
Dodatek

m(R°N M) =m((RUM)) =

m(K\(RUM)) = m(K)—m(RUM) =

m(K) — m(R) —m(M) + m(RN M) =15-10—8+5 =2



Zgled: knjige 2

DiMa 3
Vkljucitve in
izklju&itve
V. Batagelj Na polici so .knjlge. O njih vemo naslednje (glede na tri lastnosti:
debelost, jezik, snov):
Pravilo . . . X
vkljutitev in e vsaka knjiga ima vsaj eno od teh treh lastnosti;
izkljucitev
Uporabe e 20 knjig je debelih; 12 izmed njih je v slovensini, od tega samo
Dodatek 1 matemati(vtna;

® na polici je vsega 24 slovenskih knjig, od tega 12 matemati¢nih;
e vseh matemati¢nih knjig je 17 , od tega 6 debelih.

Koliko knjig je na polici?
Oznatimo mnozice knjig z D, S, M. Naloga sprasuje po
m(DUSUM).
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Vkljucitve in
izklju&itve

V. Batagelj
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vkljucitev in
izkljucitev
Uporabe
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... Zgled: knjige 2

Preden nadaljujemo, posplosimo enakost z zaletka poglavja na tri
mnoZice:

m(AUBUC)=m(AU(BUC)) =
m(A)+m(BUC)—m((AN(BUC(C))
=m(A)+m(B) +m(C) —m(BNC)—m((ANB)U (AN ())
= m(A) +m(B) +m(C)—
—m(BNC)—m(ANB)—m(ANC)+m(ANnBNC)
Torej je:
m=m(DUSUM)=m(D)+m(S) +m(M)—
—m(DNS)—-m(DNM)—m(SNM)+m(DNSN M)
=204+24+17—(124+12+6) +1 =32
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Pravilo vkljuditev in izkljucitev

DiMa 3

Vkljucitve in Primera lahko posplosimo v obrazec — pravilo vkljugitev in izklju&itev:

izklju&itve

V. Batagelj n n

i—1
m(|JA)=> (-1)" Y m([)A

Pravilo ( ’) ( ) ( k)
vkljuditev in i=1 i=1 ceC(n,i) keC
izkljucitev
Uporabe
Dodatek Dokazujemo s popolno indukcijo. Za n = 2,3 je trditev Ze dokazana

v obeh primerih. Poglejmo si $e indukcijski korak:

n+1

m(U A)=m( JAUA) =

i=1

m(An1) +m(( JA) = m(Ana 0 JA)
i=1 i=1



DiMa 3
Vkljucitve in
izklju&itve

V. Batagelj

Pravilo
vkljucitev in
izkljucitev
Uporabe

Dodatek

... Pravilo vklju€itev in izklju€itev — dokaz

Poglejmo si zadnji &len poblize. Ozna&imo:
C(n,N\V(n+1)={Cu{n+1}:Cel(n,i)}

pa lahko nadaljujemo

n

m(Api1 N U Ai) =m(| J(AiN Ani1)) =

i=1

=207 >0 m(( (AN An)) =

cec(n) keC

=3 Y m( A

cec(ni)V(ntl)  keC



DiMa 3
Vkljucitve in
izklju&itve

V. Batagelj

Pravilo
vkljucitev in
izkljucitev
Uporabe

Dodatek

... Pravilo vklju€itev in izklju€itev — dokaz

oziroma

n+1

m((J A) = m(An1) + > (-1 D0 m(() A-
i=1 i=1

cec(ni) keC

2y Y m()AY

i=1 ceC(n,i)V(n+1) keC

in od tu, &e upostevamo

C(n,i+1)UC(n,i)V(n+1) = C(n+1,i+1)
C(n+1,00V(n+1) = {{n+1}}

kon&no
n+1 n+1

m(Ja) =307 Y m() A

i—1 cec(ntl,i) keC

kar je bilo treba pokazati.
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DiMa 3
Vkljucitve in
izklju&itve

V. Batagelj
Pravilo
vkljucitev in
izkljucitev
Uporabe

Dodatek

... Pravilo vkljucitev in izkljucitev

Pogosto zapisemo pravilo vkljuitev in izklju€itev $e v naslednji obliki:
Naj bo S univerzalna mnoZica (podrogje pogovora). Ozna&imo
A€ =S\ A. Tedaj, kot vemo, velja:

UAary=Na mw ((A)r=UA
i=1 i=1 i=1 i=1
ter m(A°) = m(S) — m(A). Od tu pa, & upostevamo:
C(n,0) = {0} in ﬂAk:S
kel

dobimo po pravilu vkljuéitev in izkljucitev:

n

m(()49) = m(S) ~m(JA) = Y(-1) 3 m(() Ay

i=0 CeC(n,i) keC

10/27



Zapomnimo si ga takole

m(A°BSC<) = m((1 — A)(1 — B)(1 - C)) =

= m—m(A)—m(B) —m(C)+m(AB) +m(AC)+m(BC) —m(ABC)
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DiMa 3
Vkljucitve in
izklju&itve

V. Batagelj
Pravilo
vkljugitev in
izklju&itev
Uporabe

Dodatek

Zgled: deljivost

Koliko stevil med 1 in N = 100(1000000) je deljivih z 12 in hkrati
niso deljiva z nobenim izmed &tevil 10, 15 in 21 7
Vpeljimo naslednje mnoZice:

A — Stevila deljiva z 12
B - Stevila deljiva z 10
C - stevila deljiva z 15
D - &tevila deljiva z 21

Upostevajmo e

m({neN:n<NAaglni=12,...k})=

B N
~ |lem(ay, ap, - - - ax)

kjer je lem najmanjsi skupni veckratnik.
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DiMa 3
Vkljucitve in
izklju&itve

V. Batagelj

Pravilo
vkljugitev in
izklju&itev

Uporabe

Dodatek

... Zgled: deljivost

Ce uporabimo 'simboli¢ni’ zapis pravila vkljutitev in izkljutitev, je
iskano 3tevilo: m(AB°CD¢) =m(A(l-B)(1-C)(1-D)) =

= m(A)—m(AB)—m(AC)—m(AD)+m(ABC)+m(ABD)+m(ACD)—m(ABCD)
= |56 - [&6) - [&4) * [eo) * |as0) * |330) ~ | 330)
N N N N
- M " hzoJ B M B M

In v posebnih primerih: za N = 100 je:
m(AB<CD)=84+0-1-1=6

ustrezna Stevila so: 12,14, 36,48,60,72,84,96.
Za N = 1000000 pa dobimo:

m(AB°C°D) = 83333 + 2380 — 16666 — 11904 = 57143
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Vkljucitve in
izklju&itve

V. Batagelj
Pravilo
vkljugitev in
izklju&itev
Uporabe

Dodatek

Zgled: permutacije

Koliko je permutacij reda n, ki ne pribijejo (fiksirajo) nobenega
elementa?

Vpeljemo mnozice: Ax = {7 € S, : w(k) = k}. Tedaj je iskano
$tevilo permutacij N enako:

n n

N =m(()A9) =3 (-1 3 m(() A

i=1 i=0 cec(ni)  keC

Naj bo C € C(n, i), tedaj je otitno m((,.c Ax) = (n —i)! in zato

N = (-1 > (n-i)
i=0 cec(n,i)
? i N (N (-1 nl
= (=)' (n=0" . ) =n! .~
i=0 <I> i=0 il
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DiMa 3
Vkljucitve in
izklju&itve

V. Batagelj

Pravilo
vkljugitev in
izklju&itev

Uporabe

Dodatek

Zgled: Stirlingova Stevila druge vrste

Poglejmo Se enkrat vprasanje:

Na koliko razli¢nih nacinov lahko postavimo n razli¢nih

predmetov v r razlicnih predalckov, ne da bi ostal kaksen
prazen?

Oznatimo iskano stevilo z N. Kot vemo, je odgovor N = r!S(n, r).

Poglejmo sedaj $e, kaj nam da pravilo vkljucitev in izkljuditev.
Postavimo:

Ak = mnozica porazdelitev, pri katerih je
k-ti predalcek prazen

tedaj je oditno

r

N=m(()A) = (1) 3 m() A

i=0 cec(r,i)y  keC
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DiMa 3
Vkljucitve in
izklju&itve

V. Batagelj
Pravilo
vkljugitev in
izklju&itev
Uporabe

Dodatek

... Zgled: Stirlingova Stevila druge vrste

Upostevajmo, da pri izbranem C € C(r, i), ker je i predal€kov praznih,

porazdelimo predmete po preostalih r — i predalckih; in je zato

m(ﬂ A)=(r—1i)"

keC

Tako dobimo

ZdruZimo oba izraza za N in Ze imamo obrazec za izradun
Stirlingovih $tevil druge vrste:

() = L§<—1>r—f(;) "

16
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DiMa 3
Vkljucitve in
izklju&itve

V. Batagelj

Pravilo
vkljugitev in
izklju&itev

Uporabe

Dodatek

Zgled: Eulerjeva funkcija in Mobiusova funkcija

Oznatimo za dano naravno $tevilo n € Nt ;

®(n) ={geN":qg<nAged(q,n) =1}

Torej vsebuje ®(n) vsa naravna %tevila med 1 in n, ki so si tuja z n.

Moti mnozic ®(n) dolotajo Eulerjevo funkcijo:

p(n) = m((n))
Kako izratunamo ¢(n)? Kakor vemo lahko vsako naravno 3tevilo n

zapiSemo v obliki:
k
(e
n=]]#i
i=1

kjer so p; razli¢na prastevila in ; > 1. Vpeljimo mnoZice:

Ai={qeN":q<nApilq}
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DiMa 3
Vkljucitve in
izklju&itve

V. Batagelj

Pravilo
vkljugitev in
izklju&itev

Uporabe

Dodatek

... Zgled: Eulerjeva funkcija in Mobiusova funkcija

Tedaj je
k
o(n) = [ A
i=1

in zato po pravilu vkljucitev in izkljucitev

k

p(n) =3 (-1 > m([)4)

i=0 cec(k,i)y jeC
Ker je Mjec Aj={a €N g < n A Ajec(pila)} =
{geN" 1 g<nA(Lccr)la} je

m([) A) =

jec Hjec Pj

n
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DiMa 3
Vkljucitve in
izklju&itve

V. Batagelj

Pravilo
vkljugitev in
izklju&itev

Uporabe

Dodatek

. Zgled: Eulerjeva funkcija in Mobiusova funkcija

k
in dalje  (n) = nZ( Z H = nH

i—1 cec(hiyjec P i=1
Izratunajmo za primer (60). Ker je 60 = 22.3.5, je

1 1 1
P(60) = 60 (1= 5)- (1= 3)- (1 - £) =16

Res,

®(60) = {1,7,11,13,17,19, 23,29, 31,37, 41, 43, 47, 49, 53,59}
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DiMa 3
Vkljucitve in
izklju&itve

V. Batagelj
Pravilo
vkljugitev in
izklju&itev
Uporabe

Dodatek

.. Zgled: Eulerjeva funkcija in Mobiusova funkcija

Obrazec za p(n) lahko zapisemo Ze drugate, & uvedemo Mobiusovo
funkcijo
1 n=1
p(n)=4¢ 0 p?|n, p je prastevilo
(=% n=pip2---px

Tedaj lahko zapiemo
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... Zgled: Eulerjeva funkcija in Mobiusova funkcija

DiMa 3
Vkljucitve in
izklju&itve

: Za Mobiusovo funkcijo velja:
V. Batagelj

Pravilo E lU,(d) = 0, n > 1
vkljugitev in
izkljutitev d|

Uporabe .
V to se prepri¢amo takole.

Zapiemo n kot produkt prastevil n = Hfle pi’, o > 0; tedaj ima
vsak delitelj d obliko:

Dodatek

K
dZHP?'Q @ > P >0
i=1

No, &e je kak 8; > 1, je u(d) = 0.
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DiMa 3
Vkljucitve in
izklju&itve

V. Batagelj
Pravilo

vkljugitev in
izklju&itev

Uporabe
Dodatek

.. Zgled: Eulerjeva funkcija in Mobiusova funkcija

Torej k vsoti prispevajo le &leni, za katere ima d obliko:

k
d:Hp,@a ﬁle{ovl}
i=1

To naprej pomeni, da vsaka kombinacija iz prastevil py, ..., px doloda
delitelj. Njihovi prispevki vsoti pa so

2.1 = (o) = (1) + (5) v v (§) =0

S tem je trditev dokazana.



. Mobiusova inverzija

DiMa 3
Vkljucitve in
izklju&itve
V. Batagelj Za Mobiusovo funkcijo velja $e naslednja zanimiva lastnost —
Mobiusova inverzija:
VPk'az"E'?tevm Naj bo funkcija g definirana na naravnih $tevilih in je funkcija f
izkljugitev dobljena iz g po obrazcu
Uporabe

Dodatek f(n) = Zg(d)
d|n

Tedaj lahko g dobimo iz f po obrazcu

g(n) = > u(d)f()
d|n
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DiMa 3
Vkljucitve in
izklju&itve

V. Batagelj

Pravilo
vkljugitev in
izklju&itev

Uporabe
Dodatek

. Mobiusova inverzija — dokaz

Pokazati moramo, da je vrednost desne strani zadnje zveze enaka
levi. Poskusimo:

Zu(d)f =3 u(d)g(c)

dln c|§

Kakor vemo, lahko zamenjamo vrstni red sumiranja in dobimo
=> g(c)> ud)
cln d|2

Notranja vsota je enaka 0 za vse ¢ < n. Tako ostane le 8e indeks

Cc = n:
=" e(0) S () = g(nu(1) = g(n)

dl1

Opomba: Izrek velja tudi v obratno smer.
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DiMa 3
Vkljucitve in
izklju&itve

V. Batagelj

Pravilo
vkljugitev in
izklju&itev
Uporabe
Dodatek

Posledice

Poglejmo %e nekaj posledic pravila vkljucitev in izklju€itev. Oznacimo:

s(0) = m(S)

s()= > m([A) >0

cec(n,i) keC

Tedaj velja izrek:
Stevilo elementov, ki vstopajo natanko v p izmed mnoZic
A1, Az, ..., A, je enako

N(p) = i(—l)"-f’( )t

i=p
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DiMa 3
Vkljucitve in
izklju&itve

V. Batagelj
Pravilo
vkljugitev in
izklju&itev
Uporabe
Dodatek

Dokaz izreka

Elementi, ki nastopajo natanko v p izmed mnoZic so $teti po enkrat v

s(p).
Vsak element, ki vstopa v najve¢ p + j,j > 0 mnoZic pa je Stet

)
p+r

krat v s(p+r), 0 < r <j. Torej k N(p) prispeva skupaj

S ()

Upostevajmo, da velja
p r—p

(0)-

26
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pa imamo kon&no

S tem je izrek dokazan.

pti

= () e

()=

J

r=0

()h)-

Iz zadnjega izreka dobimo zanimivo posledico.

r
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Stevilo elementov v sodih mnoZicah

s Sestavimo obi¢ajno rodovno funkcijo 3tevil N(p):
izkljutitve
V. Batagelj Z N(p) xP = ZZ < > (1)xP
p=0 i=p
Pravilo
S in upo3tevajmo naslednjo lastnost konZnih vsot 377" o >~ a(i,j) =
e o S_ya(i,j) pa lahko nadaljujemo:
Dodatek n i . n
G =Y s()>" (’)xp(l)fp =3 s(i)(x — 1)
i—0  p=o ‘P —o

Torej je G(1) = s(0) = >, N(i) in
G(-1) =21 os(i)(—2)" =37 (=1)'N(i). Od tu dobimo obrazec
za Stevilo elementov, ki nastopajo v sodo mnoZicah:
L)
N(2i) = )+ Z
i=0
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