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Primer 2: They Rule
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http://www.theyrule.net/
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Primer 3: Molekule




Graf, vozlis¢e, povezave

DiMa 5

Osnovno o nasprotn? b zanl‘;a
grafih povezavi | vzporedni
povezavi
V. Batagelj
Primeri
Osnove X o g
; usmerjena
Podgrafi povezava f

Homomorfizem

L

Stopnje
Posebni grafi neusmerjena l
povezava
K - i
totka — j osamljena

Graf  imenujemo  trojico
G=(V,E A), kjerso V,E
in A paroma lotene (kon&ne
ali  Stevno  neskontne)
mnoZice. MnozZica V je
mnozica vozlis¢ (ali tock)
grafa G; mnozici E in A
pa zaporedoma mnoZica
neusmerjenih  povezav in
mnoZica usmerjenih povezav
grafa G. Mnozici E in A sta
lahko tudi prazni.

Graf lahko narisemo tako, da za vsako vozlis¢e nariSemo krogec, povezave
pa prikazemo s &rtami, ki veZejo ustrezna vozlis€a. Ce je povezava

usmerjena, nakazemo smer s puiCico. Pogosto tudi tako dobljeni sliki grafa

pravimo kar graf.
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Usmerjene in neusmerjene povezave, zanke

DiMa 5
=
V. Batagel v Y Vsaki povezavi iz L = E U A pri-
f o Badata dve vozli§¢i - njeni krajis¢i.
Primeri 9 Ce je povezava usmerjena, je eno
Osnove u o] t@ krajiste zaletek, drugo pa konec
Podgrafi p(u:w) a(y,r) q(t:t) povezave.

Homomorfizem

Da ima neusmerjena povezava p krajis¢i u in v bomo zapisali

p(u: v), oziroma enakovredno p(v: u); in a(y,x), da je vozlis¢e y
zaletek in vozli¥¢e x konec usmerjene povezave a. Rekli bomo tudi,
da povezava p € E veZe svoji krajisti, in da povezava a € A gre (vodi)
od svojega zaletka do svojega konca. V primeru, ko predstavlja obe
krajis¢i povezave isto vozlis¢e, pravimo taki povezavi zanka. Vozlis¢e,
ki ni krajis¢e nobene povezave, je osamljeno (izolirano) vozliste.

Stopnje

Posebni grafi
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Opis grafa — mnoZzice
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Krajis€e, zaletek, konec, dvojéek

Oznatimo z V® = {{u,v} : u,v € V} mnoZico vseh eno ali dvo
elementnih podmnoZic mnoZice vozlis¢ V. Pri opisu zvez med vozlis¢i
in povezavami bomo uporabljali naslednje funkcije:

ext: L — V@ — kraji&i povezave

init: A— V — zaletek povezave
term: A— V — konec povezave

twin: VxL—->V — drugo krajis¢e povezave

ki zados¢ajo naslednjim zahtevam:

ext(p(u: v)) = {u,v}  ext(a(u,v)) = {u, v}
init(a(u,v)) = u term(a(u, v)) = v
twin(u, a(u, v)) = v twin(u, a(v,u)) = v
twin(u, p(u: v)) = v
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Razsiritev zapisa na vse povezave

V nadaljnem nam bosta prisli prav naslednji razsiritvi zapisa povezav:
naj bo p € L, potem pomeni

p(u,v)=(pe Enp(u:v))v(peAnpu,v))

p(u: v) = p(u,v) v p(v,u)

Povezavi sta vzporedni, ¢e imata isti krajis¢i.
Ce je A= ¢, pravimo, da je graf neusmerjen; in je usmerjen, e je

E=y.
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Enostavni grafi

Kadar veZe vsak par vozlis¢ v danem

O grafu kve€jemu ena neusmerjena

povezava ali pa vodi v vsako smer

najve po ena usmerjena povezava

in graf nima neusmerjenih zank,

/—O pravimo da je graf enostaven. Enos-

(e} tavnim usmerjenim grafom pravimo
tudi relacijski ali Bergeovi grafi.

Pri enostavnih grafih je vsaka povezava enoli¢no doloena s krajis¢ema in
vrsto (usmerjena/neusmerjena). Zato lahko neusmerjeno povezavo s
krajis¢ema u in v ozna&imo kar z (u: v); usmerjeno povezavo z zatetkom
u in koncem v pa z (u,v). Potemtakem je mnoZica povezav A relacijskega
grafa G = (V, &, A) povratno enoli¢no povezana z relacijo:

Ra={(u,v):3aeA:a(u,v)} S VxV

Tako smo pridli do obitajne definicije relacijskega grafa kot dvojice (V, R),
pri ¢emer je R € V x V dvomestna relacija nad V.
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Kon¢ni grafi
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Ce so vse tri mnozice V, E in A konine, je tudi graf koncen. V tem
sestavku se bomo v glavnem ukvarjali le s konénimi grafi, zato bomo
ta pridevnik opustali. Stevilo vozlise grafa bomo oznaéevali z n,
$tevilo povezav pa z m. Torej
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Podgrafi
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Stopnje
Posebni graf n = card(V) in m = card(L)
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Graf G je enostaven ntk. vse vrednosti v matriki so 0 ali 1.
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Slika grafa / Matri¢ni prikaz
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Na sliki je prikazan graf trgovine med izbranimi drzavami sveta. Pri ve&jih
grafih z veliko povezavami postane slika grafa nepregledna; v matri¢nem
prikazu, za ustrezni vrstni red vozli§¢, pa lahko opazimo pravilnosti in

vzorce.
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Podgrafi

Graf H= (V' E', A'), za katerega velja V' < V in L' c L,
imenujemo podgraf grafa G = (V, E, A) in zapisemo H < G. Pozor,
ker je H graf, so vsa krajis¢a povezav iz L' v V'.
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Ceje V' =V, govorimo o vpetem podgrafu. Poleg vpetih podgrafov
poznamo %e podgrafe, porojene z mnozico vozlig¢ V' < V:

U'=L(V)={pel:JuveV :p(u:v)},

ext(p) = V/
oziroma z mnoZico povezav L' < L:

V' =V({')={veV:3pel'Jue V:p(u:v)}

= Uperr ext(p) = ext(L")
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Homomorfizmi in izomorfizmi

DiMa 5

Osnovno o

arafi G H Imejmo grafa G = (V,E,A) in
V. Batagelj P H = (V' E',A). Preslikavi ¢ :
A . (%W) 3 l[/(p) V — V, in w . L — L/ dOlOEata
Frimed ) Sibki homomorfizem grafa G v graf
ST H natanko takrat, ko velja:
Podgrafi
Homomorfizem
Stoprje Vu,ve VVpe L: (p(u: v) = 1(p)(e(u): (v)))
Posebni grafi oziroma dolo¢a (krepki) homomorfizem grafa G v graf H natanko

takrat, ko velja:
Vu,ve VVpe L: (p(u,v) = v¥(p)(e(u),o(v)))

Pri enostavnih grafih je krepki homomorfizem dologen Ze s preslikavo
®.
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Izomorfizmi in stalnice

V primeru, ko sta ¢ in 1 bijekciji in v ustreznem pogoju velja
namesto implikacije ekvivalenca, pa govorimo o izomorfizmu grafov
G in H . Da sta grafa Sibko izomorfna zapisemo G ~ H; da sta
(krepko) izomorfna pa G ~ H. Obe izomorfnosti sta ekvivalenZni
relaciji in velja rc~.

Stalnica ali invarianta grafa imenujemo vsako grafu prirejeno Stevilo,

ki je enako za vse med seboj izomorfne grafe. Stalnice imajo
pomembno vlogo pri postopkih za ugotavljanje izomorfnosti grafov.
V nadaljevanju bomo spoznali vet stalnic.
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Homomorfizem
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Zvezde, kratnosti in stopnje
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V. Batagelj . .

arees Stevila vseh povezav izbrane
Bt vrste (usmerjene/neusmerjene,
Osnove vstopajole/ izstopajote, vse, ...)
Podgrafi s kraji¢em v danem vozlisu,

oziroma Stevila povezav, ki veZejo
dani vozlig¢i, imenujemo kratnosti
povezav.

Homomorfizem
Stopnje

Posebni grafi

Formalno vpeljemo kratnosti s pomod&jo zvezd. Zvezda v danem
vozli¢u je mnoZica vseh povezav, ki imajo to vozlis¢e za krajisce:

L(v) = {p:veext(p)}
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Zvezde, kratnosti in stopnje

oo s Pravzaprav poznamo ve¢ vrst zvezd. Npr.:
grafih

V. Batagelj LO(V) = {p : eXt(p) = {V}}
A E(v) = {p:peE rveext(p)}
Osnove Aterm(v) = {p:peAnterm(p) = v}
e _ Tako lahko definiramo kratnost povezav v vozlis¢u u ali stopnjo
Homo‘morflzem VOZ|i§(\fa u
Stopnie d(u) = card(L(u))

Posebni grafi
kratnost povezav med vozlis¢ema u in v

d(u,v) = card(L(u) n L(v))
in kratnost usmerjenih povezav iz vozliséa u v vozlis¢e v

Adout(u7 V) = Card(Ainit(U) N Aterm(v))



/veze

DiMa 5
Osnovno o

grafih

: Med kratnostmi velja cel kup zvez. Na primer:
V. Batagelj
Primeri d(u7 V) = d(V, U)
Osnove .
Podgrafi n d d
Homomorfizem (U) = 2 (U, V)
veV

Stopnje
R Kadar Zelimo posebej povedati, da se neko Stevilo nanasa na graf G,
osebni grafi

mu dodamo oznako grafa. Tako na primer z oznako d(u,v; G)
poudarimo, da gre za kratnost povezav med vozlis¢ema v in v glede
na graf G.

Ce je za vsako vozlise v € V stopnja d(v) kontna, pravimo, da je
graf lokalno konten.
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Valence

Na povezave s krajis¢em v danem vozlis€u lahko gledamo na dve
natina (povezave v celoti; ali pa &isto lokalno, kot polpovezave —
zanke ¥tejemo dvakrat). Zato vpeljemo $e pojem valence:

v(u) = d(u) + do(u)

kjer je do(u) = card(Lo(u)) Stevilo zank v vozlistu u.

Poglejmo si vsoto vseh valenc. Vzemimo povezavo p s krajiséema u
in t. Ce je u # t, $tejemo povezavo enkrat v valenci vozli¥éa u in
drugi¢ v valenci vozlis¢a t; e pa je u = t, je p zanka in jo, po
definiciji valence, Stejemo dvakrat v vozlis¢u u. V vsakem primeru jo
v vsoti vseh valenc $tejemo natanko dvakrat. Torej je:

2 v(u) =2m oziroma (Z v(u)) mod2 =0

ueV ueV

25 /31



Lema o rokovanjih

DiMa 5

Osnovno o Od tu izhaja naslednja ugotovitev:
grafih V vsakem grafu je sodo vozlis¢ lihe valence.

V. Batagelj . . . . )
Dokaz: Naj bo Vj mnoZica vozlis¢ sode valence in V; mnoZica

Primeri vozlis¢ lihe valence. Velja Vo u Vi =V in Vy n Vi = F. Zato je

Osnove

Podgrafi 0 = (D) v(w)mod2= (D] v(u)+ > v(u)) mod?2

Homomorfizem ueV ueVp ueVy

s = (D] v(w) mod 2+ ()] v(u)) mod 2) mod 2

Posebni grafi ueVy ueVy

= card(V;) mod 2

[
Gornji izrek pogosto imenujejo tudi lema o rokovanjih, kar izhaja iz
naslednje “preobleke”: Na nekem srecanju se je vel ljudi med seboj
rokovalo. Vselej se je sodo izmed njih rokovalo z lihim Stevilom
udeleZencev srecanja.
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Sosedi

Vozli&¢i sta sosednji, &e sta krajis¢i skupne povezave. Podobno kot
obstaja vel vrst zvezd, obstajajo tudi ustrezne mnoZice sosedov dane
vozlis¢e. Tako je na primer:

ext(L(v))\{v} — (pravi) sosedi vozlis¢a v
ext(E(v) U Aterm(v)) — (neposredni) predhodniki vozlig€a v
ext(E(v) U Anmit(v))  — (neposredni) nasledniki vozlis¢a v

V konénem grafu je sodo vozlis¢, ki ima liho pravih sosedov. To lahko
sprevidimo takole. Grafu G = (V/, E, A) priredimo ogrodje (skelet), to
je enostaven neusmerjen graf S(G) = (V, E', &), pri Cemer je:

E'={(u:v):uveV,u#v,Ipel:p(u:v)}

Ker je v(u; S) enaka Stevilu pravih sosedov vozlis¢a u v grafu G, je,
po prejsnji trditvi, trditev dokazana.

27 /31



DiMa 5
Osnovno o

grafih

V. Batagelj

Primeri
Osnove
Podgrafi
Homomorfizem
Stopnje

Posebni grafi

5(G) in A(G)

S stopnjo vozlis¢a sta povezani dve stalnici grafa: najmanjsa valenca
d(G) in najvetja valenca A(G)

0(G) =minv(u) in A(G) = maxv(u)

ueV ueV

Ce imajo vsa vozlisa grafa isto valenco r, pravimo, da je graf
r—regularen (pravilen). 3-regularnim grafom pravimo tudi kubi&ni
grafi. Na sliki je prikazanih nekaj kubi¢nih grafov.

Drugi izmed njih je
Petersenov graf, ki ima
v teoriji grafov pomem-
bno vlogo kot ‘“deZurni”
protiprimer.
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- Nicelni graf in polni graf
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Poglejmo si 8e nekaj primerkov enostavnih neusmerjenih grafov:

Ni¢elni graf na n vozlis¢ih: N, = (V, ) , card(V) = n
Polni graf na n vozligtih: K, = (V, E), card(V) = n,
E={(u:v):uveV Aau+#v}

Na sliki sta prikazana grafa Ny in Ks.
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1110
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Na sliki sta prikazana grafa trirazsezne kocke
Qs in StirirazseZne kocke Q4.

k—razsezno kocko @y lahko opi¥emo na primer
takole. Za mnoZico vozlis¢ V' vzamemo nar-
avna $tevila od 0 do 2 — 1. Naj bo u =
Ug—1Uk—2 ... Upurtg (2) dvojiski zapis Stevila-
vozli§¢a u. Tedaj mnoZico povezav k—razseZne
kocke opisemo takole

k—1

E={(u: v):Z(u;Mv,-)zl}

i=0

Dvojiski Stevilki krajis¢ povezave se razlikujeta
natanko na enem mestu.

30
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Pravilni poliedri — Platonska telesa
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