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Nekoliko ohlapno povedano je graf ravninski ali planaren natanko

N Bateel takrat, ko ga lahko v ravnini prikaZemo (narigemo, vloZimo) tako, da
se nobeni krivulji, ki predstavljata povezavi, ne seteta (razen v
skupnem kraji¢u, & ga imata).
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el et Zgled: Kakor vidimo s slike je graf K5 — (1: 2) ravninski. O
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Ravninski grafi in Jordanove krivulje

Fary je leta 1948 pokazal, da lahko vsak enostaven ravninski graf brez
zank nariSemo na zahtevani nacin tako, da so povezave predstavljene
z daljicami. Graf iz prejSnjega primera Ks — (1: 2) nari¥emo na
primer tako, kot je prikazano na desni strani slike.

Za natan&nejsi opis vloZitve grafa v ravnino (ali kako drugo ploskev),
moramo uporabiti pojem Jordanove krivulje ali loka. To je zvezna

krivulja v ravnini, ki ne seCe sama sebe. Krivulja je sklenjena, e se
njeni krajis¢i ujemata. VloZitev grafa v ravnino je preslikava, ki
vozlis¢em grafa priredi totke ravnine, povezavam pa Jordanove
krivulje med to¢kami, ki pripadajo njihovim krajis¢em, tako da ni
presecnih tock. Presetno totko dobimo, &e se krivulji sekata v tocki,
ki ne pripada nobenemu vozlis€u grafa, ali pa, & gre krivulja skozi
tocko, ki pripada vozlis€¢u grafa, ki ni krajis¢e krivulji pripadajote
povezave.



Jordanove krivulje
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Duzinost Pri dokazovanju lastnosti vloZitev nam pride prav naslednja izpeljanka
Jordanovega izreka:

IZREK

Naj bo C sklenjena Jordanova krivulja v ravnini in x ter y poljubni
razli¢ni tocki na njej. Potem vsaka Jordanova krivulja, ki ju veZe,
poteka (razen obeh tock) v celoti po zunanjosti ali pa v celoti po
notranjosti C, ali pa seka krivuljo C v tocki razli¢ni od x iny.
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Jordanove krivulje

Z upostevanjem tega izreka ni teZko pokazati na primer:

IZREK

Naj bo C sklenjena Jordanova krivulja v ravnini in x,y, u, v

zaporedne tocke na C. Tedaj ne moremo po zunanjosti (notranjosti)

krivulje speljati Jordanovi krivulji, ki bi vezali para tock x,u iny,v,
ne da bi se ti dve krivulji sekali.
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Stereografska projekcija

S  stereografsko  projekcijo
skozi “severni telaj” lahko
pokazemo, da je graf ravninski
natanko takrat, ko ga je
mogoce vloZiti v sfero (oblo —
povriino krogle).

Posamezna vloZitev grafa v ravnino razbije ravnino na “zaplate”, ki
jim pravimo obmodja ali lica. Dve to&ki ravnine, ki ne leZita na sliki
grafa, pripadata istemu obmo&ju natanko takrat, ko ju lahko
poveZemo s sklenjeno krivuljo, ki ne see slike grafa. VloZitev grafa v
splodnem ni enoli¢na. Velja pa izrek:

IZREK (Whitney)

Visak 3-povezan ravninski graf je mogole na en sam nacin vioZiti v
sfero.

~
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Eulerjeva enakost

IzkaZe se 3e, da je $tevilo obmocij, na katera razpade ravnina, za vse
vloZitve danega grafa v ravnino isto in da velja zveza:

IZREK (Euler, 1736)

Naj bo G povezan ravninski graf in n,m in f zaporedoma Stevila
vozlis¢, povezav in obmocij. Potem velja:

m+2=n+f

Dokaz: Naj bo G nek povezan ravninski graf z m + 1 povezavami.
Graf G lahko na vsaj en na&in dobimo iz nekega povezanega
ravninskega grafa G’ z m povezavami, tako da mu dodamo novo
povezavo e. Pri tem nastopijo naslednje moZnosti:
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. Eulerjeva enakost

e je zanka :

n(G) =n(G") m(G)=m(G")+1 f(G)=1(G")+1
e povezuje dve razli¢ni vozli¢i grafa G’ :

n(G)=n(G") m(G)=m(G)+1 f(G)=f(G")+1
e povezuje vozlis¢e grafa G’ z novom vozlig¢em :

n(G)=n(G")+1 m(G)=m(G")+1 f(G)="r(G")

Za vse tri moZnosti pa velja
n(G) + f(G) — m(G) = n(G') + f(G") — m(G")

Torej je izraz n(G) + f(G) — m(G) konstanten za vse povezane
ravninske grafe. Vrednost konstante dolo&imo na primer iz vrednosti
za graf Ki: m = 0 in (zaradi povezanosti) n = f =1 . Torej je res

n(G)+f(G) =m(G) +2
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Eulerjeva enakost — posledice

Iz Eulerjeve enakosti izhaja ve¢ lastnosti ravninskih grafov:

IZREK
(posplosena Eulerjeva enakost): Naj bo G ravninski graf, ki ga
sestavlja k komponent. Potem velja

n+f=m+k+1

Dokaz: Uporabimo Eulerjevo enakost za vsako komponento posebe;.
Neskonno obmodje Stejemo le enkrat. O

IZREK
V povezanem enostavnem ravninskem grafu, ki ima vsaj dve
povezavi, velja ocena:

gf<m<3.n—6
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Eulerjeva enakost — posledice

Dokaz: V enostavnem neusmerjenem grafu ni veckratnih povezav in
zank, zato je vsako obmo&je omejeno vsaj s tremi povezavami. Naj
bo L’ mnoZica povezav, ki razmejujejo obmotja. Tedaj je 3.f < 2.|L/|
oziroma 3
SE<IUI<|t=m
2
S tem je prvi del ocene dobljen. Obrnimo dobljeno neenakost f < %m
in jo vstavimo v Eulerjev obrazec:
m

2
2=n+f-m<n+-m-m=n——
n m n 3m m n 3

od koder sledi 3e drugi del ocene

m<3.n—06
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Eulerjeva enakost — posledice
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Ravpinskiferafi V povezanem enostavnem ravninskem grafu obstaja vsaj eno vozlis¢e
Eulerjeva stopnje najvec 5.
enakost
o Dokaz: Predpostavimo nasprotno: vsa vozlis¢a imajo stopnjo vsaj 6.
Kuratowskega Potem je
Triangulacije 2.m = Z d(v) > 6.n
Dualnost veV
oziroma
m = 3.n

kar je v protislovju z drugim delom prej dokazane ocene. O
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Eulerjeva enakost — K5 in K33 nista ravninska

Oceno lahko uporabimo tudi pri
dokazu izreka:

[ZREK

Grafa Ks in K3 3 nista ravninska.
Dokaz: Recimo, da sta ravninska, tedaj :

Ks : Upostevajmo n =5 in m = 10 v drugem delu ocene, pa dobimo
protislovje 15 — 6 > 10.

K33 : 1z n=6in m=9 dobimo po Eulerjevem obrazcu f = 5. Ker
je graf K3 3 dvodelen, je vsako obmocje omejeno vsaj s Stirimi
povezavami. Torej je 2.m > 4.f oziroma 18 > 20 ; in protislovje je
tu. ]
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. Skréitve povezav
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Vsak podgraf ravninskega grafa je tudi sam ravninski. Torej vsak
graf, ki vsebuje K5 ali K3 3 kot podgraf, ni ravninski. Velja pa Se vet.

Ravninski grafi
Eulerjeva
cnakost Preden nadaljujemo povejmo, kaj je skrlitev povezave: to je
transformacija grafa, pri kateri identificiramo njeni krajis¢i in izlo¢imo

morebitne zanke in veCkratne povezave, ki pri tem nastanejo.

Izrek
Kuratowskega

Triangulacije

Dualnost Graf G je skréljiv na graf H, ¢e obstaja kon¢no zaporedje skréitev,
katerega prvi €len je graf G, zadnji pa graf H.

Sedaj pa Ze lahko navedemo izrek, ki karakterizira ravninske grafe.
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. Izrek Kuratowskega
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IZREK (Kuratowski)
Graf G je ravninski natanko takrat, ko ne vsebuje podgrafa, ki je
skréljiv na Ks ali K3 3.
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PokaZimo, da Petersenov graf ni ravninski.

«O>» «Fr <

Do
16 /21



DiMa 7

Ravninski
grafi

V. Batagelj

Ravninski grafi

Eulerjeva
enakost

Izrek
Kuratowskega

Triangulacije

Dualnost

Triangulacije

Ce v ravninskem grafu obstaja kako lice, katerega rob ni trikotnik
(3-cikel), ga lahko razdelimo na dva dela tako, da poveZzemo z novo
povezavo, ki veZe dve nesosednji to¢ki na njenem robu. Dobljeni graf
ostane ravninski. Ta postopek lahko nadaljujemo vse dokler ne
dobimo samih trikotnikov.

Ravninskim grafom, ki imajo za lica same trikotnike, pravimo
triangulacije ali maksimalni ravninski grafi.

Pomembna je naslednja lastnost triangulacij:

IZREK (Whitney)

Visaka triangulacija ravnine na vel kot treh vozlis¢ih je 3-povezana.
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Triangulacije

Ker v triangulaciji vsaka povezava pripada dvema trikotnikoma in
vsakemu trikotniku tri povezave, velja 3.f = 2.m. Ce upoStevamo 3e

2.m = Z d(v) = Zklk-nk

veV

kjer je ni enak Stevilu vozlis¢ triangulacije, ki imajo stopnjo k,

dobimo iz Eulerjeve enakosti, naslednjo zvezo med nj v triangulacijah:

12 = > ny.(6 — k)
k

Ker mora biti vsota na desni pozitivna, mora biti vsaj za en k, k < 6
&len ny razli¢en od ni&.
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Dualni graf

et Danemu ravninskemu grafu G lahko priredimo nov graf G*, ki mu
grafi pravimo dualni graf grafa G, na naslednji na&in:

V. Batagelj . .

e v vsakem licu vloZitve grafa
Ravninski grafi G izberemo tocko. Te tocke
Eulerjeva predstavljajo vloZitve vozlis¢
enakost ° grafa G*
lzrek '
Kuratowskega

® za vsako povezavo e € L
Triangulacije i v . . oy - .
ey / \ povezemo s krivuljo tocki, ki
Lot e o leZita v licih na obeh straneh
\ / krivulje, ki pripada povezavi

e. Lice je lahko tudi eno

samo — dobimo sklenjeno
krivuljo (zanko). Te krivulje

predstavljajo vloZitve
povezav grafa G*.
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Dualni graf

Ce enostavni graf G ni 3-povezan, graf G* ni vedno enostaven in tudi
ni do izomorfizma natanZno doloZen (razli¢ne vloZitve lahko dologajo

razli¢ne grafe), kakor je razvidno iz slike:
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Dualni graf
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Dualni graf ravninskega 3-povezanega enostavnega grafa je (do
Eulerjeva izomorfizma) enoli¢no dolo&en in tudi sam 3-povezan enostavni
enakost ravninski graf.
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Dualnost

Whitney je pokazal tudi:

Ravninski grafi

Omenimo %e Steinitzov izrek:

Enostavni graf je ravninski in 3-povezan natanko takrat, ko je ogrodje
(1-skelet) konveksnega trirazseZnega poliedra.

Razmeroma hitro se lahko prepri¢amo tudi, da velja:
IZREK

V' 3-povezanem ravninskem kubi¢nem grafu so vsi 3-cikli in 4-cikli
robovi lic.
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