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Enoobdobni model trga

(Resitve nalog)

So

Wo

Sou Wyh
in matriko izplac¢il M = .
Sod Wyt

Najprej zapiSemo vektor cen ¢ = |:

(a) Najbo S; slucajna spremenljivka, ki predstavlja vrednost delnice S v ¢asu 1. Enostavni
donos delnice S je

S1—So

re = .
S So

Analogno definiramo Se enostavni donos delnice W

W, —W,
ry = ——.

Naj portfelj 6 = [ g } vsebuje a delnic S in # delnic W. Njegovo izplacilo v ¢asu 1
je slucajna spremenljivka

Vi(0) = aS; + Wy,
njegova cena v ¢asu 0 pa konstanta

Vo(0) = aS, + BW,.

Enostavni donos portfelja 0 je

= Vi(@)—Vo(0) _ __aSy | BWo r
0 Vo(0) aSo+BW, S T aSg+pW, W°

UteZ pred donosom delnice S predstavlja deleZz sedanje vrednosti portfelja, ki je in-
vestiran v delnico S, uteZ pred donosom delnice W pa deleZ, investiran v delnico
w.

(b) Uporabimo zvezo

aS BW,
rg = 0. .
07 aSytpW, 'S aSy+pw, W

iz naloge (a) ter linearnost operatorja pricakovane vrednosti ter izracunamo
E(re) = m E(rs) + a5ﬁ+gw E(ry).

Za izracun variance donosa uporabimo formulo
var(aX + bY) = a®var(X) + b%var(Y) + 2ab cov(X,Y)

in tako dobimo

S W, 2a3S,W,
var(ry) = (aSoofl-/gW ) var(rg) + (a5ﬁ+[§W ) var(ry,) + m;ﬁ%cov(rs, w)-

Tveganost portfelja dobimo iz

o(ry) = +/var(ry).
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51—S . .
. Lahko preverimo, da je
0

(c) Donos delnice S je slucajna spremenljivka rg =
E($;)-S
E(rS) = 150 . s

var(ry) = & var(s,) = & (E(S3) — E(5, ),

kjer je

o [ Sou  Sod ' L p (Sou)? (Sod)?
Sy~ in Sy~ .
p l1-p p 1-p

Tako dobimo
E(rg)=(u—-1p+(d—-1)(1-p),

var(rg) = p(1 —p)(u—d)>?,

o(rs) =+/p(1—p)(u—a).

Pri danih parametrih u in d je tveganost delnice S najvisja, ko ima izraz p(1 — p)
najvisjo vrednost, kar je pri p = %

(d) Z uporabo lastnosti kovariance lahko preverimo, da je
kjer je
» ( Woh Wyl ) _ , ( SoWouh  SoW,d( )
W, ~ in S\ W, ~ .
p 1-p p I-p
Tako dobimo
COV(rSs rW) = P(l - p)(u - d)(h - E)s

cov(rs,rw) __

cor(rs, T'w) = 56 otry) —

Y,
(e) Nalogo resimo tako, da poskusimo poiskati vektor cen stanj ¢ = { .

(P

Zapi$emo sistem ena¢b M1 = ¢ in ga obravnavamo z Gaussovo eliminacijo
Sou Spd | S, ud | 1 u d | 1
Woh Wyt | W, h ¢ | 1 0 ul—dh | u—nh
Ce je ul — dh # 0, ima sistem enoli¢no reitev

_ {—d
1/)1  w—dh’ (1)

1‘/)2 = uz:gh’ (2)
Trg je brez arbitraze natanko tedaj, ko sta izraza (1) in (2) oba pozitivna.
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®

(g)

e Cejeul—dh > 0, je trg brez arbitraZe natanko tedaj, koje  —d > 0inu—h >0,
torej £ > d in u > h, oziroma

d<{<h<u. (3)

e Cejeul —dh < 0, je trg brez arbitraZe natanko tedaj, koje { —d < 0inu—h <0,
torej £ < d in u < h, oziroma

{<d<u<h. 4)

Opazimo, da pogoja (3) ali (4) avtomati¢no implicirata predpostavko uf —dh # 0, na
osnovi katere sta izpeljana.

Polnost trga sledi iz drugega osnovnega izreka finan¢ne matematike, saj je ob pogoju
ul — dh # 0 vektor cen stanj enoli¢no dolocen. Lahko tudi upoStevamo, da pogoj
ul — dh # 0 pomeni, da je det M # 0. Torej je rang matrike M enak Stevilu moznih
stanj v Casu 1.

Ker sta tveganosti delnice S in W

o(rs) =+/p(1—p)(u—4a), o(ry)=+p( —p)h—1),

pogoj (3) za neobstoj arbitraze pomeni, da je tveganost delnice S strogo visja od tve-
ganosti delnice W, pogoj (4) pa, da je tveganost delnice W strogo visja od tveganosti
delnice S.

Za konec si oglejmo Se primer, ko je uf —dh = 0.

Sistem enatb M7+ = c je redljiv le, e je u —h = 0, torej u = h. Od tod pa sledi Se
¢ =d. Enakosti u = h in £ = d sta sicer v nasproju s predpostavkami naloge, pomenita
pa, da sta donosa delnic S in W enaka (t.j. enaka v obeh mozZnih stanjih). Torej ima
na$ model v resnici le en instrument in eno mozno stanje v ¢asu 1. Zaradi pozitivnosti
vseh parametrov v nalogi je tak trg avtomati¢no brez arbitraze in poln.

Ce pajeul —dh=0in u—h # 0, pa sistem nima reitve in trg ni brez arbitraZe.
Vektor cen stanj smo izra¢unali v nalogi (d) in dobili

{—d
ul—dh

1/) - u—h

ul—dh

Izberemo delnico S za numerar in izracunamo vektor diskontiranih cen ¢ in matriko
diskontiranih izplacil

~ ~ 0
Tl ow M= 1 Wt
S() Sod

Naj bo ekvivalentna martingalska verjetnost Q podana s g; = Q(w;) in g, = Q(w,).
Martingalska lasnost doloca sistem enacb

4 +q,=1

§q1+§qz= 1
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Ce trg ne dopusca arbitraze, je uf — dh # 0 in ima sistem enoli¢no resitev

_ ul—ud
4@ = ”an

_ ud—dh
92 = Y—an-

(h) Ponovno izpiSemo podatke.

50 55 115
c= M =
100 47.5 90

Za vrednotenje pogojnih terjatev uporabimo vektor cen stanj

2 1
_ | 4| 2 ‘
SHEN

Pogojne terjatve predstavimo z vektorji in jih vrednotimo tako, da njihova izplacila
skalarno pomnozimo z vekorjem cen stanj.

=0=

0
) X = 1{wbad} = |: 1 :| in TCO(X) =(X,y) = 20 — 0.4878.

70
() X =70= [ } in 7y(X) = 23 - (70 +70) = 22 = 68.2927.
70

115
(iii) X = max{2S,,W;} = [ } in m,(X) = j—‘l) (115+90) = 43% = 102.4390.
90

115
(V) X =W, - Lig 50 = [ . ] in 7y(X) = 22 = 20 = 56.0976.
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41

V) X=8,—S,= { } in nO(X):%-(S—Z.S):@—1.2195.
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