Stopnja obcutljivosti

Stopnjo obdutljivosti merimo z razmerjem med velikostjo spremembe rezultata in velikostjo
spremembe podatkov.

Zgled: Naj bo f : R — R zvezna in odvedljiva funkcija. Zanima nas razlika med f(x) in
f(x + dx), kjer je dx majhna motnja.

Absolutna obdutljivost: |z ocene

f(z + 62) — f(2)] = |f'(2)] - |6],

sledi, da je | f'(x)| absolutna ob&utljivost f v totki x.

Relativna obcutljivost: |z ocene

f(z +dz) = fx)| _ [f' (@) |z| |oz]
[ f ()] [ f ()] |z

f' ()] - ||
| f ()]

sledi, da je relativna obclutljivost f v tocki x.
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1.4 Stabilnost metode

Pri racunskem procesu pravimo, da je stabilen oz. nestabilen, lo¢imo pa direktno in obratno
stabilnost. S tem se ukvarja analiza zaokroZitvenih napak.

o direktna analiza: 1z « namesto y = f(x) izratunamo 7. Ce je razlika med y in 3
majhna (absolutno oz. relativno), je proces direktno stabilen (absolutno oz. relativno),
sicer pa nestabilen.

e obratna analiza: Iz x namesto y = f(x) izratunamo ¥. Sedaj se vprasamo, za koliko
moramo spremeniti argument x v =, da bo f(x) = y. Ce je razlika med x in T majhna
(absolutno oz. relativno), je proces obratno stabilen (absolutno oz. relativno), sicer pa

nestabilen.
eksaktno
X — > y=/(x)
____________ numericno
S T A N
X > V=1 (X )
eksaktno
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Obcutljivost, stabilnost in natancnost

Algoritem je stabilen, &e so rezultati, ki jih vrne, relativno neobdutljivi na motnje, ki se
pojavijo zaradi zaokrozitvenih napak med samim ra¢unanjem.

Obratno stabilen algoritem tako vrne tocno resitev bliznjega problema.

Ce je problem obdutljiv, se to¢na resitev bliznjega problema lahko zelo razlikuje od tocne
reSitve zaletnega problema in izracunani rezultat je nenatanden.

Nenatancénost je tako lahko posledica:

® uporabe stabilnega algoritma na obc&utljivem problemu,

e uporabe nestabilnega algoritma na neobdutljivem problemu.

Natancnost je zagotovljena, kadar neobcutljiv problem reSimo s stabilno numeri¢no metodo.
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1.5 Tri vrste napak pri numericnem racunanju

Rac¢unamo vrednost funkcije f : X — Y pri danem x. Numeri¢na metoda vrne priblizek
Yy za y, razlika D = y — y pa je celotna napaka priblizka.

|zvori napake so:

e nenatandnost zacetnih podatkov,
e napaka numeri¢ne metode,

e zaokrozZitvene napake med racunanjem.
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Celotno napako lahko razdelimo na tri dele

Neodstranljiva napaka: Namesto z x racunamo s priblizkom T in namesto y = f(x)
izratunamo y = f(x). Neodstranljiva napaka je D,, =y — v.

D,, je posledica napak zacetnih podatkov.
Zgled: Racunanje sin(w /10) z osnovnimi operacijami v P(10,4, —5,5)
Namesto z x = 7 /10 ralunamo zT = 0.3142 - 10°
D, =y — 5 = sin(7/10) — sin(0.3142) = —3.9 - 10>
Napaka metode: Namesto f racunamo vrednost funkcije g, ki jo lahko izratunamo s

kon&nim $tevilom operacij. Namesto y = f(x) tako izratunamo y = g(x). Napaka
metode je D,, =y — v.

Pri sami numeriéni metodi pogosto neskon&en proces nadomestimo s kon&nim (sestejemo le
kon&no &lenov neskon&ne vrste, po konénem $tevilu korakov prekinemo iterativno metodo).

Zgled: Namesto sin(x) izralunamo ¢(Z) za g(z) = © — x° /6.

D,=79—9y=25-10"
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Celotna napaka

ZaokroZitvena napaka: Pri ralunanju y = g(x) se pri vsaki raunski operaciji pojavi
zaokroZitvena napaka, tako da namesto ¥ izraunamo 7. Sama vrednost 7 je odvisna od
vrstnega reda operacij in nacina izratuna g(x). ZaokroZitvena napaka je D, = y — ¥.

Zgled: D, je odvisna je od vrstnega reda in nalina ra¢unanja g(x). Primer:

fl(z -T) = £1(0.09872164) = 0.9872 - 10"

a1 -

az = fl(ai-T) = f1(0.03101154) = 0.3101 - 10"
as = fl(az/6) = f1(0.0051683...) = 0.5168 - 10~ >
7 = flU(T — a3) = £1(0.309032) = 0.3090 - 10"

D.=y—g(T)=30-10""
Celotna napaka: Konéna napaka je D = D,, + D,, + D,. Velja

|D| < |Dy,| + | D] + | D.|.

Zgled: Celotna napaka e D = D, + D,, + D, = 1.6 - 107°
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1.6.1 Analiza zaokrozitvenih napak za produkt n Stevil

Rac¢unamo produkt p = xgx1 - - - x, predstavljivih Stevil xg, x1, ..., T,.
Eksaktni algoritem je: Dejanski algoritem pa:
Po = Zo Po = xo
1=1,...,n 1=1,...,n

Pi = Di—1%; pi = Pic1xi(1 +0;), [0 < w
P = Pn P = Dn
Dobimo

p=p(14+~) =pl+6)---(1+56,).

Velja
1-—uw)"< A+ < (14w
Ocenimo
n n LA 2
(1 + ) :1+(1)u+(2)u too =14 nu+ 0@,

(1 —w)" >1—mnu (indukcija)

Ce je nu < 1 ocenimo |y| < nu. To pomeni, da je relativna napaka odvisna od %tevila
mnozenj in da se z vsakim mnoZenjem poveda za u. Ralunanje produkta n Stevil je
direktno in obratno stabilno.
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1.6.2 Skalarni produkt - obratna analiza zaokrozitvenih napak

Imamo dva vektorja predstavljivih $tevil z = [z1 -+ x,]' iny = [y1 - yu]’,
raCunamo pa
8 = yTx = Z LilYi-
i=1

Eksaktni algoritem je: Dejanski algoritem pa:
So = 0 fS\() =0
1=0,...,n 1=0,...,n

Pi = TiYi pi = ziyi(1 + o), |as| < w

Si = Si—1 + Pi Si = (Si—1+p:)(1+84), 18] < u
s = s, s =23,
Obratna analiza nam da s = > 1", z;yi(1 4+ v;), kjer je

Il+vm=0+a1)(14+082) - (1+ Bn)
In
L= (14 a)(1+8) (148, i=2,...,n.

Tako dobimo ocene |v1| < nuin |v| < (n—i14+2)uzai=2,...,n. To pomeni, da

je s to¢ni skalarni produkt relativno malo zmotenih vektorjev x in y. Racunanje skalarnega
produkta je tako obratno stabilno.
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Skalarni produkt - direktna analiza zaokrozitvenih napak

Pri direktni analizi najprej izraunamo absolutno napako:

n
s —s= Z LilYiYis
i=1
torej

T
Z Syl -l < nuz zi| - [yi| = nuly|” |z].
: ’L 1

Dobimo

Fa

T
S — S xr
< =l

|yl x|

S

Ce so vsi x;y; enakega predznaka, dobimo
sicer pa imamo v primeru, ko sta vektorja skoraj pravokotna, lahko veliko relativno napako.
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1.7.1 Poucni primeri - racunanje Stevila 7

7 je limita obsega S,, pravilnega mnogokotnika, vértanega v krog s polmerom r = 1. Naj

2
bo a, stranica pravilnega n-kotnika. Pois¢imo zvezo med a,, in aoy:

Velja

od tod pa iz S,, = na, sledi

So, = 2na9, = 2n

1 y1-(3)°
2
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Racunanje stevila 7, 2.del

_ _ (5
Zacnemo pri S¢ = 3 in uporabljamo formulo S5, = 2n 5

n Sn n Sn

6 3.0000000 768 3.1430728
12 | 3.1058285 | 1536 | 3.1486604
24 | 3.1326292 | 3072 | 3.1374750
48 | 3.1393456 | 6144 | 3.1819806
96 | 3.1410186 | 12288 | 3.0000000
192 | 3.1414995 | 24576 | 4.2426405
384 | 3.1416743 | 49152 | 0.0000000

Formula odpove, saj pride do odStevanja skoraj enako velikih Stevil, napaka pa se mnozi z
2n. V zgornji tabeli (enojna natan&nost) so napacne decimalke rdece.

Kadar imamo nestabilen postopek, nam ne pomaga niti ra¢unanje z ve¢jo natancnostjo.
Prava resSitev je preurediti postopek tako, da se med radunanjem ne izgublja natanénost.
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Racunanje stevila 7, 3.del

Za stabilno ratunanje je potrebno formulo preurediti. Stabilna oblika je

(1-Vi-@) (-7

Sgn = 2n

2
I CERURIE Nt

Sedaj dobimo pravilne rezultate:

n Sn n Sn

6 3.0000000 768 3.1415839
12 | 3.1058285 | 1536 | 3.1375904
24 | 3.1326287 | 3072 | 3.1415920
48 | 3.1393502 | 6144 | 3.1415925
96 | 3.1410320 | 12288 | 3.1415925
192 | 3.1414526 | 24576 | 3.1415925
384 | 3.1415577 | 49152 | 3.1415925
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1.7.2 Sestevanje Taylorjeve vrste za e™*

Vemo, da je
oo ajn
e—a: — _1 ’I’L_
nz::()( ) n!

in da vrsta konvergira za vsak £ € C. Ce pa to vrsto setevamo numeri€no po vrsti,
potem za x > 0 ne dobimo najboljSih rezultatov.

x e vrsta relativna napaka
1 | 3.678795 - 10" 3.678794 - 10" 1.4-10"°
2 |1.353353- 107! 1.353353 - 101 2.3.107°
3 | 4.978707-1072 | 4.978702 1072 9.3-10°"
4 | 1.831564 - 102 1.831531 - 1072 1.8-107°
5 | 6.737947 - 1073 6.737477 - 1073 7.0-107°
6 | 2.478752-1072 | 2.477039-1073 6.9-10"4
7 19.118820-107% 9.139248 - 1074 2.2-107°
8 | 3.354626 - 1074 3.485951 - 1074 3.9-1072
9 | 1.234098 - 1074 1.799276 - 104 4.6 -1071
10 | 4.539992 - 10™° | —7.266693 - 107° 2.6-107"
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SesStevanje Taylorjeve vrste za e %, 2. del

Razlog je, da zaporedje ¢lenov vrste alternira, poleg tega pa po absolutni vrednosti nekaj
¢asa naras¢ajo, preden zalnejo padati proti 0. Ko so ¢leni najvedji, se zameglijo majhne
decimalke, ki ostanejo neto¢ne do konca radunanja.

n an, Sn n an, Sn
0 1.000000 1.000000 | 20 41.103188 13.396751
1 —10.000000 —9.000000 | 21 —19.572947 —6.176195
2 50.000000 41.000000 | 22 8.896794 2.720599
3 —166.666672 —125.666672 | 23 —3.868171 —1.147572
4 416.666687 291.000000 | 24 1.611738 0.464166
5) —833.333374 —542.333374 | 25 —0.644695 —0.180529
6 1388.888916 846.555542 | 26 0.247960 0.067430
7 —1984.127075 —1137.571533 | 27 —0.091837 | —0.024407
8 2480.158936 1342.587402 | 28 0.032799 0.008392
9 —2755.732178 —1413.144775 | 29 —0.011310 —0.002918
10 2755.732178 1342.587402 | 30 0.000380 0.000852
11 —2505.211182 —1162.623779 | 31 —0.001216 —0.000364
12 2087.676025 925.052246 | 32 0.000380 0.000016
13 —1605.904663 —680.852417 | 33 —0.000115 —0.000099
14 1147.074707 466.222290 | 34 0.000034 —0.000065
15 —764.716492 —298.494202 | 35 —0.000010 | —0.000075
16 477.947815 179.453613 | 36 0.000003 —0.000072
17 —281.145782 —101.692169 | 37 —0.000001 —0.000073
18 156.192108 54.499939 | 38 0.000000 | —0.000073
19 —82.206375 —27.706436 | 39 —0.000000 —0.000073
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1
-1 v .
Integrale I,, = / e’ dr,n =0,1,..., lahko ratunamo rekurzivno preko formule
0

1 1
—n €T
0 0

n x—1
I, =x€ ‘

saj poznamo zacetno vrednost Ip = 1 — e .

Razlog je v formuli I,, = 1 — nl,_ 1. Napaka pri ¢lenu I,,_1 se pomnoZi z n in torej po

1.7.3 Racunanje I,

1

n—1 xz—1

e’ der=1-—nl,_1,

V enojni natancnosti dobimo

n I, n I,

0 | 0.6321205 | 7 0.1124296
1] 0.3678795 | 8 0.1005630
2 10.2642411 | 9 0.0949326
3 | 0.2072767 | 10 0.0506744
4 | 0.1708932 | 11 0.4425812
51 0.1455340 | 12 | —4.3109741
6 | 0.1267958 | 13 57.0426636

absolutni vrednosti hitro naras¢a, to¢ne vrednosti I,, pa padajo.
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napaka

In =1-— ’)’LIn_l
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Racunanje [;p, 2. del

Ce rac¢unamo v obratni smeri: I,,_1 = 1_71[", se

napaka v vsakem koraku deli z n. Ce zatnemo
pri nekem dovolj velikem ¢&lenu, lahko z zaletnim
I, = 0 izratunamo vse zacletne ¢lene dovolj
natanéno. Ce za&nemo z Ios = 0 tako dobimo (v
enojni natan&nosti) vse &lene od I15 do Iy na vse
decimalke tocno.

I, n I,
0.6321205 | 8 | 0.1009320
0.3678795 | 9 | 0.0916123
0.2642411 | 10 | 0.0838771
0.2072766 | 11 | 0.0773522
0.1708934 | 12 | 0.0717733
0.1455329 | 13 | 0.0669477
0.1268024 | : :
0.1123835 | 26 | 0.0000000
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1.7.4 SeStevanje Stevilske vrste

Znano je, da velja
o0 1 71_2
Z e = — = 1.644934066848 .

k=1

Kako bi to sesteli, ¢e tega ne bi vedeli?

e Pristevamo ¢&lene, dokler se vsota ne spreminja ve€. V enojni natancnosti tako dobimo
1.64472532 ..., vrednost pa dosezemo pri kK = 4096. V tem koraku delni vsoti
~ 1.6 pristevamo 2724,

e Sedtevamo v obratnem vrstnem redu od malih cifer proti velikim. lzkaZe se, da bi za
priblizek 1.64493406 z 8 to¢nimi decimalkami morali sesteti 10° &lenov!

Seveda nobeden izmed zgornjih dveh nadinov ni primeren, se pa da z ustrezno numeri¢no
metodo dobiti dovolj natanéen priblizek z uporabo relativno malo ¢lenov.
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Zgled za nelinearno enacbo

Imamo 150m dolgo tra¢nico, ki je na obeh koncih trdno vpeta. Zaradi velike vrocine
se tracnica raztegne za 1lcm in se dvigne v obliki kroznega loka. Na 8 decimalk to¢no
izracunaj, kolik8na je maksimalna oddaljenost od tal.

150m+1cm
150m _5
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