Poglavje 4

Matri¢ne norme

Matri¢na norma je preslikava ||.|| : C"*" — R*, za katero velja

(i)- [[Al[ =0, [[A]| =0+ A =0,
(ii). [[aAll = |af||A]],
).
).

(ii)). [[A+ Bl < |[A[l +[IBIl;

(iv). ||AB|| < ||A]] - ||B||, submultiplikativnost.
Za poljubni matriki A in B in poljuben « € C.

Naloga 4.1 Dokazi, da velja ||A||% = sl(ATA) = 31", NMi(AR A), kjer so \; lastne vrednosti
AH A,
Resitev. Za B = A" A velja b; = S0, Grian; = S.p—1 |ari|?. Tako za sled B dobimo
n

sled(A74) =Y (Z ’aki’2> = ||Al[%
k=1

Matrika A A je simetri¢na, torej se da diagonalizirati. Podobna je matriki z lastnimi vrednostmi
na diagonali. Sled podobne matrike je enaka sledi prvotne matrike, tako dobimo [|A[|% =
sl(AFA) =3 \(ATA). "

Naloga 4.2 Pokazi, da velja

n
1Allx = max | A, i)|| = max }_ |ai;.
j=1

Resitev. Upostevajmo definicijo norme ||A||; = max||,|, =1 |[Az|[1, oznacimo Se y = Az. Tako

. n .
velja y; = 371 a;;x; in

n n n n n n n
Iyl =D 1D aiag| < 3l Y lag| < Jarj| max (Z |aij|> = max (Z \%‘\) ~
i=1|j=1 j=1 i=1 j=1 7 \i=1 7 \i=1
Enakost je dosezene za vektor eg, kjer je k indeks stolpca z najve¢jo prvo normo. [
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16 POGLAVJE 4. MATRICNE NORME

Naloga 4.3 Pokazi naslednje:
a) =lIAllr < l|All2 < [|A]lr
b) Z=llAll < [1All2 < vallAlls
¢) J=llAll < [[All2 < V/nllAlL
d) Noo(A) < [[A]l2 < nNoo(A)

Regitev. a)
Vemo, da velja

[A]l2 = max /Ai(AHA) = 01 (A) in ||A[[f: =3 Ai(A7A).
i=1,....,n =

Lastne vrednosti A7 A so nenegativne, saj velja (A7 Az, 2) = (uz,z) = p = (Az, Az) > 0,

\; = o?. Razporedimo jih v zaporedje 02 > 03... > o2 > 0. Pozitivni koreni teh lastnih

vrednosti 01 > o2 > ... > 0 so singularne vrednosti matrike A. O¢itno je ||All2 < ||A]|F, saj

je ||Al|2 enaka o1(A), kar je najvedja singularna vrednost matrike A. Poglejmo si ||A|[% =
» 07 <no? = n||A||2, kar pomeni ﬁHAHF < ||Al|2. Neenacaj dobimo, ker je o1(A) najvecja

singularna vrednost.

b)

Za vektorske norme velja

[|2lloo = max |z] < \/Iﬂm2 + ozl = loll2 < [nmax il = Villz||e,
1<i<n 7

to je ||z]loo < ||z|l2 < V/n||%||oo. Razmisli zakaj neeneakosti drzijo, vsi sklepi so enostavni. Iz
tega dobimo

A A
||x‘1||2—1fnaxH Tll2 gy VoIl = Vnl| Al
lzlla = 270 [|zfl
. A A 1
1Ally = ma A7l 5 ATl 1)

220 |lzlla T 220 Villzlle v/

c)
Velja ||Al|1 = ||AY||s in ||Al|2 = ||AT]|2. 1z tega Ze sledi neenakost.
d)

Iz a) vemo

Al < [Allp = D la|? < [n? Ilf21~%;.)<|az‘j|2 = nrr;é}Xlaij! = nNoo(4).
i»j ’ ’

Za drugi del neenakosti upostevamo a;; = e;fFAej. Racunajmo

[1Aejll2
o < [14]]

llejll2

Prvi neenacaj dobimo po Cauchy-Schwartzovi neenakosti, zadnjega pa po definiciji norme ||A||2.
|

laij| = le] Aej| < [leill2||Aej]|2 =
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Naloga 4.4 Pokazi, da velja
a) [Al < A]|
b) [IAII3 < 11l Al
¢) llaill2 < [|All2
Resitev.

a) Tocka a) je oCitna. Naj bo x enotski lastni vektor za lastno vrednost A, potem velja
||Az|| = ||Az|| = |A|||z|| = A. Norma je supremum po vseh enotskih x, torej vecja ali enaka.

b) Vemo, da je ||A||3 najvecja lastna vrednost matrike A% A. Iz a) dobimo

14113 < 1A% Alloo < 1A% lool[Alloo = [|All1]IAlloc-

c¢) Trditev sledi za i-ti enotski vektor e;. Kjer velja Ae; = a;.

|
2 -1 3
Naloga 4.5 Izracunaj || ||1, || lleos || l|F|l2za | 5 4 1| in oceni || ||2.
-2 -1 2
Resitev. Izracunajmo
Al = max{[2[ +[5] +| = 2[, [ = 1]+ [4] + [ = 1|, [3] + [1[ + 2} =9,
1Al = max{|2[ + | = 1| +[3], [5] + [4] + [1], | = 2[ + [ = 1[ + [2[} = 10,
Allrp = V4+1+9+25+16+1+4+4=+65=8.06226.

Ocenimo [|A]|2

1
Al < ll4llz < 1Al = 465475 < 4]z < 806226

1
%HAHOO < ||All2 < V3||A||loo = 5.7735 < ||A||2 < 17.3205
1
%HAHl < |All2 < V3||A|l} = 5.19615 < ||A[|> < 15.58846

Neo(A) < [|A]l2 <3No(4) = 5 < [|A]|]2 < 15.

Skupaj dobimo oceno 5.7735 < ||A|]2 < 8.06226. Boljso oceno dobimo, ¢e poskusimo oceniti
spektralni radij matrike

2 5 2] [2 -1 3 33 20 7
B=APA=1|-1 4 —1||5 4 1|=120 8 -1
3 1 2| |-2 -1 2 7 -1 14

Za vsako lastno vrednost in vsako normo velja \;(B) < ||B|r = 50.0899. Vemo, da velja

[|A|l2 < +/||Bl|F = 7.0774.

Oceno navzdol dobimo, ¢e upostevamo ||Al|s = ||AT |2 in ||Ae;|2 < [|A]l2]les]]2 = ||A|2, zadnja
enakost sledi iz definicije matri¢ne norme. Vektorji Ae; so ravno i-ti stolpci, ATe; so i-te
vrstice. Norme stolpcev so 5.7446, 4.2426,3.7417. Norme vrstic so 3.7417, 6.4807, 3. Torej
dobimo ||A||2 > 6.4807. Kon¢na ocena je 6.4807 < ||A|l2 < 7.0774. Ukaz iz Matlaba vrne
norm(A) = 6.9044. "
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Naloga 4.6 Izracunaj ||Al|1, ||A|lco, ||A||lF in ¢im natancneje oceni ||All2 na obe strani, ce je

Qi = —2i,i=1, 2,...,7”L
aiy1; = Qi1 =n—14, 1=1,2,...,n,
drugi elementi so enaki 0.
-2 n-1
n—1 —4 n-—2
A= n—2 —6
1
1 —2n

Upostevaj, da velja

Resitev. Pri ¢ = 1 dobimo za vsoto absolutnih vrednosti v stolpcu n + 1, kar oc¢itno ni
maksimum. Izrac¢unajmo

|AllT = max{|—2i|+n—i|+n—i+1}=max{2i+n—i+n—i+1}
i#1 i#1

= max{2n+ 1} =2n+ 1.
i#1

Ker je matrika simetri¢na velja ||A||1 = AH w = l|A|lss = 21 + 1. Frobeniusova norma je
J
n n n—1
—Dn(2n -1
Al = Y@ 2 ) =63 i an? =g IR e
i=1 i=1 i=1

n(n —1)(2n — 1) +4n? = n(2n® — 3n + 1) + 4n? = 2n3 + n? +n.
Poglejmo si ocene za drugo normo
Al < 1Al < 1]l =
NG F< 2 < F

2n3 +n2+n < ||All2 < V23 +n2+n
1

N {20+ 1) < 42 < Vi2n+1)

Noo(A) < ||Al]2 € nN&(A) = 2n < [|A]]2 < 202,

4]l < [ 4ll2 < V/nl[Alloe =

Upostevamo Se, da velja ||A]|3 < [|A]]1]|A]|s- Iz tega dobimo
14113 < (2n+ 1),
kar pomeni ||Al|2 < 2n 4+ 1. Za drugo normo smo dobili oceno

on < ||A|l2 < 2n + 1.
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