Poglavje 6

Problemi najmanjsih kvadratov,
predoloceni sistemi

Radi bi resili sistem Az = b, kjer je A € C™*" matrika polnega ranga, z € C", b € C ter m > n.
Sistem v splosnem ni resljiv, zato minimiziramo normo ostanka |[Axz — b||2. Izkaze se, da je tak x
ravno resitev normalnega sistema AT Az = A”Tb.

Naloga 6.1 Merili smo tir delca, ki naj bi se gibal po paraboli.

11
1 -1 4
2 0 %
3 1 113
4 2 B

V blizini teh tock bi radi potegnili parabolo. Doloci njene koeficiente po metodi najmanjsih
kvadratov. Uporabi normalni sistem in ga resi z Gaussovo eliminacijo (po metodi Choleskega).

Resitev. Parabola naj bo a + bx + cz?. Dobimo

— e 2
a — b + ¢ =4 Ak
a + 0b + 0c = 7 L0 0|, _1|%
a+b+c:%1llc_%’
a + 20 + 4 = L 1 2 4 L
B
—~

kar je predoloen sistem Az = z. Iz tega dobimo normalni sistem A7 Az = ATz = v. Izra¢unamo

4 2 6 8
B=ATA=12 6 8| inv=AT2= 4
6 8 18 16
Sistem resimo z Gaussovo eleminacijo
4 2 6 | 8 2 6 8 | 4 2 6 8 | 4
26 8 | 4{—-|(0 =10 —-10 | O - |0 =10 —10 | O
6 8 18 | 16 0 -10 -6 | 4 0 0 4 | 4

29



30 POGLAVJE 6. PROBLEMI NAJMANJSIH KVADRATOV, PREDOLOCENI SISTEMI

Lahko uporabimo razcep Choleskega. Najprej izracunamo razcep Choleskega matrike B =
VVT in dobimo

2
V=11 V5
3 V6 2
Yy
——

Dobimo sistem V (VIz) = 2. 1z

2 (7 8 2y1 + Oy + Oys = 8 (7} 4
1 V5 wl=14], wm + VB + Oys = 4 , dobimo |y| = |4
3 V6 2| |y 16 3y + VBya + 2y3 = 16 Y3 2
Resiti moramo Se sistem V7 =y, kar je
2 1 3 a 4
0 V5 V5| |b| =10
0 O 2 c 2
Resimo sistem in dobimo a = 1, b = —1, ¢ = 1. Parabola je 1 — x + 2. [

Naloga 6.2 Podjetje ima na voljo podatke

Obmocje | Prodaja (y;) | Populacija (a;) | ZasluZek na prebivalca (b;)
1 162 27 850
2 120 180 1120
3 223 375 740
4 131 205 970
5 67 86 1032

Za napovedovanje prodaje uporabljajo model y; = x; + a;x2 + bixs, kjer so x1, xa, x3, ki jih
izracunajo po metodi najmanjsth kvadratov. Doloci x1, x2, x3, in napovej prodajo na obmocju z
populacijo a = 60 in zasluzkom b = 1050. Nalogo resi v Matlabu.

Resitev. Sistem modelnih enacb prepisemo v matri¢no obliko

1 a b (7
1 ay bo| |21 Y2
1 az bs| [z2| = |y3
1 ag bgf |23 Ya
1 a5 bs Ys
Za resitev v Matlabu glej prilozeno datoteko prodaja.m [

Izrek 6.1 Naj bo A € R™*", kjer je m > n in rang(A) = n. Potem obstaja enolicni QR razcep
A = QR, kjer je Q pravokotna matrika dimenzije m X n z ortogonalnimi stolpci, R pa zgornje
trikotna matrika s pozitivnimi diagonalnimi elementi.

Pri resevanju predolocenega sistema si lahko pomagamo s QR razcepom. Boljsa je razlicica z
MGS. Dobimo, da moramo resiti sistem Rz = Q7'b. Boljse je narediti razsirjen QR razcep:

arv=[a ][] = [0 wa] [§ 2] | 7] 0o -

1z ¢esar dobimo, da moramo resiti sistem Rz = z, maksimum pa je enak p.
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for k=1,....,ndo

4 = Qk;

fori=1,...,k—1do
ri = ¢ ar(CGS) ali my, = ¢l qi.(MGS);
Qk = Qk — Tiki;

end

Tkk = H%Hz;

Q=
end

Naloga 6.3 Poisci normalni sistem za resevanje naslednjih dveh problemov najmanjsih kvadratov,
kjer je A € R™*"™ m > n in rang(A) = n.

(7). Utezeni problem najmanjsih kvadratov. Iséemo

min |[D(Az — )|

kjer je D nesingularna diagonalna.

(7). Iséemo
rnmin ||A:U - b||C>

kjer je C simetricna pozitivno definitna, ki generira normo

2|l = (a7 Cx)3.

Resitev. (i)
Izra¢unajmo

min || D(Az — b)| = min ||D Az — D],

matrika F' = DA je spet dimenzije m x n. Oznac¢imo Se Db = 5, tako dobimo predolocen sistem
Fx = b, iz Cesar dobimo

FTFz = (DA)T(DA)x = FTb = (DA)T (Db).
Razpisano je to enako

AT D2 Ax = AT D?.

(i)
Matrika C' je simetri¢na pozitivno definitna, zato zanjo obstaja razcep Choleskega C' = VTV,
kjer V' zgornje trikotna. Izracunajmo

|

xT

Y 2
min ||Az — bl|c = min ((Aa: -b)TCc(Ax — b)) = min ((Aa: - 0)TVTV(Ax — b)) ,

uvedemo novo neznanko y = U(Az — b), dobimo

min(y"y)? = min < y,y >2= min|[y|[» = min ||V (Az - b)]|>,



32 POGLAVJE 6. PROBLEMI NAJMANJSIH KVADRATOV, PREDOLOCENI SISTEMI
Torej is¢emo
mgn ||V Az — Vb||o,

to je predolocen sistem
VAz =Vb /(VA)T,

kar da
ATVTV Ax = ATVTVb.

Z upostevanjem C = VTV dobimo
ATCAz = AT Cw.
]

Givensova rotacija R;j je matrika enaka identiteti povsod razen v i-ti in k-ti vrstici in preslika
i-to in k-to komponento vektorja x v vektorja y, ki ima k-to komponento enako 0.

L Tk
2 2 2 2
RE (K i) = | Vo VR
Ve AN
Householderjevo zrcaljenje je matrika oblike H = I — w%—wwa in predstavlja zrcaljenje
prek ravnine dolo¢ene z normalo w. Ce ho¢emo preslikati vektor 2 v ke, lahko to naredimo s
Householderjevim zrcaljenjem doloc¢enim z w = x + sign(z1)||x||2e1.

Naloga 6.4 Izracunaj QR razcep matrike
1
A=2
1

na razlicne nacine:
e s pomocjo MGS,
e s pomocjo Givensovih rotacij,

e s pomocjo Householderjevih zrcaljenj.

Resitev.
« Najprej normiramo prvi stolpec A4, ||a1|| = 1 +4 + 1 = /6. Torej je

1/v/6
g = ar/|la|| = |2/V6
1/V6

in 711 = ||a1|| = V6. V drugem koraku ortogonaliziramo drugi stolpec A as glede na q;.

T
Izra¢unamo ag = as — {(q1, a2) 1. Velja (q1,a2) = %. Tako dobimo ay = {—5/2 0 5/2}
T
in r9 = %. Izra¢unamo ¢o = ag/||az|| = {—1/\@ 0 1/\@} in roo = ||ag]| = 5/V/2.

Na koncu izra¢unamo Se ag = a3z — (g1, a3) ¢1 — (g2, az) g2. Dobimo r13 = (g1, a3) = 2 %,
T
111 }

ro3 = (q2,a3) =0, ra3z = ||az|| = %, as = [% WoRVE



¢ S pomocjo Givensove rotacije

12
Vi V5
R{Qi -z L 0 )
5 V5
0 0 1
uni¢imo 2. element v prvem stolpcu:
= & 001 —2 1] [V5 0o 3,5
2 1 _
-% = 0|2 1 11=]0 V5 -1/V5].
0 o 11 3 1 1 3 1
7, Givensovo rotacijo
V5/6 0 1/V6
RL=1 0 1 o0

~1/v6 0 /5/6

uni¢imo 3. element v dobljeni matriki. Dobimo

V5/6 0 1/VB VB 0 3/V6 V6 V32 /3/2+1/V6

0 1 0 0 V5 —1/V/5=]10 5 -1//5 :
~1/v/6 0 /5/6| |1 3 1 0 15/2 —/3/10 +/5/6
Uporabimo se rotacijo
1 0 0
REL =10 2/5 /3/5
0 —3/5 V2/5

in dobimo isto matriko kot pri MGS, matrika Q = R12R13Rs3.

Naloga 6.5 S Householderjevimi zrcaljenji in QR razcepom resi linearni sistem

r1 4+ 6x0 + 23 = -7
201 + wxy + —2x3 = —1.
2¢7 + 2z 4+ 6xz3 = 6

Resitev. Najprej transformiramo prvi stolpec

14+1-(3=A1]l2) 4 1 1|7t 2
w= 2 = (2|, wlw =24, Plzl—ﬁwa:§ -2 2
2 2 —2 -1

1 6 -2 -7 -3 —4 -2 -1

P21 -2 —1|=]|0 -4 -2 2

22 6 6 0 -3 6 9

Izracunajmo Ps:

-2
-1
2
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1 1]1-4 -
sz]—wlwlT:[4 3‘|

45 5(-3 4
Izracunajmo
1 0o of[-3 4 —2 -1 -3 -4 -2 -1
0z 2|0 -4 -2 2|=]|0 5 -2 -7
0 2 [0 -3 6 9 0 0 6 6
Iz ¢esar dobimo x3 = 1, 3p = —Ct2 = —1, 7y = =124 = 1, -

Naloga 6.6 Naj bo A zgornja Hessenbergova matrika (a;;, = 0, i > k + 1). Zapisi algoritem za
QR razcep s pomocjo Givensovih rotacij in z njegovo pomocjo resi sistem Ax = b. Poleg tega Se
prestej stevilo operacij (korenjenja, sestevanja, mnozZenja). Matrike Q ti ni potrebno izracunati.
Kaksna je oblika matrike Q¢

Resitev. Givensova rotacija R, spremeni samo i-to in k-to vrstico. Poglejmo si primer, ko je
matrika dimenzije 4:

X X X X X X X X X X X X X X X X
X X X x| RL X X X| RE X X X| RE, X X X
A= i % Yy
X X X X X X X X X X
X X X X X X X
fort=1,...,n—1do
2 2 :
aii“l‘azi_,’_l’i—|-n—1\/,2n—2*,n—1+,
s=SLL |y
Qi = T3
21 = by
22 = bit1;
bi=cz1+sz--2n—2* n—1+;
biy1 =—sz1+cza-|-2n—2% n—1+;
fork=i+1,...,n—-1do
atk = a;p;
Ak = COik + SAip 1k -] 23" i Y i) 4
Qi1 = —S - aik + ca;qq ) - \ 2 i Y i -1 4
end
end
Resi zgornje trikotni sistem Rx = b.
Vsota je enaka
n—2
n—2)(n-—1
62 —i—1)+12(n—1) _6Zk+12 ):6()2()+12(n—1):3n2+3n—6.
Matrika @ je zgornja Hessenbergova. ]

Naloga 6.7 Naj bo A € R™*"™, m > n in rang(A) = n. Podana je $e matrika C € RP*™ p < n,
rang(C) = p. Zapisi algoritem za resevanje predolocenega sistema Ax = b, pri pogoju Cx = d.



Resitev. 1s¢emo ming,—q || Az — b||2, poglejmo si oblike matrik. Pomagajmo si z razsirjenim
Q" | X
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[ 01 ] razcepom matrike CT. Re§ujemo problem
n—p

min |[|Az —bll2 = min
Cx=d QTx

IIAQQT:C = bl[2.

Izrac¢unajmo CQ = (CT)TQ = (QR)"Q = R"Q"Q = RT = {RT O} uvedemo Se nove neznanke
P
QTz= " ly]inAQ_ [
n—p z

n—p
Ap As } Nadaljujemo z

min

y )
H A Ay [ ] —bHQZ min HAly—l-AQZ—bHQ
[RT 0] M =d [ } o Ry=d

Z Ry =d je y enoli¢no doloc¢en. Torej nam

znano

min [[Asz — (b— A1p)ll2
Rfy—

predstavlja predoloceni sistem Aoz = b — Ay

=QR;

Rl y = d (resimo sistem, dobimo y)

p n—p

AQ = [Al Ao };

min, ||A2z — (b — A1y)]||2 (resimo predolocen sistem, dobimo z) ;
—0lY].
L= Q [Z‘| ’

Naloga 6.8 Dana je funkczy
tocke, r; = ih,i = 0,1

f(z) = sin(mx) exp(z/5). Na intervalu [0,4] ekvidistantno izberite
,1,...,16,h = i in izracunajte vrednosti y; = f(x;). Poiscite polinom p
stopnje 5, ki zadosca
p(4) =1

in aproksimira tocke (x;,y;) po metodi najmanjsih kvadratov. Problem prevedite na iskanje
mince—q||Az — bl2,

in ga resite z metodo opisano v prejsnji nalogi. Izpisite koeficiente polinoma ter narisite sliko, na
kateri so oznacene tocke, funkcija f ter izracunan polinom p
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Resitev. Polinom zapisemo v obliki ag + a1 + asz? + azx® + as2® + asz®. Pogoji nam dajo
sistem Cx = d

ap + al + as + as + a4 + as =0
agp + 4daq + 16a9 + 64as + 256a4 + 1024as =1,
kjer je

o[t _{ ]T.d_o
T 1 4 16 64 256 1024|°F T (%0 91 @2 43 A4 A5 AT

Zapisimo Se predolocen sistem Az = b. Matrika bo dimenzije 17 x 6, saj imamo sedemnajst
interpolacijskih tock, njeni elementi so a;; = -1 Oglejte si demonstracijsko datoteko v Matlabu.
|

Naloga 6.9 Dan imamo naslednji zvezni problem najmanjsih kvadratov, kjer je p(z) = ag +
a1z + asx? in f(x) = €%,
1
. 2
in (7@ - pa))?.
p je parabola ) _q

Polinom p je linearna kombinacija baznih polinomov 1, x,x?, 3. Tisti polinom p, ki predstavlja

resitev, je pravokotna projekcija funkcije f na prostor vseh poli- nomov stopnje 3, torej mora
veljati

(f@) = p(@),a*) =0 20 k =0,1,2,3,
kjer je skalarni produkt dveh funkcij definiran z

(f,9) = /11 f(x)g(x)dz.

Denimo, da na intervalu [a, b] is¢emo najboljso aproksimacijo po metodi najmanjsih kvadratov

funkcije f z linearno kombinacijo baznih funkcij p1,...,pn. Potem je resitev p(x) = ayp1(x) +
oo+ appn(x), kjer so ay, ..., a, resitve linearnega sistema

(p1,p1) (p1,p2) - (P1,pn)

(p2,p1) (P2;p2) -+ (P2,Pn)

(Prsp1) (Pnsp2) -+ (PnyPn)

Matriko skalarnih produktov iz zgornjega sistema imenujemo Gramova matrika. Ce so bazne
funkcije ortogonalne, kar lahko npr. doseZemo z uporabo Gram-Schmidtove orto- gonalizacije,
potem je Gramova matrika diagonalna.

Resitev. Oglejte si demonstracijsko datoteko v Matlabu. [

Naloga 6.10 Naj bo A € R™*", kjer je m > n in rang(A) = n. Dokazi, da ima sistem

m n

JER[N:

resitev, ki ustreza resitvi predolocenega sistema Ax = b po metodi najmanjsih kvadratov.
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Resitev. Poglejmo kaj mora veljati za reSitev sistema. Po blokih dobimo r + Ax = b in
ATr = 0. Iz prve enacbe dobimo r = b — Az, kar vstavimo v drugo enac¢bo. 1z tega sledi

AT(b—Az) =0 ATh— ATAz =0 ATb = AT Az
Dobili smo ravno normalni sistem. [
Naloga 6.11 Dokazi, da za matriko X z najmangjso normo || X||p, ki minimizira || XA — I,,||F
velja X = AT. Matika A je dimenzije m x n, kjer je m > n in rang(A) = r.

Resitev. Naj bo podan singularni razcep matrike A = ULV” dimenzije m x n in ranga r.
Tukaj sta U in V ortogonalni matriki dimenzij m x m in n x n. Psevdoinverz matrike A je enak
AT = VEtUT, Kjer je

T n—r T n—r
o | S 0 L r | Stoo
o O A A

in S = diag(o1,09,...,0,). Lotimo se reSevanja. Najprej zapisemo X kot X = VDUT, potem je
| X||F = [|D||F in velja

I

T T V ortogonalna

[ XA—1I||p=|[VDUUXV" —I||F = |DE — If|F.

Zadnji enac¢aj dobimo tako, da z leve pomnozimo z V71, z desne pa z V. Matrika V je ortogonalna,
tako se Frobeniusova norma ne spremeni. Matriko D predstavimo v blo¢ni obliki

T m-—-r
D Do
D= " :
Potem je DY oblike
T n—r
o D18 0
DY = n—r l DyS 0 ’

Ce Zelimo, da bo ||DY — I||% = ||D11S — L||% + || D21S||% + || — In—r||% minimalna, moramo
izbrati D17 = S~! in Doy = 0. Radi bi tudi, da je ||D||r = || X||r ¢im manjsa, torej je oéitno
najbolje izbrati Dis = Dag = 0. Velja namre¢ ||D||% = ||D11||% + ||Da1l|% + || Di2]|% + || D22l %
Dobili smo, da mora veljat D = ¥, kar nam da X = VXtUT = A+, "

Ce A ni polnega ranga, pravimo, da ima defekten rang. V primeru defektnega ranga resitev,
ki minimizira ||Az — b||2 ni enoli¢na, saj lahko z pristejemo poljuben z € ker A. V taksnem c
primeru pravimo, da je izmed vseh vektorjev x, ki minimizirajo Az = b, resitev tisti, ki ima
minimalno normo.

Naloga 6.12 Ce je A € R™", m > n, rang(A) = r < n in A = ULSVT singularni razcep,
potem ima izmed vseh vektorjev x, ki minimizirajo normo ||Ax — b||2, najmangjso normo x = A™b
oziroma

T ulTb
e=y b,
i1 i
m
m

Az —bll3 = > (u]b)*.
i=r+1
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Resitev. Za poljuben x € R" velja

T m
Az —b|3 = UM AV (VT2) = UM} = [[Sa — UTB|[5 =D (050 —ui b)* + Y (uib)?,
i=1 i=r+1
T
kjer je a = VT z. Minimum je o¢itno dosezen pri a; = b ai = 1,...,r, komponente ar41,...,an

(o473
pa so poljubne. Da dobimo minimalni z = Va vzamemo a,y1 = -+ = @y, = 0. [
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