Izpit iz Numeri¢nih metod 2 za Financ¢ne matematike

28. 6. 2013

1. V prostoru 2 x 2 matrik lahko definiramo skalarni produkt s formulo
(A, B) = sled(AT B),

kjer je sled ({CCL Z}) = a+ d. Poisc¢i element najboljse aproksimacije po metodi najmanjsih

s 3

v podprostoru S simetri¢nih matrik s sledjo enako 0

kvadratov za matriko

S={4; AT = Ainsled(A) = 0}.

Resitev: Matrike iz mnozice S lahko zapiSemo kot

{Z —ba}:“[(l) —01]“’[(1) 3}7 (1)
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sestavljata bazo podprostora S. Element najboljSe aproksimacije dobimo kot linearno kom-
binacijo baznih elementov (1). Koeficienta a in b sta resitev linearnega sistema z Gramovo

matriko < > < > -
o=[fea - )

el -5

in sta enaka a = —1 in b = g Element najboljse aproksimacije je enak

2
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kar pomeni, da matriki

in desnimi stranmi

2. Integralski sinus si(z) je dan s formulo
si(z) = / ki)
O t
Nekatere vrednosti si(z) so zbrane v tabeli

e | 1 1.1 1.2 1.3
si(z) [ 0.04608 1.02869 1.10805 1.18396

(a) Vrednosti v tabeli interpoliraj z linearnim zlepkom in poi$éi xg, za katerega je si(zq) = 1.

(b) Izracunaj si(zg) za priblizek iz prejinje tocke s Simpsonovim pravilom z m = 1 in m = 2
koraki. Oceni, za koliko se lahko si(zg) najveé¢ razlikuje od 1.

(¢) (Dodatek 3 tocke) Priblizek iz tocke (a) izbolj$aj z enim korakom Newtonove metode in
zopet preveri, za koliko se vrednost si razlikuje od 1.

Resitev:



(a) Iskani xg lezi na intervalu (1, 1.1), kjer je linearni zlepek preprosto premica skozi tocki
(1,si(1)) in (1.1,si(1.1))
y = 0.82610x 4 0.11998.
Iskani xg je reSitev enacbe
1 =0.82610x¢ + 0.11998
in je enak ¢ = 1.0653.
(b) Vrednost si(zg) po definiciji, pri Gemer si pomagamo z vrednostjo si(1)

1.0653 _:
t
5i(1.0653) :si(1)+/ SITndt
1

0.0653 (Si W ,5in(1.0326) s1n(1.0653))

~0.94608 + 1.0326 1.0653

=1.0004

Podobno izrac¢unamo Se za m = 2

1.0653 _:
sint
/ PP
1

t
0.0653 ( ) sin(1.0163) |, sin(1.0362) | sin(1.0490) _sin(1.0653)
12 1.0163 1.0362 1.0490 1.0653
= 0.054295

Napako pri ra¢unanju integrala ocenimo s pomocjo Richardsonove ekstrapolacije

IL—1I

R =
15

~—3.10712,

kar pomeni, da se si(xg) razlikuje od 1 za najve¢ 0.0004.

koda v octave za Simpsonovo pravilo
f =@(t) sin(t)./t;
a—1;b— 1.0653;
t = linspace(a,b,3);
I1 = (b—a)/6x[1 4 1|xf(t’)
t = linspace(a,b,5);
I2 = (b—a)/12x[1 4 2 4 1]*f(t’)
R =(I2-11)/15

(c¢) Izboljsan priblizek dobimo s formulo

si(zg) — 1 3.7499 - 10~
e 10653 - S 1.0653 = 1.064
si’ (zo) 0053 = = nft.o65g) 0073 = 1.0648

T = —
Vrednost si(x1) zopet poistemo z Simpsonovim pravilom za m = 1
si(z1) =1-3-1075.
3. I8¢emo resitev zacetnega problema za NDE
2%y’ — 2y’ +2y =0 (2)
z zaCetnimi pogoji y(1) =0 in y'(1) = 1.

(a) Enatbo (2) zapisi v obliki sistema dveh enacb 1. reda.

(b) Poisci y(1.1) z metodo Runge-Kutta s tabelo

in korakom h = 0.1.

(¢) Izratunaj absolutno in relativno napako (to¢no resitev dobis z nastavkom y = z™).

Resitev:



(a)

Enacbo zapiSemo v obliki sistema, tako da vpeljemo novo spremenljivko z = /. Enacba
(2) se tako glasi
2 — 22242y =0.

Ce ji dodamo e enacbo za 3’ in izrazimo odvode, dobimo sistem 2 enacb z 2 neznankama,

/

Yy
2 =2

z

z
= -2
X X

Formule za RK s dano tabelo se glasijo

ki = hf(xna Yn)
ko = hf(l‘n +h,Y, + k‘l)

1
Ynj1 =Y, + 5 (k1 +k2),

kjer je Y = [y, 2]T vektor, katerega komponente sta neznani funkciji, desna stran DE,

pa je dana z
0 1 0 1
o=l S| = [ 3 -1 Y

Ce vstavimo zatetne pogoje y(1) = 0, z(1) = 1 oziroma Y (1) = [0,1]7 in korak i = 0.1,

dobimo
0 1]fo] _[o1
kl“OJ'L—Q 2}{1]“{02}
0 1] fo1] [ 012
-2 2|12~ |0.20165

1
4], [ 01z Ty _[ o1
0.20165| / = |1.2008]
Priblizek za y(1.1) = 0.11.

Ce nastavek y = 2™ vstavimo v enatbo (2), dobimo

& o

=

?m(m — 1)z™ "2 = 2ema™ ! +22™ =0
m(m—1)—2m+2=0
m? —3m+2=0

kar pomeni, da mora biti m reSitev kvadratne enacbe, torej enak m; = 1 ali mo = 2.
Splosno resitev dobimo kot linearno kombinacijo

y=A-z+ B 27
reSitev zaCetnega problema pa iz sistema enacb

y(1)=0=A+B
y'(1)=1=A+2B,

torej A = —1in B = 1, kar pomeni, da je
y =z’ —z.

Tako absolutna kot tudi relativna napaka v y(1.1) sta enaki 0.

4. Naj bosta

10 1 0 2 0 1 2

L o1 0 1 0 -3 0 1
Q_Vil()—10 B=10 0 2 1
01 0 -1 0 0 -1 2

faktorja v realni Schurovi formi matrike A = QRQT .

(a)

Poisci vse lastne vrednosti matrike in realne lastne vektorje za vsako od realnih lastnih
vrednosti matrike A.



(b) Kam poten¢na metoda konvergira, ¢e konvergira?

Resitev:

(a) Matriki A in R imata iste lastne vrednosti, zato poistemo lastne vrednosti R. Re-

alne lastne vrednosti so kar enake diagonalnim elementom 2 in —3, kompleknse lastne
vrednosti, pa so lastne vrednosti 2 x 2 bloka na diagonali

2 1
-1 2|
ki jih dobimo kot resitve karakteristicne enacbe

-1 2-)
Ao =142

‘QA 1 ’:(2—/\)24—1:/\2—2/\4—5:0

Lastne vektorje matrike A za A = 2, —3 izratunamo iz lastnih vektorjev za matriko R.
Ce je v lastni vektor R, je Qu lastni vektor A

Rv=M\v
RQTQu = v

QRQTQuv = \Qu
AQu = AQu.

Lastne vektorje poi§¢emo v jedru matrike R — A\I. Za A = 2 je

o O OO
&

o O

o = =N

in jedro je razpeto na vektor e; = [1,0,0,0]7. Lastni vektor za A je torej enak

1
1 |0
Qer = ﬁ 1
0
prvemu stolpcu matrike ). Lastni vektor R za A = —3 lezi v jedru
5 0 1 2
0 0 0 1
00 5 1}’
0 0 -1 5
ki je razpeto na es = [0,1,0,0]7. Tako je lastni vektor za A enak drugemu stolpcu
matrike
0
1 |1
Qes = E 0
1

Ker so kompleksne lastne vrednosti po absolutni vrednosti manjse od 3, potenc¢na
metoda konvergira k enotskemu lastnemu vektorju za A = —3.



