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1. Poi²£ite premico p1 ∈ P1 najbolj²e enakomerne aproksimacije za funkcijo

f(x) =
1

x+ 1

na intervalu [0, 1]. Kolik²na je napaka

||p1 − f ||∞,[0,1]?

Re²itev: Premico poi²£emo z Remezovim postopkom. Najprej izberemo 3 to£ke na intervalu
[0, 1]. Recimo x0 = 0, x1 = 1

2 in x2 = 1 in poi²£emo premico p(x) = ax + b, ki zado²£a
ena£bam

f(xi)− p(xi) = (−1)im oziroma

p(xi) + (−1)im = f(xi) (1)

Dobimo linearen sistem

b+m = 1
1

2
a+ b−m =

2

3

a+ b+m =
1

2

katerega re²itev je a = − 1
2 , b = 23

24 in m = 1
24 . Poi²£emo maksimum absolutne vrednosti

razlike
r(x) = f(x)− p(x),

tako da poi²£emo ni£lo odvoda

r′(x) = f ′(x)− a = − 1

(x+ 1)2
+

1

2
= 0

(x+ 1)2 = 2

x1,2 = ±
√
2− 1

in izberemo x2 =
√
2−1 v katerem ima funkcija r(x) globalni minimum 1√

2
−
√
2
2 −

23
24 = − 23

24 .

V naboru to£k {x0, x1, x2} nadomestimo x1 z
√
2− 1. Ponovno re²imo sistem (1)

b+m = 1

(
√
2− 1)a+ b−m =

1√
2

a+ b+m =
1

2

in dobimo re²itev a = − 1
2 , b =

1√
2
+ 1

4 in m = 3
4 −

1√
2
. Preverimo, kako je z ekstremi razlike

r(x) = f(x)− p(x) in dobimo isto ena£bo za odvod, saj se a ni spremenil

r′(x) = f ′(x)− a = 0.

Ekstremi r(x) so v to£kah x0, x1, x2 in zato je p(x) = − 1
2x + 1√

2
+ 1

4 premica najbolj²e
enakomerne aproksimacije funkcije f . Norma

||f − p||∞,[0,1] = m =
3

4
−
√
2

2
.

1



2. Za funkcijo

g(x) =
6x

3 + x

poi²£ite kubi£ni polinom p3, ki zado²£a pogojem p3(i) = g(i) za i = −1, 0, 1 in p′(0) = g′(0).
�im bolj natan£no ocenite

||p3 − g||∞,[−1,1].

Re²itev: Polinom p3 dobimo najhitreje s tabelo deljenih diferenc

x g(x)
−1 −3 3 −1 1

4
0 0 g′(0) = 2 − 1

2
0 0 3

2
1 3

2

Koe�ciente v razvoju po bazi {1, x+ 1, x(x+ 1), x2(x+ 1)} razberemo iz prve vrstice

p3(x) = −3 + 3(x+ 1)− x(x+ 1) +
1

4
x2(x+ 1).

deljene diference v Octave
g = @(x ) 6∗x ./(3+x ) ;
dg = @(x ) 18./(3+x ) . ^ 2 ; % odvod
x= [ −1 ; 0 ; 0 ; 1 ] ;
p = g (x ' ) ;
p ( 2 :end) = p ( 2 :end) − p ( 1 :end−1);
p (3 ) = dg ( 0 ) ; % odvod g ' ( 0 )
p ( 3 :end) = p ( 3 :end) − p ( 2 :end−1);
p (4 ) = (p (4 ) − p (3 ) )/2

Napako ocenimo s formulo

|R(x)| = |ω(x)
4!

g(4)(ξ)| ≤ 1

24
|ω|∞,[−1,−1]|g(4)|∞,[−1,1]

|R(x)| ≤ 1

24
· 1
4
· 6 =

1

25
= 3.125 · 10−2.

Oceno za |ω(x)| dobimo tako, da poi²£emo maksimum absolutne vrednosti. Odvod izena£imo
z 0

0 = ω′(x) =
(
x2(x2 − 1)

)′
= 2x

(
2x2 − 1

)
in dobimo, da je ekstremna vrednost doseºena v x = ± 1√

2
in je enaka 1

4 . Odvod g(4)

je nara²£ajo£a funkcija, zato je ekstrem absolutne vrednosti doseºen v levem kraji²£u −1.
Vrednost odvoda lahko poi²£emo npr. z razvojem v Taylorjevo vrsto fukcije g okrog −1

g(x) = 6− 4

1 + x+1
2

= 6− 4

(
1− x+ 1

2
+

(x+ 1)2

4
− (x+ 1)3

8
+

(x+ 1)4

16
+ . . .

)
Vrednost g(4)(−1) = −6 dobimo iz ena£be

−1

4
(x+ 1)4 =

1

24
g(4)(−1)(x+ 1)4.

Lahko pa jo tudi izra£unamo direktno z odvajanjem g(4)(x) = − 18·4!
(3+x)5 .

3. Izpeljite odprto Newton-Cotesovo formulo za ra£unanje integrala
ˆ x4

x0

f(x)dx = Af(x1) +Bf(x2) + Cf(x3) +R(f).

Dolo£ite tudi napako R(f).

Re²itev: Uporabimo lahko metodo nedolo£enih koe�cientov ali pa Lagrangeve interpo-
lacijske polinome. Z metodo nedolo£enih koe�cientov z vstavljanjem baznih polinomiv {1, x−
x0, (x− x0)2} dobimo sistem ena£b za A,B, in C

4h = A+B + C

8h2 = hA+ 2hB + 3hC

43

3
h3 = h2A+ 4h2B + 9h2C,

2



ki ga lahko predstavimo v matri£ni obliki1 1 1
1 2 3
1 4 9

AB
C

 = 4h

 1
2
16
3

 .
Re²itev poi²£emo z eliminacijo in je A = 8

3h,B = − 4
3h in C = 8

3h. Napako dobimo tako, da
v formulo vstavimo p4(x) = (x− x0)4

45

5
h4 =

8

3
h5 − 4

3
24h5 +

8

3
34h5 +R(p4)

R(p4) =

(
45

5
− 8

3
(1− 8 + 81)

)
h5

R(p4) = 16
15 (3 · 64− 37 · 5)h5 =

112

15
h5.

Za poljuben f je R(f) oblike 1
4!Cf

(4)(ξ)h5, kjer C izra£unamo iz R(p4)

1

4!
C · p′4(ξ)h5 = Ch5 =

112

15
h5

C =
112

15
.

4. Za implicitno ve£kora£no metodo

yn = yn−1 + h

(
5

12
f(xn, yn) +

2

3
f(xn−1, yn−1)−

1

12
f(xn−2, yn−2)

)
(2)

zapi²ite oba rodovna polinoma. Poi²£ite pribliºek za za£etni problem

y′ = x− y; y(0) = 1,

v x = 0.2 s korakom h = 0.1. Mankajo£i pribliºek za y(0.1) izra£unajte z enim korakom
metode Runge-Kutta

k1 = hf(xn, yn)

k2 = hf(xn +
h

2
, yn +

k1
2
)

k3 = hf(xn +
h

2
, yn +

k2
2
)

k4 = hf(xn + h, yn + k3)

yn+1 = yn +
k1 + 2k2 + 2k3 + k4

6
.

Re²itev: Rodovne polinome dobimo iz koe�cientov v ve£kora£ni formuli α0 = −1, α1 = 1 in
β0 = 5

12 , β1 = 2
3 , β2 = − 1

12 . Rodovni polinomi so

ρ = −x2 + x1

σ =
1

12

(
5x2 + 8x− 1

)
.

Za izra£un y(0.2) potrebujemo ²e ne pribliºek z RK metodo

k1 = 0.1(0− 1) = −0.1
k2 = 0.1(0.05− (1− 0.05)) = −0.9
k3 = 0.1(0.05− (1− 0.045)) = −0.0905
k4 = 0.1(0.1− (1− 0.0905)) = −0.08095
y1 = 0.90968

korak RK4 v octave
h=0.1; y0=1; x0=0;
k1 = h∗( x0−y0 )
k2 = h∗( x0+h/2−(y0+k1 /2))
k3 = h∗( x0+h/2−(y0+k2 /2))
k4 = h∗( x0+h−(y0+k3 ) )
y1 = y0 +(k1+2∗(k2+k3)+k4 )/6

3



Sedaj lahko uporabimo formulo (2)

y2 = y1 + h

(
5

12
f(x2, y2) +

2

3
f(x1, y1)−

1

12
f(x0, y0)

)
y2 = 0.90968 + 0.1

(
5

12
(0.2− y2) +

2

3
(0.1− 0.90968)− 1

12
(0− 1)

)
y2 = − 1

24
y2 + 0.85570,

iz katere lahko eksplicitno izra£unamo y2 = 0.85570
(1+ 1

24 )
= 0.821472.

4


