Poglavije 3

Numericno resevanje diferencialnih
enacb

Naloga 3.1 Naloga ni bila narejena na vajah
Diferencialno enacbo y' = —50y + 100, y(0) = yo, ki ima tocno resitev y(z) = (yo — 2)e 7% + 2
resujemo z

o eksplicitno Eulerjevo metodo yYn+1 = Yn + hf(xn, yn),

e implicitno Eulerjevo metodo yn+1 = Yn + hf(Tn+1, Ynt1)-

V obeh primerih izpelji splosno formulo za y, in doloci vrednosti za h, pri katerih y, konvergira
proti tocni resitvi, ko gre x proti co.

Resitev.

e Imamo enacbo ¢y’ = f(x,y) = —50y + 100, y(0) = yo. Tako dobimo zvezo
Ynt+1 = Yn + NS (@0, Yn) = yn + h(=50y, + 100) = y,, (1 — 50h) + 100A.

Kar je diferen¢na enacba z zacetnim pogojem 7. Najprej resimo homogeni del y, 1 =
yn(1 — 50h). Splosni nastavek je y, = Aa”. Tako dobimo a = (1 — 50h). Rabimo se
partikularno resitev, ki jo kar uganemo. Zlahka se prepricamo, da je to y, = 2. Tako
dobimo skupno resitev y, = A(1 — 50h)™ + 2. Iz zaetnega pogoja dobimo A = yy — 2.
Resitev je ¥, = (yo — 2)(1 — 50h)™ + 2. Toéna resitev y(x) = (yo — 2)e~°"% + 2 ima limito
2, ko gre x — 00. To mora veljati tudi za numeri¢no resitev, zato mora biti |1 — 50h| < 1.
Ker je h > 0, mora veljati 0 < h < %.

e Imamo enacbo y' = f(x,y) = —50y + 100, y(0) = yo. Tako dobimo zvezo
Ynt+1 = Yn + Nf (Tnt1, Ynt1) = Yn + A(=50yn41 + 100).

Kar je diferen¢na enacba z zaCetnim pogojem vy,

Yo + 1000  yn N 100Ah
1+50h 1450k 1+4+50h

Najprej resimo homogeni del. Splosni nastavek je y, = Aa™. Tako dobimo a = Hﬁ'
Rabimo se partikularno resitev, ki jo kar uganemo. Zlahka se prepricamo, da je to y, = 2.
Tako dobimo skupno resitev y,, = Am + 2. Iz zacetnega pogoja dobimo A = yy — 2.
Resitev je yn, = (yo — Q)W + 2. Toéna resitev y(z) = (yo — 2)e” "% 4 2 ima limito 2,

Yn+1 =

ko gre © — oo. To mora veljati tudi za numericno resitev, zato mora biti \ﬁ] < 1. Ker
je h > 0, je neenakost zmeraj izpolnjena.
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Enacba y' = Ay, kjer je Re()\) < 0 spada med toge probleme. Zanje je znacilno, da resitev hitro
pada, ko gre x — oo. [

Naloga 3.2 Dana je diferencialna enacha iy’ = x> — y?, y(xo) = yo.

(i). Lpelji trapezno formulo yns1 = o+ & (f(2nsyn) + F@at 1, Yar1)):

(ii). S trapezno formulo izracunaj priblizek y;.

Resitev.

(i). Resujemo diferencialno enacbo 3’ = f(z,y). To enacbo integriramo in za izrac¢un integrala
uporabimo trapezno pravilo.

Tn41 Tn+1 h
Ynt+1l — Yn = / Y (z)dx = / [z, y(x))dr = 5 (f(@n,yn) + f(Tnt1,Ynt1)) -

Tako dobimo

ﬁ (f(@n,Yn) + f(@Tnt1,Yns1)) -

Yn+l = Yn T+ 9

(ii). V zvezo vstavimo f(z,y) = x? — y?. Tako dobimo

h
ylzyo+§(af§—y§+xf—yf)‘

Iz ¢esar dobimo kvadratno enacha za y;

h h
51/% +y1— (yo + 5(3?3 -y +ﬁ)> :

Kvadratno enac¢bo resimo in dobimo

~1 /1 + 2hyo + h2(23 — 1 + 23)

Y1 = h .

Izbrati moramo Se pravo resitev. To bo tista, ki ima limito, ko gre h — 0 enako yqy. Ker je
\/1 + 2hyo + h2(z3 — y3 + 22) = 1 + hyo + O(h?), je to reditev s plusom.

Naloga 3.3 Podana je Runge-Kutta metoda

kl = hf('rnvyn)
ko = hf($n+h/2ayn +k1/2)
ks = hf(xn + h/2, Yn — k1 + 2k2)

1
Ynt1 = Yn+ g(lﬁ + 4ko + k3)

Resujemo problem y' = Ay, y(0) = yo. Zapisi eksplicitno formulo za y,. Kako velik je lahko h, da
se bo pri A = —4 resitev y, obnasala kot prava resitev, ko gre n — oo.
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Resitev. V nasem primeru je f(z,y) = Ay. Izracunamo

ki = h\yn
ky = hAYn+k1/2) = hA(yn + 1/2hAyn) = yn(hX + 1/2h22%)
ks = h\(yn — k1 4 2ka) = yn (RN + A2A% + h3X3)
1
Uit = Yoo+ kit dke +kg) = yo (14 hA + 1/2h%A% +1/6h3\3)
$(h)

Tocna reditev je enaka y(z) = yoe®. Da se bo numeri¢na resitev obnagala kot to¢na reitev mora
veljati |¢(hN)| < 1. Za primer A = —4 dobimo

32

¢(h-—4) =1 —4h +1/216h% +1/6h3(—64) = 1 — 4h + 8h? — 3 h3.

Zanima nas torej, kdaj je
32
|1 — 4h + 8h? — §h3| < 1.
7 nekaj truda ugotovimo, da mora veljati 0 < h < 0.6281.

Metoda je A-stabilna, ¢e je za vsak A, kjer Re(\) < 0, in vsak h > 0 stabilna pri resevanju
enacbe ¢y = \y. Kar pomeni, da pada proti 0, ko gre n — oo. [

Naloga 3.4 Naloga ni bila narejena na vajah
Dane je diferencialna enacba drugega reda

!

y' —y'y* +y=0,

z zacetnima pogojema y(0) = 1 in y'(0) = 0. Preuredi diferencialno enacbo na sistem diferencialnih
enach prvega reda, uporabi Runge-Kutta metodo 4. reda ter doloci numericno resitev v tocki y;
za h =0.2.

ki = hf(xn,yn)

ky = hf(zn+h/2,y, +k1/2)
ks = hf(zn+h/2,yn +k2/2)
ks = hf(zn+ h,yn + k3)

1
Yn+l = Yn+ 6(]“ + 2ko + 2ks + kyq)

Resitev. Uvedemo novo spremenljivko v/ = z. Kar nam da v = 2/ = ¢/y> —y = 2y> — v.
Tako dobimo sistem
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2l hP(ao + hy2, [Py + 12 By =
la 20 Iy

h 20 +1/2h _[—0.02
(20 +1/201) (yo + 1/2k1)* — (yo +1/2k1)| — | -0.22

yo + 1/2ks )
Zo—|—1/2l2

[ —0.022
~ | -0.219562

llﬂ — hF(z0 + /2,
3

L zo + I3
(20 + I3)(yo + k3)? — (yo + ks3)

ka Yo + k3 23+ I3

[l4] (w0 +h/ 20 + 13 [(Zo +13)(yo + k3)? — (yo + 1{33)‘|
ks]  [—0.0439124
ly| | —0.237602

Na koncu dobimo 1

Y1 ="Yyo+ §(k1 + 2ko + 2k + ky) = 0.978681
in )

21 =20+ i(ll + 2l5 + 213 + l4) = —0.216453.

Naloga 3.5 Poisci red formule

h
Ynt1 = Un = 15 (501 + 845 = Yoy) + O(WP).
Ali je metoda nicelno stabilna?

Resitev. Preverimo za katere polinome y = z° je formula to¢na. Za y = 1 je formula oéitno
tocna. Za y = x dobimo

h
nt+th—z,=-—12=h.
Ty + x 12

Formula je to¢na. Za y = 2 dobimo
2 2 2 _ h 2
(xn + h)* —xs =2z ,h + h* = E(lO(xn + h)16x, — 2(xy, — h) = 2z, + h*.
Za y = x> dobimo
. h
(2 +h)3 — 23 = 5(15(1:,1 + h)? + 2422 — 3(z, — h)?),
torej je formula spet to¢na. Ker mora biti formula to¢na za vsak x, in vsak h, lahko izberemo
x, = 0 Tako za y = z* dobimo
h 4
ht = E(zmﬁ —4h?) + O(h?) = gh4 + O(Rn").
Formula je torej reda 3.
Formula je tudi ni¢elno stabilna. Vstavimo f(z,y) = 0. Tako dobimo y,+1 — y» = 0. Polinom
0(¢) = ¢ — 1 ima enostavno nic¢lo 1, torej je nicelna stabilnost zagotovljena.

Formula je ni¢elno stabilna, ¢e za enostavno ni¢lo o velja |o| < 1. Za veckratno nic¢lo pa mora
veljati || < 1.



33

Naloga 3.6 Naloga ni bila narejena na vajah

Robni problem y" (x) + 2y (x) — 2y(x) = 3, y(0) = 0, y(1) = 2 numericno resujemo z diferencno
metodo. Pri tem prve in druge odvode nadomestimo s simetricnimi diferencami skozi tri sosednje
tocke. Zapisi dobljeni sistem linearnih enacb in ga resi v primeru h = 1/3.

Resitev. 'V toc¢ki x; se enacba spremeni v

Yitl — 2Yi + Yi—1 Yitl — Yi—1
2 — 2y; = 3.
n2 + 20 Yi

Tako dobimo enacbo
Yis1(1+h) + (24 2h2) + y;_1(1 — h) = 3n%.

Cejeh= % dobimo sistem

(45— (24 25) + 902 =
Y2 3 Y1 9 y03—

1 1 2
1+-)— 24+ 2— - =
y3( +3) y2(2 + 9)+y13

Naloga 3.7 Naloga ni bila narejena na vajah

Robni problem y" (x) + 2y (x) — 2y(x) = 3, y(0) = 0, y(1) = 2 numericno resujemo z diferencno
metodo. Pri tem prve in druge odvode nadomestimo s simetricnimi diferencami skozi tri sosednje
tocke. Zapisi dobljeni sistem linearnih enacb in ga resi v primeru h = 1/3.

Resitev. 'V toc¢ki x; se enacba spremeni v

Yit+1 — 2Y; + Yi—1 Yitl — Yi—1
2 — 2y; = 3.
n2 + ) Yi

Tako dobimo enacbo

yi+1(1 + h) + yl(2 + 2h2) + yi,1(1 — h) = 3I’L2

Cejeh= % dobimo sistem
(1+1) (2+21)+ 2_1
Y2 3 n 9 y03—3
1 1 2 1
14+ =) —ya(242- - = —,
y3( +3) y2(2 + 9)+y13 3
201 .

Sistem resimo in dobimo y; = %, Y2 = 161
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