Prirejanja, pokritja in pretoki

Oznaka: ¢e je A kon¢na mnoZica, z | A | oznacimo Stevilo njenih elementov oziroma njeno
moc.

Definirali smo prirejanje in pokritje v grafu. Mo¢ najvecjega prirejanja v (7smo oznacili z
‘u( G), mo¢ najmanjsega pokritja v G'pa s ‘L’( G) Pokazali smo:

1. Ce je Mprirejanje in Ppokritie v G je [M/ < [P].

2. Za vsak graf Gje u(G)ST(G).

3. Ce za neko prirejanje Min pokritie Pvelja [M/=|P/, je Mnajvecje prirejanje in P
najmanjse pokritje v G

Problem najvecjega prirejanja:
Dan je neusmerjen graf G. Pois¢i najvecje prirejanje v (i

Problem najmanjsega pokritja:
Dan je neusmerjen graf (. Poi$¢i najmanjse pokritje v G}

Glede na izbrano prirejanje Msmo definirali proste in vezane povezave, prosta in vezana
vozlis¢a, izmenicne poti in povecujoce poti.

Dokazali smo Bergeov izrek, ki pravi: Prirejanje Mje najvecje natanko tedaj, ko graf ne
vsebuje nobenih povecujocih poti za M. To nam omogoca poiskati najvecje prirejanje v
grafu (Fz naslednjim postopkom:

1. M= poljubno prirejanje v 7

2. dokler v (G obstaja povecujoca pot Pza M ponavljaj

povecaj prirejanje Mz zamenjavo prostih in vezanih povezav na P
3. vrni M

Opisali smo madzarsko metodo (MM) za iskanje najvecjega prirejanja v dvodelnem grafu G.
Poleg najvecjega prirejanja v (Gnam ta metoda poi$¢e tudi najmanjse pokritje grafa G

Z uporabo MM smo dokazali Koenig-Egervaryjey izrek, ki pravi:

V vsakem dvodelnem grafu Gje u(G)=1(G).

Definicija. Prirejanje Mv grafu Gje popolno, ¢e so vsa vozlis¢a G'vezana v M

Videli smo, da lahko Koenigov izrek o plesnih parih povemo takole: Vsak K-regularen
dvodelen graf, kjer je k= 1, ima popolno prirejanje.

Naj bo Ggraf in JS V[ G). Mnozico M J)={ ve N G); Jue JuveE ()} imenujemo

soses¢ina mnoZice vozlis¢ J. Z uporabo MM smo dokazali Hallov izrek, ki pravi:



Naj bo G=(XU Y,E) dvodelen graf z delnima mnoZicama vozlis¢ Xin Y, ki sta enake moci,
torej /X/=/Y/. Potem velja: Graf Gima popolno prirejanje <>/ J=X: IN(J)| > J].
Ogledali smo si madZarsko metodo z utezmi (MMU) za iskanje najcenejSega popolnega
prirejanja v uteZenem polnem dvodelnem grafu Ann. Ves ¢as delamo z matriko cen povezav C,
ki je velikosti 12X 1.

Postopek:

1. Od elementov vsake vrstice matrike C odstejemo najmanjsi element tiste vrstice. Od
elementov vsakega stolpca matrike C odstejemo najmanjsi element tistega stolpca.

2. Ce v matriki C'najdemo 1 nicel, tako da je v vsaki vrstici in v vsakem stolpcu natanko ena,
konc¢amo (najdene nic¢le dolocajo najcenej$e popolno prirejanje v ().

Sicer poiS¢emo mnoZico vrstic in stolpcev (skupaj manj kot 12), ki pokrijejo vse nicCle v
matriki C.

3. Naj bo £ najmanijsi nepokriti element C. Vse nepokrite elemente zmanjsamo za €. Vse

dvakrat pokrite elemente poveCamo za . Ostale elemente pustimo nespremenjene. Vrnemo se
na korak 2.

Pokazali smo, kako izvedemo 2. korak MMU s pomoc¢jo MM na dvodelnih grafih brez utezi.
Utemeljili smo pravilnost in kon¢nost MMU.

Pretoki in prerezi
Dano je pretocno omreZje, po katerem teCe tekocina. OmreZje vsebuje dve odlikovani
vozli3€i, izvor S in ponor T, za vsako povezavo pa poznamo zgornjo mejo dopustnega

pretoka. I3¢emo najvecji moZni pretok iz Sv L.

Podatki za problem najvecjega pretoka:

1. usmerjen graf G:( V,E) z odlikovanima vozlis¢ema Sin T,
2. nenegativno realno 3tevilo Cij za vsako povezavo I jE E (prepustnost ali kapaciteta

povezave 1 J).

Prepustnost CrazSirimo na vse pare vozliS¢ takole:

cli,j)=cij te i jEE,

c( 1,/)=0, ¢e i j&E.

I5¢emo najvecji pretok f: VX VR, ki zado3¢a pogojem

1. A4, J)=—1J,1) zavse I, jEV (antisimetricnost pretoka),
2. Y ievf(1,/)=0zavse j€ W[ s,t} (Kirchhoffovi zakoni),

3. fl1,J)<cl1,])zavse i, JEV (ustreznost pretoka).



Pri tem velikost pretoka { definiramo kot

| f] =X revA 1, 1).

Prerez omreZja (G,S, L, C) definiramo kot par mnozic A,BS V, kjer je
1. AUB=V, ANB=4,

2. SEA, teB.

Prepustnost prereza (A,B) definiramo kot C(A,B)szeA,jeBc( 1 ,J) Ce je f pretok v G,
definiramo tok skozi prerez (A,B) kot 1A,B)=Y. ie4, jest| 1, j).

Trditev. Za vsak pretok I in vsak prerez (4,B) v G je f{A,B)=|f].

Pri problemu najmanjsega prereza v omreZju (G,S, L, C) iS¢emo prerez z najmanjSo
prepustnostjo.

Izrek. Za vsak pretok f in vsak prerez (A,B) v Gje f(A,B) < C(A,B).

Ce je f1A,B)=c(A,B), je f najvetji pretok in (A, B) najman;si prerez v G
Ce je f pretok v omrezju (G,S, L, C), definiramo residualno omrezje (Gf, S, t,l“) takole:
r=c—1, NG)=V, B Gr)=| i jeE r(i,j)>0}.

Usmerjeno pot od Sdo v Gf imenujemo povecujoca pot.

Algoritem Forda in Fulkersona:

Podatki: omrezje (G.S,t,C)

Rezultat: najvedji pretok 1 in najman;si prerez (A, B)

Postopek:

1. £ = poljuben pretok v (G,S, t,C)

2. dokler v (i obstaja povecujoca pot P ponavljaj

d=min{r(i,j); ijeHP)

A i,j)=d te i je B P

i, /)=—d ce jicHP)

fP(j,j)ZO, sicer

f=1f+fp

3. A={ve (); obstaja usmer jena pot s>v v Gf

4. B=1G\4

5.vini £,A,B

Izrek (Ford & Fulkerson). Naj bo f pretok v omreZju (G,S, L, C). Naslednje trditve so
ekvivalentne:

1. fje najvedii pretok v (G,S, L, C),



2. v Gf ni povecujocih poti,

3. obstaja prerez (4,B) v (G,s,t,¢), tako da je | | =c(A,B).



