Problem razvoza (PR)

Dano je transportno omreZje, po katerem prevazamo dolo¢eno dobrino. V nekaterih krajih to
dobrino izdelujejo oziroma pridobivajo, v drugih pa jo porabljajo. Predpostavljamo, da je
skupna ponudba enaka skupnemu povpraSevanju. Zanima nas, kako zadostiti povpraSevanju z
minimalnimi prevoznimi stroski.

Podatki PR:

1. usmerjen graf G=(V,E),

2. realno Stevilo by za vsako vozlisce vE V(povprasevanje v vozlis¢u v, ¢e je bv>0, oziroma
ponudba, Ce je br<0),

3. realno Stevilo Ce za vsako povezavo €€ E (stroski prevoza enote tovora vzdolZ povezave
e).

Predpostavka o podatkih: vsota bv po vseh vozlis¢ih vE Vje enaka 0 (skupna ponudba je
enaka skupnemu povpraSevanju).

I$¢emo: za vsako povezavo €€ E'razvoz Xe, ki zado¢a pogojem

1. Xe=>0 za vse €€ E (nenegativnost),

2. za vsako vozlisce vE Vvelja:
ZeEE: konec(e)=vXe— ZGEE za

etek(e)=vXe= by (Kirchhoffovi zakoni),

in pri katerem je doseZen MiN ecECeXe.

Problem razvoza smo zapisali v matricni obliki:
I§¢emo: M1 Il< C,X>
pri pogojih Ax=b, x>0,

kjer je A inciden¢na matrika usmerjenega grafa G, b pa vektor z ni¢elno vsoto komponent. To
je poseben primer LP v splosni obliki.

PR lahko resujemo s simpleksno metodo na omreZzjih.

Definicija: Dopustna resitev X je drevesna dopustna resitev (ddr), ¢e v grafu G obstaja vpeto
drevo 7, tako da je razvoz X na vseh povezavah zunaj drevesa I enak 0.

Denimo, da je X dopustna drevesna resitev, ki ustreza drevesu 7. Izbolj3ati jo skusamo takole:

1. Vvozlis¢ih 1,2,...,1n dolo¢imo cene prevoza ¥1,¥2,...,¥n iz sistema enacb:



=0,

Yi+Cij=Y/j, za vse povezave I J drevesa 1.

2. Vstopajoco povezavo € izberemo med tistimi povezavami 1 zunaj drevesa 7, za katere je
Yi+Cij<yj.

3. Graf T+ e vsebuje natanko en cikel C. Povezave cikla C delimo na preme (ki doloajo isto
orientacijo cikla Ckot €) in obratne (ki dolocajo nasprotno orientacijo cikla Ckot €). Naj bo

t=min{xw; uv obratna povezava na (.

Izstopajoco povezavo f'izberemo med tistimi obratnimi povezavami UV, pri katerih je
doseZen zgornji minimum.

4. Razvoz na premih povezavah povecamo za t, na obratnih pa zmanj$amo za t. Drevo 1
nadomestimo z drevesom /+€— f in se vrnemo na korak 1.

To ponavljamo, dokler na 2. koraku ne moremo vec izbrati izstopajoCe povezave, ker za vse
povezave I J zunaj drevesa I velja yi+Cij=> V.

Trditev. Na vsakem koraku simpleksne metode na omreZju za ddr X in za vektor cen Y, ki

pripadata istemu vpetemu drevesu 7, velja: <C,X>=<b, y>.

Posledica: Ce za vse povezave 1J grafa G velja neenacba yi+Cij= Y, je trenutna drevesna
dopustna reSitev optimalna.

Z drugimi besedami: Ce ne moremo izbrati vstopajoce povezave, je trenutna ddr optimalna.

Preostali problemi pri reSevanju PR:

1. Kaj ¢e ne moremo izbrati izstopajoce povezave, ker na ciklu C'v grafu 7+€ ni nobene

obratne povezave? V tem primeru ima omreZje (Fusmerjen cikel z negativno vsoto prevoznih
stroSkov, torej je PR neomejen.

2. Ogledali smo si Cunninghamovo pravilo, ki nam zagotavlja, da simpleksni postopek na
omreZju ne bo zaSel v neskon¢no zanko.

3. Zacetno drevesno dopustno resitev poiSc¢emo z dvofazno simpleksno metodo na omrezju. V
I. fazi izberemo poljubno vozlis¢e I (koren) in dodamo umetne povezave: za vsako vozliSce
Jz bj=0 dodamo povezavo I"Jj (Ze je e ni); za vsako vozlii¢e Jz bj<0 dodamo povezavo

JI" (Ce je Se ni). Na novem omreZju reSimo pomozni PR, kjer stroSke prevoza na povezavah
definiramo takole:

dij=1, ¢e 1jumetna povezava,



dij=0, e I jprvotna povezava.

Za zacCetno drevesno dopustno reSitev pomoZznega problema vzamemo tisto, ki ustreza zvezdi
s sredis¢em v korenu 7. Pomozni problem je gotovo omejen, ker so vsi stroski di,j>0.

Re$imo ga s simpleksno metodo na omreZjih in dobimo reSitev Xx, ki ustreza drevesu . Tu
lahko nastopijo trije primeri:

a) T ne vsebuje umetnih povezav. V tem primeru 7+ dolo¢a iskano zacetno drevesno
dopustno resitev prvotnega PR, ki ga v II. fazi reSimo z osnovno simpleksno metodo na
omreZjih.

b) T vsebuje umetno povezavo I J, na kateri je X* i/>0. V tem primeru je prvotni PR
nedopusten.

c) T« vsebuje umetne povezave, vendar je Xx i j=0 na vseh umetnih povezavah I j. V tem
primeru omreZje razpade na dve manjsi neodvisni podomreZji. ReSitev PR dobimo tako, da ga
reSimo loc¢eno na vsakem od obeh podomreZij.

S tem je predstavitev simpleksne metode na omreZju koncana.

Zapisali smo dual problema razvoza. Ugotovili smo, da pri reSevanju problema razvoza I1 s
simpleksno metodo na omreZju zadnji vektor cen Y predstavlja optimalno reSitev dualnega

problema [T .

Dokazali smo, da za problem razvoza, ki je zelo poseben primer linearnega programa, velja
izrek o celih resitvah: Naj bodo vse komponente vektorja povprasevanja b cela $tevila. Ce
ima problem razvoza dopustno reSitev, nam dvofazna simpleksna metoda na omreZju vrne
celostevilsko dopustno reSitev; in ce problem ima optimalno reSitev, nam dvofazna simpleksna
metoda na omreZju vrne celostevilsko optimalno reSitev.

Kot zgled uporabe izreka o celih reSitvah smo dokazali Kénigov izrek o plesnih parih: Na
plesu je 11 fantov in N deklet. Ce vsako dekle pozna k od prisotnih fantov, vsak fant pa k od
prisotnih deklet in je 1 <k<n, je mogoce oblikovati I plesnih parov tako, da vsaka plesalka
pozna svojega soplesalca in obratno.



