Resitve izpita iz Sluc¢ajnih procesov 1 z dne 22. 8. 2011

Finan¢na matematika

1. Ce Francéeve kosnje trave pogledamo od trenutka ¢ez 15 dni nazaj, le-te prav tako
tvorijo homogen Poissonov proces z intenziteto ene kosnje na 5 dni, le da mu moramo
dodati ge pravkarsnjo kosnjo. Ce torej z z A oznac¢imo ¢as zadnje kosnje v prihodnjih
15 dneh, ima A isto porazdelitev kot min{T, 15}, kjer je T ~ Exp(1/5) (slu¢ajna
spremenljivka A predstavlja starost Poissonovega procesa kosenj). Torej velja:

1o —t/5 15 [ s -3
E(A) = - te /2 dt + — eP’dt=5—-5e".
9 Jo 5 Jis
Visina trave je enaka 2A, torej bo njena pricakovana vrednost enaka
2E(A) =10 — 10e73 = 950 cm.

2. Velja D = max{Ss, T\ }, kjer je Sy Cas, ko Stanka nabere drugega jurcka, 77 pa je ¢as,
ko Tone ujame svojo (edino) postrv. Slucajni spremenljivki Sy in 77 sta neodvisni,
pri ¢emer je Sy ~ Gama(2,2) in 77 ~ Exp(1). Za t > 0 torej velja:

fs,(t) = dte™?, Fs,(t) =1— (2t +1) e,
fr(t)=e™", Fr(t)=1—e".
Sledi:

Fp(t) = Fs,(t) Fr,(t) =1 —e ' — (2t + 1)e 2 + (2t + 1)e ™|
fot)=e ' +4ate ™ — (6t + 1),

3. a) Oznac¢imo z N, Stevilo zamudnikov, ki pridejo do vkljuéno ¢asa t. Za t < s je torej
N, — N, stevilo zamudnikov, ki pridejo z zamudo med ¢ in s. Velja:

t
N; ~ Exp (/ e " du) = Exp(l — e_t) ,
0

Ny — Ny ~ Exp (/ e du) = Exp(e_t — e_s) ,
t

poleg tega pa sta N; in Ny — N; neodvisni. Definicijo lahko razsirimo na s = oo:
No — N; je stevilo vseh zamudnikov, ki zamudijo ve¢ kot ¢, in velja Ny, — N; ~
Exp(e™).

Dogodek, da pride natanko en zamudnik in zamudi ve¢ kot dva meseca, lahko za-
pisemo kot:

A= {NQZO,NOO_N2:1}

Zaradi neodvisnosti je njegova verjetnost enaka:

P(A) =P(Ny = 0)P(Ny — Ny =1) = ¢¢ Le 27" =% = 0°0498.
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b) Oznac¢imo z Z zamudo edinega zamudnika in za¢nimo rac¢unati pogojno kumula-
tivno porazdelitveno funkcijo:

P(Ntz 1,N2:O,NOO—N2:1)
]P)(NQZO,NOO—NQZ 1)

Zat <2je Fza(t) =0, za t > 2 pa velja:

. @_MM:QM—M:U%—Mzw_
a4 = P(Ny = 0, Ny — Ny = 1) a

CP(Ny=0)P(N, — Ny = 1) P(Nyy — N, =0)

=1—¢>?t.

Za izracun pogojne pricakovane zamude imamo ve¢ moznosti. Lahko izracunamo
gostoto:

fz1a(t) = >

in z integriranjem dobimo:
E(Z | A) :/ te*tdt =3.
2
Lahko ga dobimo tudi neposredno iz prezivetvene funkcije:

E(Z | A) :/Ooo(l—FZM(t)) dt:2+/2me2_tdt:3.

Lahko pa tudi opazimo, da se pogojna porazdelitev ujema z eksponentno porazde-
litvijo Exp(1), pomaknjeno za 2 v desno, in prav tako dobimo pogojno pri¢akovano
zamudo 3 mesece.

. a) Prihodi avtobusa tvorijo prenovitveni proces. Ce medprihodne ¢ase oznacimo s

11, T, ..., je asimptoticno dolgoroc¢no Stevilo prihodov na uro enako:
3
E(Ty)  2°

b) Dogodek, da bodo Petersiljckovi ¢akali manj kot 20 minut, lahko zapisemo kot
{T\ > 40 min} U {71 + T» < 1 h}. To lahko prikaZemo na naslednjem diagramu:
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in iz razmerja ploséin razberemo, da je iskana verjetnost enaka 5/8.
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