Resitve kolokvija iz Sluc¢ajnih procesov 1 z dne 10. 6. 2011

Finan¢na matematika

. a) Stevilo zamudnikov, ki zamudijo ve¢ kot tri mesece, je porazdeljeno po Poissonu
Pois()), kjer je:
/ etdt =e?.
3

Verjetnost, da ni nobenega takega, pa je enaka:

Ae—A

= e ¢’ = 0951,

b) Prvi nacin. Ce tako kot ponavadi z Sy ozna¢imo prihod drugega zamudnika, z N,
pa stevilo prihodov do casa t, velja:

P(Sy <t,Noe=2) P(N,=2,No — N, = 0)
Foalno=2(t) = Noo =2 - P(N, = 2) -

(RO (—R(t) o~ (Rioe)~R(0) (R(t) ?
) Y

(E)” o R(co) -

kier je R(t) = [} p(t)dt = 1 — e~". Torej je:

Foynams(t) = (1—e7")?,

pogojna gostota je enaka:

fa(t) = Fy(t) =2(e™" —e7™),
pogojna pricakovana vrednost pa:

oo
E(Sy | N3 =2) = 2/ tlet—e ) dt = g
0

Drugi nacin. Znano je, da sta pogojno na dogodek, da zamudita natanko dva, na
slepo pomesana casa njunih zamud neodvisna, njuna porazdelitev pa je zvezna z
intenziteto, ki je sorazmerna z intenziteto Poissonovega procesa. Ker je fooo p(t)dt =
1, je ta pogojna gostota enaka kar p, kumulativna porazdelitvena funkcija pa je za
t > 0 enaka:

F(t):/osp(s)d.s:l—e_t.

Zamuda zadnjega zamudnika je seveda maksimum (pomeSanih) zamud obeh zamu-
dnikov, torej je njena pogojna kumulativna porazdelitvena funkcija enaka:

F52|Nw:2(t) = (1 — €_t)2 .
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Nadaljujemo tako kot pri prvem nacinu.

Tretyi nacin. Znano je, da je pogojno na dogodek, da zamudita natanko dva, pogojna
navzkrizna gostota njunih prihodov enaka:

P(S1)P(S2)
2l———=—= 0<s1 <59
fSI,SQ|NOO=2(317 52) = R(OO) )
0 ; sicer

kjer sta p in R tako kot pri prvem nacinu. Za 0 < sy < s torej velja:

—51—82

f51,52|Noo=2(317 52) =2e

Sledi:

E(S; | Nw =2) = // 52f51,5s|Now=2(51, 52) ds1 dsy = 2/ 6_81/ sp€” dsyds) =
R? 0

51
> 3
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. Oznacimo z W, skupni znesek glob, ki jih mora lastnik restavracije placati do casa t.
To je prenovitveni proces z “nagradami” Ri, R, ..., ki imajo pricakovane vrednosti
10 - (10 — c)i, in medprihodnimi c¢asi 77,75, ..., ki imajo pricakovano vrednost 60
dni. Torej skoraj gotovo velja:

W  E(R 10 — ¢)?

lim 2t — (1):( C)+_
t—oo ¢ E(Tl) 6

Ce s C; oznac¢imo lastnikove strogke z vzdrzevanjem z globami vred, velja Cy = ct+W,

torej skoraj gotovo velja:

Ct (10 — C)%_
tIigIOT_ (c) =t -
Za c € [10,00) je f(c) naras¢ajoca funkcija, za ¢ € [0, 10] pa po odvajanju:
c—T7

f'(e) =

dobimo, da je minimum dosezen pri ¢ = 7.
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. Oznac¢imo M (t) := E(N;). Gre za prenovitveni proces z zaostankom, pri ¢emer ima
prvi (med)prihodni ¢as porazdelitev Gama(2, A), ki ima Laplaceovo transformiranko:

R 22

G(Z):m,

nadaljnji medprihodni ¢asi pa imajo eksponentno porazdelitev Exp()) z Laplaceovo
transformiranko:




Laplace—Stieltjesova transformiranka prenovitvene mere je torej enaka:

o Gl XN X
M(Z>_1_F(Z)—z(z+)\)_z z4+ N’

prenovitvena mera sama pa znasa:

t s
M(t):)\/ ds—)\/ e Mds =AM —1+e M.
0 0

4
. a) Ce s T}, Ty, ... ozna¢imo medprihodne ¢ase, velja E(T;) = 3 torej

. E(Vy) 1 4

lim = =—_.
tsoo E(Ty) 3
b) Ker je medprihodni ¢as navzgor omejen z 1, varnostnik v dveh urah skoraj gotovo
obisce sef vsaj dvakrat. Ce ga torej je v prvi uri in pol obhodil natanko enkrat, ga bo
v naslednje pol ure skoraj gotovo vsaj Se enkrat. Iskana pogojna verjetnost je torej

enaka nic.
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