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Pazljivo preberite navodilo naloge, preden se lotite reševanja. Odgovore dobro utemeljite. Vsaka naloga je
vredna 13 točk, 50 točk šteje za 100%. Veliko uspeha!
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2. Naj bodo Z1, Z2, . . . neodvisne slučajne spremenljivke. Za vsak k ∈ N je porazdelitev Zk podana z
vejetnostno shemo
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kjer je ck neka pozitivna realna konstanta. Naj bo Fn = σ(Z1, Z2, . . . , Zn) in

Xn =
n∏
k=1

Zk

za vsak n∈N. Določite {ck}∞k=1 tako, da bo {Xn}n∈N martingal glede na {Fn}n∈N.

3. Naj bo (Ω,F ) merljiv prostor.
(a) Naj bo {fn}∞n=1 zaporedje merljivih funkcij na Ω. Dokažite, da je množica vseh točk ω∈Ω, v katerih

je zaporedje {fn(ω)}∞n=1 naraščajoče, merljiva.
(b) Naj bo ∅ 6= E ⊆ Ω in

M = {A ⊆ Ω
∣∣ obstaja tak B∈F , da je A = B ∩ E}.

Dokažite, da je M σ-algebra na množici E.

4. Interval [0, 1] razdelimo na r paroma disjunktnih podintervalov z dolžinami p1, p2, . . . , pr. Naj bodo
{Xk}∞k=1 neodvisne slučajne spremenljivke, vse porazdelene enakomerno zvezno na intervalu [0, 1]. Za
vsak n∈N in i∈{1, 2, . . . , r} označimo z Zn(i) število slučajnih spremenljivk izmed {Xk}nk=1, ki ležijo v
i-tem podintervalu (katerega dolžina je pi). Za vsak n∈N naj bo
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Dokažite, da velja
lnRn
n

s.g.−→
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pi ln(pi).


