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Pazljivo preberite navodilo naloge, preden se lotite reševanja. Odgovore dobro utemeljite. Vsaka naloga je
vredna 14 točk. Veliko uspeha!

1. Izračunaj limito

lim
n→∞

∫ 1

1
n

nx+ 1
nx+ n+ 1 arctg(nx) dx.

2. Naj bo

Ω = {(x, y)∈R2 ∣∣x ≥ 0 , y ≥ 0 , x2 + y2 ≤ 1},
L = {(x, y)∈Ω

∣∣x2 + y2 = 1},
N = {(x, y)∈Ω

∣∣x+ y ≤ 1}.

Naj bo M najmanjša σ-algebra na Ω, ki vsebuje vse pravokotnike Ma = [0, a]× [0,
√

1− a2], kjer je
a∈(0, 1). Definirajmo F ⊆P(Ω) s predpisom

F = {A⊆Ω
∣∣ bodisi A ∩ L največ števna in (0, 1) /∈A
bodisi Ac ∩ L največ števna in (0, 1)∈A}.

Dokaži:
(a) F je σ-algebra,
(b) M ⊆F ,
(c) N /∈M .

3. Naj bo m Lebesgueova mera na intervalu
[
−1

2 ,
1
2

]
. Za vsak n ≥ 2 naj bo

fn(x) = χ[− 1
n
, 1
n ](x),

kjer je x∈
[
−1

2 ,
1
2

]
. Ali zaporedje funkcij {fn}n∈N konvergira k 0 verjetnostno? Ali {fn}n∈N konvergira

k 0 skoraj gotovo? Ali zaporedje funkcij {fn}n∈N konvergira k 0 v prostoru Lp(m) za kakšen p∈(0,∞)?
Če da, za katere p?

4. Naj bo Ω = [0, 1], m Lebesgueova mera na [0, 1] in {an}n∈N ⊆ [0, 1] zaporedje realnih števil. Dokaži, da
je

lim
n→∞

an = 0
natanko tedaj, ko obstaja zaporedje Borelovih množic {An}n∈N, An⊆ [0, 1] za vsak n∈N, za katero je
m(An) = an za vsak n∈N in velja

∞∑
n=1

χAn <∞ skoraj gotovo.


