4. Martingali
Pogojno matematiéno upanje

Naj bo sl#ajna spremenljivkaX iz L1(Q, F,P) in naj boG o-podalgebrar-

algebreF. Tedaj obstaja séiajna spremenljivkaE[X|G], ki jo poimenujemo
pogojno matematno upanjesiucajne spremenljivkeX glede nas-algebrog, z

lastnostmi:

(1)E[X|G] je G-merljiva in integrabilna;

(2)za vse dogodké € G velja

deP =f E[X|G] dP.
G

G
Zastavimo si vsaj dve vprasanji.

(a)Zakaj je ta definicija smiselna matentat?

(b)Zakaj je ta definicija smiselna intuitivno?

Na prvo vpraSanje odgovorimo najprej v primeruj&k& > 0. Tedaj definiramo
merov s predpisom

v(F) =f XdP,F € F.
F

Ocitno je mera v|; absolutno zvezna glede na merRj;. Po Radon-

Nikodymovem izreku zato obstaja funkcija z lastjwgR). Ce paX ni nujno
nenegativna, jo zapiSemo v oblikKi= X* — X~ in uporabimo ta premislek za
vsako od sliajnih spremenljivkX* in X~ posebej. Tako smo dokazali naslednii
izrek:

Izrek o obstoju. Pogojno matemaitno upanje vselej obstaja in je skoraj gotovo
enolicno.

Pogojna verjetnost dogodk@a € F glede nas-algebrog je sluwajna spremen-

livka P(F|G) = E[xr|G].

Pogojevanje glede na druzino spremenljNaj bo {Y3},c; neka druzina
sluicajnih spremenljivk inG = o(Yy; A € J) g-algebra, generirana s to druzino.
Tedaj jeE[X|Yy; 4 € ]] = E[X]|G].



V poskusu odgovora na vprasanje (b) si poglejm@anejiedov.
- Naj bo najprefj o-algebra generirana z dogodkdre F. Tedaj je
E[X|G] = XBﬁfB XdP+)(§%E)f§ xapr(s.9.).
- Zdaj pa naj boG o-algebra generirana s popolnim sistemom dogodkov
B;,B,,:+,B, € F. Tedaj je

EIXIG] = Y1 Xo sl X0 (5.9.)

L astnosti pogojnega matemati¢nega upanja

Pri nadaljnjih utemeljitvah intuitivnih razlogov zaspeljavo pogojnega
matematinega upanja, se to preko svojih lastnosti pokat@&boljSa napoved
za sl&ajno spremenljivkoX na podlagi informacije, ki jo vsebujealgebrag.
Vse tu navedene etge in neen&je moramo razumeti v smislu s.g. (skoraj
gotovo).

(1)Idempotentnoste jeX zeG-merljiva, potem je&E[X|G] = X.

(2)UniverzalnostE[X|{0,Q}] = E X.

(3)Linearnost:E[aX + BY|G] = E[aX|G] + E[BY|G].

(A E[E[X|G]]= E X.

(5)Monotonostée jeX <Y, potem jeE[X|G] < E[Y]G].

(6) TrikotniSka neenakostE[X|G]| < E[]|X] 1G].

(7)Neodvisno pogojevanj€e jeX neodvisen od, potem jeE[X|G] = E X.

(8)Produktno pravilo ¢e velja X,YX € L' in je Y G-merljiva, potem je
E[XY|g] = YE[XIG].

(9)Pravilo gladitve ¢e jeG; € G, € F in X € L, potem velja E[E[X|G,]|G;]
= E[X|G,] in E[E[X1G.]1G1] = E[X|G4]

(10) Zveznost po normiza vsakoL? normo velja, da je|lE[X|G]ll, < [IX]l,,
zato slika projektor pogojnega matermyaéiga upanja v poljubni? normi
konvergentna zaporedja v konvergentna zaporedja.

(11) Pravilo projektorjev Na prostoruL?(Q,F,P) definiramo preslikavo
X » E(X|G), ki je ortogonalni projektor na podprostag-merljivin
(razredov) slaajnih spremenljivk. Slika je (skoraj gotovo) erala slkajna
spremenljivkaE [X|G], pri kateri je dosezemnf,¢;z g |1 X — Z||,.



(12) Fatoujeva lema ¢e je 0 < X, € L', potem je E[liminf,_ X, |G] <
liminf,,_, o, E[X,|G].

(13) lzrek o monotoni konvergenee je0 < X,, T X € L1, potem jeE[X,|G] T
E[X16].

(14) lzrek o dominantni konvergendie je |X,| < Z € L! in X,, » X skoraj
gotovo, potem j&[lim,_,. X, |G] = lim,,_ . E[X,|G] -

Filtracijein (pol)martingali

- Zaporedjer-podalgebefF;}i2, jefiltracija, ¢e veljaF; € F, € ---.

- Sluwrajni proces(oziroma na kratkgroceg je zaporedje sltajnih spremen-
ljivk X = {X;};2;.

- Proces{X;};2, je prilagojen filtraciji {F;};2,, ¢e je za vsaki slwajna
spremenljivkaX; F;-merljiva.

- Vsak proces je prilagojen neki filtraciji. Za prede;};2, npr. definiramo

Fr = o({Xi}iz1),

to jefiltracija, ki jo generira ta proces

- Proced X, },-1 Je podmartingalglede na filtracijoF = {F,},~,, ¢e velja
(a)proces je prilagojen filtraciji,
(b)slwajne spremenljivke(,, so vL! za vsakn.
(c)za vsakn je skoraj gotovE|[X,,;1|F,] = X,,.

- ProcedX, },-1 je nadmartingalglede na filtracijdF, ¢e je- X podmartingal.

- Proces{X, }n-, je martingal glede na filtracijoF, c¢e je hkrati nad- in pod-
martingal.

- Proces{X,,};-, je predvidljiv glede na filtracijaF, ¢e jeX,, F,,—1-merljiv za
vsakn. TuF, ozn&uje najmanjSo mozn@-algebro.

- ProcesX je polmartingal ¢e ga lahko zapiSemo v obliKi=Y + Z, kjer jeY
martingal inZ proces z omejeno variacijto pomeni, da j& = U —V, kjer
stal; < U, < - inV; <V, < --- L! naragajosa prilagojena procesa.

4.1. Primer. Naj bodo{X;};2, n.i.p., npr. enakomerno na {1,-1} (model za zelo
enostavno igro na ste). Naj boF s tem zaporedjem generirana filtracija in
S, =X, + -+ X, zaporedje delnih vsat> E[S,,;1|F,] = E[X,,+1 + Sp|F.] =
0+S, in S, je martingal. Ta premislek velja sploSneje, brz dm{X;};2,
neodvisne (tudée niso porazdeljene enakdg so le vsd.! in imajo povpreje
ni¢. Se en pogled na ta primé; je (simetréni) sluéajni sprehod.



4.2. Primer. Naj bo S = {S;};2, martingal glede na filtracijoF in proces
A = {A;};2, predvidljiv glede naF. PostavimoS, := 0 in naj boy, neka
konstanta. Vpeljimo proceés predpisom:

Yo =yo + 211 4;(S; — Si—1), zavsakn > 0.
Potem je proce¥ martingal glede n&. To je martingalska transformacija
proceses. Konkretni zgled: v proceSiz primera 4.1 vstavimo novo staxo

4.3. Primer. Naj boF poljubna filtracija inY poljubnalL! slwajna spremen-
ljivka. Potem jeX,, := E[Y|F,] martingal glede na to filtracijo. Tako dobljenim
martingalom réemoDoobovi martingali

44. Lema. Ce je X podmartingal glede na neko filtracij®, potem je
podmartingal tudi glede na filtracijo, ki pgenerira.

4.5. Lema.
(a)Ce je X martingal glede na neko filtracij# in je y konveksna ter so
Y(X,) v L' za vsen, potem jep(X) podmartingal glede na isto filtracijo.
(b)Ce je X podmartingal glede na neko filtracijf in je y nepadajsa
konveksna ter s¢(X,,) v L! za vsen, potem jey(X) podmartingal glede
na isto filtracijo.

Za vsak martingaK so torejiX*, |X|P, p = 1, ine* podmartingalige so le vL?
za vsakn. Za vsak podmartingad pa stax* in e* podmartingalage sta le .t
za vsakn. Obstaja pa podmartingal, katerega absolutna wstdm podmartin-
gal.

Doobova dekompozicija.
(a)Vsak podmartingalX lahko zapiSemo kot vsot& =Y + Z, kjer je Y
martingal inZ nenegativen predvidljiv s.g. natagos L' proces.
(b)Vsak pod- in vsak nad-martingal je polmartingal.
(c) Vsak polmartingal lahko zapiSemo kot razliko padnad-martingala.

Dokaz. Vpeljimo X, :=0in D; == X; — X;_; zai = 1,2,---, tako da je proceX
zaporedje delnih vsot procefa Nadalje postavimd,, = Y.’ E[D;|F;_1] in
Z=X-Y.



