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Produktne o-algebre

Siighikiila 1 V tem poglavju bomo spoznali korektno definicijo neodvisnosti

i3 . . ..
poglavje slu¢ajnih spremenljivk. V teoriji mere so podlaga za

Neodvisnost i . 8 ) ) .
modeliranje neodvisnosti produktni prostori.

Matjaz
Omladi¢

Naj bosta (1, F1, p1) in (22, F2, p2) dva prostora s o-kon&no
E::i:f_mi mero. Na produktni mnoZici ;1 x Qo bomo vpeljali produktno
o-algebro F1 x F» in produktno mero py X po.
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Produktne o-algebre

V tem poglavju bomo spoznali korektno definicijo neodvisnosti
slu¢ajnih spremenljivk. V teoriji mere so podlaga za
modeliranje neodvisnosti produktni prostori.

Naj bosta (1, F1, p1) in (22, F2, p2) dva prostora s o-kon&no
mero. Na produktni mnozici Q1 x €25 bomo vpeljali produktno
o-algebro F1 x F» in produktno mero py X po.

Definicija. Najprej vpeljemo druzino merljivih pravokotnikov
Ag = {A1 X Ax| A1 € F1, Az € F}, ki je zaprta za kongne
preseke, nato pa 3e algebro mnoZic A kot druZino vseh kon&nih
unij disjunktnih elementov druZine Ag.

lzrek (Produktno merljive mnoZice)

DruZina A je algebra in o(A) = o(Ap).

Dokaz zahteva idejno preprost, le nekoliko tehniéno zahteven
premislek.



Definicija produktne mere

Sl Definicija. Z 73 x F; oznatimo o-algebro o(A), njene

posiave elemente pa poimenujemo produktno merljive mnoZice.
€0dVISNos!
Matias Vpeljati Zelimo 8e produktno mero 1 X pp na produktnem
OralEcl merljivem prostoru (21 x Q2,F1 X F»). To mero definiramo

Produktni najprej na druzini mnozic Ag s predpisom

prostori
(11 x p2)(A1 X Az) = p1(A1) - p2(Az).

Na druZino mnoZic A jo razsirimo enoli¢no do kon&no aditivne
mere. Nato pa se moramo nasloniti na izrek Carathéodory.
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Definicija produktne mere

Definicija. Z F; x F, oznalimo o-algebro o(.A), njene
elemente pa poimenujemo produktno merljive mnoZice.
Vpeljati Zelimo 8e produktno mero 1 X pp na produktnem
merljivem prostoru (21 x Qa, F1 X F2). To mero definiramo
najprej na druzini mnozic Ag s predpisom

(11 X p2)(A1 X Az) = p1(Ar) - p2(Az).

Na druZino mnoZic A jo razsirimo enoli¢no do kon&no aditivne
mere. Nato pa se moramo nasloniti na izrek Carathéodory.

S tem namenom moramo dokazati, da je tako dobljena mera
tudi o-aditivna, oz. $tevno aditivna, kar je edini res netrivialen
del te izpeljave. Pri tem je klju¢en dokaz t.i. dezintegracijske
formule, ki velja za poljuben E € F; x F3:

(i1 % 12)(E) = /Q 1(Eny) dpi,

kjer je E., := {w1 | (w1,w2) € E} nujno merljiva mnoZica.




Obstoj produktne mere

Statistika 1 X
Tretje Izrek (o obstoju produktne mere)
poglavje

Neodvisnost

o Na produktnem merljivem prostoru (1 x Qp, F1 X F») obstaja

Matjaz . v - . g

Omladié natanko ena mera, ki se na druZini A ujema s tako vpeljano
Produktni mero /"Ll X /’62'

prostori

Mero iz izreka poimenujemo produktna mera in jo oznaimo z
1 X p2. Po matemati¢ni indukciji lahko definicijo razsirimo na
produkt ve¢ (kon&no mnogo) prostorov z mero. Kolmogorov je
vpeljal produkt Stevno mnogo prostorov z mero. Zgornji izrek
nam omogoca alternativno vpeljavo n-razsezne Lebesguove
mere iz enorazsezne.



Obstoj produktne mere

Statistika 1 X
Tretje Izrek (o obstoju produktne mere)
poglavje

Neodvisnost

Na produktnem merljivem prostoru (1 x Qp, F1 X F») obstaja
natanko ena mera, ki se na druZini A ujema s tako vpeljano
Produktni mero (i1 X 2.

prostori

Mero iz izreka poimenujemo produktna mera in jo oznaimo z
u1 X p2. Po matemati¢ni indukciji lahko definicijo razsirimo na
produkt ve¢ (kon&no mnogo) prostorov z mero. Kolmogorov je
vpeljal produkt Stevno mnogo prostorov z mero. Zgornji izrek
nam omogocda alternativno vpeljavo n-razsezne Lebesguove
mere iz enorazsezne.

Izrek (o obstoju velrazseZne Lebesguove mere)

n-razseZna Lebesguova mera je n-kratni produkt enorazseZne
Lebesguove mere same s seboj.



Fubinijev izrek

Statistika 1 . . o
Tretje Izrek (Fubini-Tonelli)

poglavje

Ne;:iisnlﬂ Naj bo f : Q1 x Qp — R (F1 x F»)-merljiva (t.j. produktno

Omiadi merljiva). Tedaj je wy +— f(w1,w2) Fr-merljiva za vsak w1 € 1
in wy +— f(w1,w2) Fi-merljiva za vsak wy € Q». Nadalje velja.

Produktni
prostori

Ce je 3e f € LY (py x p2), potem sta funkciji

wy — f(wi,w2)dus o0z. wo f(wi,ws2) dua
Qz Ql

iz LY(p1) oz. LY(up) ter velja

/ fd(,u1><u2):/ </ fd/,L1) duzz/ (/ fd,ug) dps.
Q1 X2 Q (921 93] Q

Za nenegativne funkcije f velja ista formula, tudi &e f ni v
L (p1 % p2).



|deja dokaza Fubinijevega izreka

Statisti_ka 1

Ngggi%zist Ideja dokaza. Dezintegracijska formula pove, da je zadnja
s enakost veljavna za indikatorske funkcije. Po linearnosti velja
Omladi¢ zato za enostavne funkcije, nato po limitnih izrekih za omejene

St merljive, pa za pozitivne in konéno za integrabilne.

prostori
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|deja dokaza Fubinijevega izreka

Ideja dokaza. Dezintegracijska formula pove, da je zadnja
enakost veljavna za indikatorske funkcije. Po linearnosti velja
zato za enostavne funkcije, nato po limitnih izrekih za omejene
merljive, pa za pozitivne in konéno za integrabilne.

Fubinijev izrek nam pove zadostne pogoje za to, da smemo v
dvakratnem integralu zamenjati vrstni red integriranja. Pri
nenegativnih funkcijah smemo to vselej storiti. Rezultat bo
bodisi po obeh vrstnih redih integriranja konéen bodisi po obeh
neskonéen. Kadar pa funkcija ni nenegativna, izratunamo
katerega od dvakratnih integralov njene absolutne vrednosti.
Ce je eden od njiju kongen (in sta zato kon&na oba), potem
smemo vrstni red integriranja prvotne funkcije zamenjati, sicer
pa v splosnem ne.




Porazdelitvena funkcija

Seiiifila 1 Definicija. Porazdelitvena funkcija slu¢ajne spremenljivke X je
Tretje

Mol preslikava Fx : R — [0, 1], podana s predpisom Fx(x) =
Matjaz P(X < X)

Omladi¢
Izrek

Realna funkcija F je porazdelitvena funkcija neke slu¢ajne
e spremenljivke natanko tedaj, kadar ima naslednje lastnosti.

slu¢ajne FUnkCIja FJe nepadajO(\fa.

spremenljivke
Funkcija F je v vsaki realni to¢ki z desne zvezna in ima
leve limite.

limy—,_oo F(x) = 0.
B limy_ o0 F(x) = 1.

Ideja dokaza. Znano nam je, da ima porazdelitvena funkcija
zgornje lastnosti. Pa denimo, obratno, da imamo funkcijo F s
temi lastnostmi. Vpeljimo Q = [0,1] in F = B([0, 1]).
Verjetnost P pa naj bo Lebesguova mera na (2, F).



Porazdelitveni zakon

gl Za w € [0,1] postavimo X(w) := inf{x| F(x) > w}. Ker je

posiave funkcija X monotona, je nujno merljiva in zato slu¢ajna
et spremenljivka. Poleg tega velja Fx(x) = P(X < x) = F(x) za
Omladie vsak x € R. Spomnimo se %e porazdelitvenega zakona Py,

verjetnostne mere na (R, B(R)), podane s predpisom

Px(B) = P(X € B) za B € B(R).

Neodvisne
slu¢ajne
spremenljivke



Porazdelitveni zakon

Statistia 1 Za w € [0, 1] postavimo X(w) := inf{x| F(x) > w}. Ker je
posiave funkcija X monotona, je nujno merljiva in zato slu¢ajna
spremenljivka. Poleg tega velja Fx(x) = P(X < x) = F(x) za
vsak x € R. Spomnimo se %e porazdelitvenega zakona Py,
verjetnostne mere na (R, B(R)), podane s predpisom

Moot Px(B) = P(X € B) za B € B(R).

Zax €R jeP(X >x)=1- Fx(x) in
P(X = x) = Fx(x) — Fx(x—).

Porazdelitvena funkcija Fx slucajne spremenljivke X je
natanko dolo¢ena z njenim porazdelitvenim zakonom Px s
predpisom Fx(x) = Px((—o0,x]),x € R.

Porazdelitveni zakon Px slu¢ajne spremenljivke X je
natanko dolo¢en z njeno porazdelitveno funkcijo Fx s
predpisom Px((a, b]) = F(b) — F(a),a,b € R,a < b, ki
ima kot mera enoli¢no razsiritev na vse Borelove mnoZice.




Sluéajni vektor

Statistila 1 Poglejmo si podrobneje le dvorazseZne slucajne vektorje. Tako
ret

(Foglae pravimo preslikavam oblike (X, Y): Q — R? na verjetnostnem
Matjaz prostoru (2, F,P), za katere je {w € Q| (X, Y)(w) € B} =:
omiedie {(X,Y) € B} € F, tj. dogodek, za vsako B € B(R?).

Neodvisne
slu¢ajne
spremenljivke
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Sluéajni vektor

Poglejmo si podrobneje le dvorazseZne slucajne vektorje. Tako
pravimo preslikavam oblike (X, Y) : Q — R2 na verjetnostnem
prostoru (2, F,P), za katere je {w € Q| (X, Y)(w) € B} =:
{(X,Y) € B} € F, tj. dogodek, za vsako B € B(R?).
Definicija. Porazdelitvena funkcija F(x y) slucajnega vektorja
(X, Y) je funkcija dveh spremenljivk, podana s predpisom
Fix,v)(x,y) = P(X < x,Y < y),x,y € R. Porazdelitveni
zakon P(x vy slu¢ajnega vektorja (X, Y) je verjetnostna mera
na (R?, B(R?)), podana s predpisom Px y)(B) =

P((X,Y) € B), B € B(R?). Podobno kot v primeru slutajne
spremenljivke ugotovimo, da sta podatka o slu¢ajni
spremenljivki “porazdelitveni zakon” in “porazdelitvena
funkcija” med seboj ekvivalentna. Robna zakona dobimo po
formulah Px(B) = P(ny)(B X R) in Py(B) = P()Qy)(]R X B),
robni porazdelitveni funkciji pa po formulah

Fx(x) = limy oo Fix,y)(x,¥) in Fy(x) = limx_o0 Fix,v)(x,y).




Neodvisnost slu¢ajnih spremenljivk — 1

Statistila 1 Za slucajni spremenljivki X in Y pravimo, da sta neodvisni, &e
ret

pogiave za poljubni B, C € B(R) velja, da sta dogodka {X € B} in
s {Y € C} neodvisna: P(X € B,Y € C) =P(X € B)P(Y € ().

)
Omladi¢

Izrek (Neodvisnost — 1)

Moo Spremenljivki X in Y sta neodvisni natanko tedaj, kadar
slutaine. velja Pix yy = Px x Py.

SPrementivie Spremenljivki X in Y sta neodvisni natanko tedaj, kadar
za poljubna x,y € R velja Fix vy(x,y) = Fx(x)Fy(y).

Diskretni slu¢ajni spremenljivki X in Y sta neodvisni
natanko tedaj, kadar za poljubna realna x in y velja, da
sta dogodka {X = x} in {Y = y} neodvisna.

A Diskretni sluc¢ajni spremenljivki X in Y sta neodvisni
natanko tedaj, kadar obstajata taki zaporedji aj oz. by na

zalogah vrednosti X oz. Y, da velja GS(X’Y) = ajby, kjer je
f skupna verjetnostna funkcija slu¢ajnega vektorja (X, Y).
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Neodvisnost slu¢ajnih spremenljivk — 2

Izrek (Neodvisnost — 2)

Diskretni slu¢ajni spremenljivki X in Y s skupno
verjetnostno funkcijo f-Y) in robnima verjetnostnima
funkcijama X, fY sta neodvisni natanko tedaj, kadar velja
Y)Y — £XgY.

Jjk J 'k

Zvezni slu¢ajni spremenljivki X in 'Y sta neodvisni natanko
tedaj, kadar obstajata taki realni funkciji g in h, da za
poljubna x,y € R velja fix vy(x,y) = g(x)h(y), kjer je
fix,v) Skupna gostota porazdelitve vektorja (X, Y).
Zvezni slu¢ajni spremenljivki X in Y s skupno gostoto
porazdelitve f(x yy in marginalnima gostotama fx, fy sta
neodvisni natanko tedaj, kadar za poljubna x,y € R velja

fix vy (x, ¥) = Ex (X)fy (y).



Neodvisnost slu¢ajnih spremenljivk — 3

Statistika 1

Tretje Izrek (Neodvisnost — 3)

poglavje
Neodvisnost

Matja B Ce sta slu¢ajni spremenljivki neodvisni, sta tudi poljubni
omiadie njuni funkciji neodvisni.

B Ce sta slucajni spremenljivki neodvisni in iz L, potem je
Neodvine tudi njun produkt XY iz L in velja E[XY] = E[X]E[Y].

slu¢ajne
spremenljivke

Dokaz je preprost. Morda je nekoliko bolj zanimiv le dokaz tock
4 in 6. |z pogoja v tocki 4, fj = ajby, najprej brez Skode za
splognost privzamemo, da sta zaporedji {a;}; in {bx}«
nenegativni. Nato vpeljemo o =3_;a;in 3 =3, by in se
takoj prepricamo, da je a8 = 1, kar v posebnem dokazuje, da
sta obe vrsti konvergentni. Nadalje izratunamo f, = aby in
fi. = ajf3, tako da je P(X = x;, Y = yx) = fx = ajbx =

f f
éi fi.fx = P(X = x;)P(Y = yk). Totka 6 gre podobno.
Qo



VecrazseZni slucajni vektor;i

Sta;i;ttijia i Najprej povzemimo nekatere standardne tu uporabljene izraze.
posiave Za porazdelitveno funkcijo slu¢ajnega vektorja F(x y) je v
o navadi poimenovanje skupna porazdelitvena funkcija slu€ajnih
Okt spremenljivk X in Y. Porazdelitveni funkciji vsake od teh
spremenljivk pa potem poimenujemo marginalni porazdelitveni
o funkciji. Analogna poimenovanja uporabljamo za porazdelitvene
codvisne

slutajne zakone, verjetnostne funkcije in gostote porazdelitev.

spremenljivke
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VecrazseZni slucajni vektor;i

Najprej povzemimo nekatere standardne tu uporabljene izraze.
Za porazdelitveno funkcijo slu¢ajnega vektorja F(x y) je v
navadi poimenovanje skupna porazdelitvena funkcija slu€ajnih
spremenljivk X in Y. Porazdelitveni funkciji vsake od teh
spremenljivk pa potem poimenujemo marginalni porazdelitveni
funkciji. Analogna poimenovanja uporabljamo za porazdelitvene
zakone, verjetnostne funkcije in gostote porazdelitev.

Vse, kar smo povedali za dvorazsezne vektorje (X, Y), lahko
skoraj dobesedno prepisemo tudi za primer n-razseZnega
slu¢ajnega vektorja X = (X1, Xa,- -+ , X). Vpeljemo lahko
n-razsezno porazdelitveno funkcijo Fx in n-razsezni
porazdelitveni zakon Px. Gre spet za ekvivalentna podatka o
tem slu€ajnem vektorju. Neodvisnost slu¢ajnih spremenljivk
X1, Xo,- -+, X, lahko spet spoznamo na vrsto ekvivalentnih
nadinov, npr. da je Px = Px, x Px, X --- x Px , ali da je
Fx(x) = Fx,(x1)Fx,(x2) - - Fx,(xn).



Zakon 0 — 1 Kolmogorova

Sta;i;tti;a L V verjetnostnih limitnih izrekih navadno opazujemo zaporedje
pogave slu¢ajnih spremenljivk X1, Xo, - - -, ki so neodvisne, to pomeni,
da so sluéajne spremenljivke X3, Xo,--- , X}, neodvisne za vsak
n. Kadar imajo vse te spremenljivke e isto porazdelitev,
govorimo o zaporedju neodvisnih identi¢no porazdeljenih
spremenljivk, kar krajsamo n.i.p.
Definicija. Repna o-algebra 7 druZine slu¢ajnih spremenljivk
B {Xi}$2, je definirana kot o-algebra 7 := 72 ; o ({ Xi}32,).
Stevil Repna o-algebra se ne spremeni, e iz zaporedja izvzamemo ali
mu dodamo konéno mnogo slu¢ajnih spremenljivk.

Matjaz
Omladi¢

Izrek ( Zakon 0 — 1 Kolmogorova )

Ce so slu¢ajne spremenljivke {X;}2, neodvisne, potem so vsi
dogodki iz njihove repne o-algebre T bodisi skoraj gotovi bodisi
skoraj nemogoci. Visaka T -merljiva slu¢ajna spremenljivka je
skoraj gotovo konstanta.



Bernoullijev Sibki zakon velikih Stevil

Sta;i;ttijia i Zgodovinsko je bil prvi zakon velikih $tevil Bernoullijev Sibki

Wil  zakon velikih Stevil (1713), ki pravi, da v neodvisnih ponovitvah
— poskusa, v katerih se lahko primeri slu¢ajni dogodek A z

Gl verjetnostjo p, velja, da relativna frekvenca dogodka A
konvergira verjetnostno z rastjo Stevila ponovitev proti
verjetnosti p. Opisano zaporedje poskusov imenujemo
Bernoullijevo zaporedje poskusov, njegov zakon pa je

statisti¢na podlaga teorije verjetnosti.

Zakoni velikih
Stevil




Bernoullijev Sibki zakon velikih Stevil

Sta;i;ttijia i Zgodovinsko je bil prvi zakon velikih $tevil Bernoullijev Sibki

Wil  zakon velikih Stevil (1713), ki pravi, da v neodvisnih ponovitvah
. poskusa, v katerih se lahko primeri slu¢ajni dogodek A z
Okt verjetnostjo p, velja, da relativna frekvenca dogodka A

konvergira verjetnostno z rastjo Stevila ponovitev proti
verjetnosti p. Opisano zaporedje poskusov imenujemo
Bernoullijevo zaporedje poskusov, njegov zakon pa je

statisti¢na podlaga teorije verjetnosti.

Zakoni velikih

izl Zapisimo ta zakon s pomo&jo zaporedja slu¢ajnih spremenljivk.
Z X; oznagimo spremenljivko x4 v i-tem neodvisnem poskusu.
Dobimo zaporedje n.i.p. slu¢ajnih spremenljivk {X;}?,, ki mu
priredimo zaporedje delnih vsot S, = X1 + Xo 4+ - - - + X,,.
Spremenljivke S, pomenijo zaporedje frekvenc dogodka A v n
neodvisnih ponovitvah poskusa, spremenljivke % pa zaporedje
relativnih frekvenc. Spomnimo se 3e, da je EX = p, kjer je

X ~ X;.



Sibki zakoni velikih &tevil

Statistika 1

Tretje Izrek ( Bernoullijev $.z.v.5., 1713 )
poglavje

Neodvisnost Ce so slu¢ajne spremenljivke {X;}%, n.i.p., vse porazdeljene
Matja kot x a, kjer je A dogodek z verjetnostjo p, potem za zaporedje

Om\;\lh(
delnih vsot S, velja, da % B, EX; = p.

Skozi zgodovino so ta izrek postopoma posplosevali. S€asoma
so ugotovili, da lahko za {X;}%°; vzamemo dokaj splodne n.i.p.
L UEIGN  spremenljivke in tvorimo zaporedje delnih vsot

Stevil
Sp=Xi+Xo 4+ + X,



Sibki zakoni velikih &tevil

Statistika 1

Tretje lzrek ( Bernoullijev 8.z.v.3., 1713 )

pogl%wje )
Neodvisnost Ce so slu¢ajne spremenljivke {X;}52, n.i.p., vse porazdeljene
kot x a, kjer je A dogodek z verjetnostjo p, potem za zaporedje

delnih vsot S, velja, da % B, EX; = p.

Skozi zgodovino so ta izrek postopoma posplosevali. S€asoma
so ugotovili, da lahko za {X;}%°; vzamemo dokaj splodne n.i.p.
L UEIGN  spremenljivke in tvorimo zaporedje delnih vsot

Stevil
Sp=Xi+Xo 4+ + X,

Izrek ( Hincinov 8.z.v.3., 1929 )

Ce so slu¢ajne spremenljivke {X;}, n.i.p., vse v L, potem za
zaporedje delnih vsot S, velja, da % konvergira v normi

prostora L proti EXy in zato tudi = 2s EX;.



Hin&inov Sibki zakon velikih Stevil

Statistika 1

Tretie Korak 1 dokaza. Najprej dokaZimo konvergenco pod dodatno
W predpostavko, da so {X;1°, v L2
Matjaz 1Sn/n — EX|l2 = 0[Sa/n] = o[X]/v/n 7% 0. Iz konvergence

Omladi¢
v L? sledi konvergenca v L!.

Zakoni velikih
Stevil
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Hin&inov Sibki zakon velikih Stevil

Korak 1 dokaza. Najprej dokaZimo konvergenco pod dodatno
predpostavko, da so {X;}2°, v L%

1Sn/n —EX||2 = [S,/n] = a[X]/v/n =22 0. Iz konvergence
v L? sledi konvergenca v L!.

Korak 2 dokaza. Da bi lahko omilili predpostavko, uporabimo
metodo odsekov Markova. Naj bo M neko dovolj veliko
pozitivno Stevilo in vpeljimo X,-M = Xix{x,|<my ter

SM = XM+ XM ...+ XM. Po trikotnigki neenakosti dobimo
1S, — SMlly < S0 E[IXi[:1Xi] > M) = nE[IX]: [Xa| > M].
Velja tudi [EX; — EXM| < E[|X41]; | X1| > M], zato je

1S/ — EXull1 < 2E[1Xu; [X1] > M] + S /n— EXM|1. Po
koraku 1 konvergira slednji &len proti 0. Zato je

limsup,_ [|Sn/n—EX1||1 < 2E[|X1]; |X1]| > M], neodvisno od
nivoja odsekov M. Ko posljemo M v neskon&nost in uporabimo
izrek o dominantni konvergenci, dobimo Zeleni rezultat.




Krepki zakon velikih Stevil Kolmogorova

Statistika 1
it Spet naj bodo {X;}?°; n.i.p. slu¢ajne spremenljivke in
poglavje

Neodvisnost S, = X1+ Xo+ -+ X, zaporedje delnih vsot.

Matjaz
Omladi¢

Izrek ( Kolomogorov, k.z.v.3., 1933 )

Ce so slu¢ajne spremenljivke {X;}2, n.ip. in vse v L', potem
. . . . s.g.

konvergira % skoraj gotovo proti EXi, tj. % — EXji. In

obratno, Ce je vsaj s pozitivno verjetnostjo

31| < o0, potem so n.i.p. slu¢ajne spremenljivke

Zakoni velikih

Stevil |Im supn—>oo

Dokaz idejno spominja na dokaz Hin&inovega izreka, je pa
mnogo bolj zahteven in uporablja $e nekaj dodatnih pomoznih
rezultatov. Poleg dveh spodaj navedenih trditev uporablja tudi
znameniti “sendvi¢ni trik”. Vse skupaj presega vsebinski domet
tega predmeta, zato navedimo le nekaj idej.



Zakon 0 — 1 Borel-Cantelli

Statistika 1

Tretje Izrek ( Zakon 0 — 1 Borel-Cantelli )

poglavje
Neodvisnost Naj bo {A;}?°, zaporedje dogodkov.
Matjaz

Omladic Ceo{;e vrsta 22021 P(A,) konvergentna, potem je vrsta
> 021 XA, Skoraj gotovo konvergentna.

Ce pa so dogodki {Ai}22, paroma neodvisni in je vrsta
> 1 P(A,) divergentna, potem je vrsta y >, xa, skoraj
gotovo divergentna.

Zakoni velikih

Stevil

Dogodek, da je vrsta > "7 | xa, divergentna, je repni dogodek,
da se zgodijo dogodki iz zaporedja dogodkov {A;}?°, poljubno
mnogokrat. Drugi rezultat je neenacba Kolmogorova: za
poljubne paroma neodvisne L? sluajne spremenljivke {Xi}h,

in poljuben A > 0 ter S, = X1 +--- 4+ X, velja
P(maxi<k<n |Sk — ESk| > A) < Dg\‘z”). Iz Sibkej%e neenatbe
Cebi%eva sledi mnogo manj P(|S, — ES,| > )\) < Df\g").




Konvergenca po zakonu

Sta;i;ttijf L Najpomembnejsi izmed limitnih izrekov je t.i. centralni limitni
(Foglae izrek. Najprej vpeljemo Se eno konvergenco, ki je Sibkej$a od

Matjsz vseh prej8njih. Tokrat imejmo zaporedje porazdelitvenih funkcij
Omiadic {Fi}$2, in pripadajote zaporedje porazdelitvenih zakonov
{Pi}2,, oboje na merljivem prostoru (R, B(R)). To pomeni,
da za vsak indeks i pripada porazdelitveni zakon P;
porazdelitveni funkciji F; (in obratno), oba pa pripadata neki
slu¢ajni spremenljivki X;. Za realne Borelove mere vpeljemo:
Definicija. Pravimo, da zaporedje mer {1;}%°, konvergira
Centralni Sibko proti neki meri p in piSemo p; = p, e velja

limjoo [ fdpj = [ f du za vsako omejeno zvezno funkcijo

f : R — R. Naj bo {X;}%2, zaporedje slu€ajnih spremenljivk,
{P;}22, zaporedje njihovih porazdelitvenih zakogov in P
porazdelitveni zakon slu€ajne spremenljivke X. Ce P; = P,
re¢emo, da {X;}%2; konvergira $ibko oz. po zakonu proti
slu¢ajni spremenljivki X in pisemo X; = X ali tudi F; = F.



De Moivre-Laplacov centralni limitni izrek

Statistika 1 b
Tlretlje Izrek ( LeVy, 1937 )
poglavje
Neodvisnost

Zaporedje slu¢ajnih spremenljivk {X;}22, konvergira po zakonu
) proti slu€ajni spremenljivki X natanko tedaj, kadar velja
limp—oo Fn(x) = F(x) za vse tiste realne x, pri katerih je
limitna porazdelitvena funkcija F zvezna.

Drugade povedano: X, = X natanko tedaj, ko
P(X, < x) = P(X < x), ko n — o0, za vse tiste realne x, za
katere je P(X = x) =0.

Izrek ( De Moivre-Laplace, 1733, 1812 )

Centralni

limitni izrek

Naj bo {X;}?2, Bernoullijevo zaporedje slu¢ajnih spremenljivk
(to pomeni, da so n.i.p. kot x a, kjer je A dogodek z
verjetnostjo p) in tvorimo S, = Xy + - - - + X,. Tedaj zaporedje

Sh—np

slu¢ajnih spremenljivk Z,, = —22=—=E— konvergira po zakonu
1] P l op(i—p) gira p

proti standardni normalni porazdelitvi.



Karakteristi¢na funkcija

Statistika 1 . .
rretie Standardna normalna porazdelitvev je absolutno zvezna, zato v

MasoioMll  tem primeru za poljubna realna a < b velja, da je
PR i, P(a< Z, < b) = d(b) — d(a), kjer je

Omladi¢ . .. .
e porazdelitvena funkcija standardne normalne porazdelitve.

Centralni
limitni izrek



Karakteristi¢na funkcija

Statistika 1 . .
rretie Standardna normalna porazdelitvev je absolutno zvezna, zato v

MasoioMll  tem primeru za poljubna realna a < b velja, da je

IR (i, . P(a < Z, < b) = d(b) — B(a), kjer je

e porazdelitvena funkcija standardne normalne porazdelitve.
Definicija. Poljubni verjetnostni meri px na R priredimo njeno

karakteristi¢no funkcijo

+oo +o00
u(t) = / e™ du(x) = / (cos(tx)+isin(tx)) du(x),t € R,

—00 — 00

Centralni
limitni izrek

kjer je i imaginarna enota. Dobimo funkcijo, ki je definirana za
vsako realno Stevilo t in ima vrednosti v kompleksnih Stevilih C,
torej 71 : R — C. Ce je X slu¢ajna spremenljivka, uporabimo to
definicijo na njenem porazdelitvenem zakonu Py, dobljeno
funkcijo pa oznalimo s wx in ji re€emo karakteristi¢na funkcija
slu¢ajne spremenljivke X.



Lastnosti karakteristi¢ne funkcije

Statistia 1 Velja torej px(t) = E[cos tX] + iE[sin tX], kjer obe
pogave matemati¢ni upanji oitno obstajata. Tudi tu velja
Vatins ox(t) = Ee™™X. Karakteristi¢na funkcija ima podobno vlogo

Omladie kot momentno rodovna funkcija.

Centralni
limitni izrek



Lastnosti karakteristi¢ne funkcije

Statistia 1 Velja torej px(t) = E[cos tX] + iE[sin tX], kjer obe
pogave matemati¢ni upanji oditno obstajata. Tudi tu velja
ox(t) = Ee™™X. Karakteristi¢na funkcija ima podobno vlogo

kot momentno rodovna funkcija.

lzrek ( Lastnosti karakteristi¢ne funkcije )

Karakteristi¢na funkcija obstaja pri vsakem realnem t, je
omejena po absolutni vrednosti z 1 in velja px(0) = 1.

Karakteristi¢na funkcija je enakomerno zvezna na vsem R.

Centralni

fimitni ferekc Karakteristi¢na funkcija je pozitivno semidefinitna, to
pomeni, da za poljubne realne ti, to, ..., t,, in kompleksne
Z1,20,...,2pn, Velja

ZZ‘PX — ty)zjzx = 0.

j=1 k=1



Nadaljnje lastnosti karakteristi¢ne funkcije

gl Naloge. Izratunaj karakteristitne funkcije enakomerne zvezne,

R eksponentne in normalne porazdelitve. lzraunaj karakteristi¢ne

Matjaz funkcije enakomerne diskretne, binomske in Poissonove
omiadie porazdelitve.

Centralni
limitni izrek



Nadaljnje lastnosti karakteristi¢ne funkcije

Statistika 1

Tretie Naloge. Izratunaj karakteristi¢ne funkcije enakomerne zvezne,
poglavje

Masswl  cksponentne in normalne porazdelitve. Izracunaj karakteristi¢ne
Matja funkcije enakomerne diskretne, binomske in Poissonove
omiadie porazdelitve.
Prvi odvod. Naj bo X € ! sluajna spremenljivka.
Izra¢unajmo prvi odvod njene karakteristi¢ne funkcije v tocki
t = 0. Ce bi smeli “odvajati pod integralskim znakom”, bi
dobili ¢/(0) = iEX. IzkaZe se, da to res smemo, dokaZzemo pa s
pomodjo izreka o dominantni konvergenci. Odvajamo lahko
tudi veckrat.
Izratun momentov iz karakteristitne funkcije. Ce je
slu¢ajna spremenljivka X € L", potem obstaja n-ti moment te
slu¢ajne spremenljivke in velja

Centralni
limitni izrek

EX" = (—i)"¢(M(0).




Obratna formula

Statistika 1
Tretje
poglavje

Neodvisnost Izrek ( Obratna formula )

Matjaz

Omladi Naj bo @ karakteristi¢na funkcija slu¢ajne spremenljivke X, F
pa njena porazdelitvena funkcija. Tedaj pri poljubnih realnih
a < b velja

) 1 T e—ita _ o—itb - .
Jim on | = e(t)de=F(b) = F(a),

Centralni

limitni izrek kjer je F(X) = %(F(X—i—) + F(x-)).

Obratna formula nam pove, kako izraéunamo porazdelitveno
funkcijo (in od tod tudi porazdelitveni zakon) slu€ajne
spremenljivke X iz njene karakteristi¢ne funkcije.



Izrek o enoli¢nosti

Statistika 1
Tretje
poglavje
Neodvisnost

ot Od tod razberemo, da je porazdelitveni zakon slu¢ajne
Omladie spremenljivke X z njeno karakteristi¢no funkcijo enoli¢no

doloéen. Po tem dejstvu je karakteristi¢na funkcija dobila tudi
svoje ime, saj karakterizira porazdelitev, iz katere je dobljena.

Izrek ( o enolignosti )

Za dani dve slu¢ajni spremenljivki so ekvivalentne trditve:

Centralni imata isto porazdelitveno funkcijo,

limitni izrek

imata isti porazdelitveni zakon,

imata isto karakteristi¢no funkcijo.



Izrek o zveznosti

Statistika 1
Tretje E
poglavie Izrek ( o zveznosti )

Neodvisnost
Matjaz Za zaporedje porazdelitvenih funkcij F1, Fp, ... in pripadajoce
Omladi¢ o o _nG o a0 o 06

zaporedje karakteristi¢nih funkcij 1, p2, ... veljata naslednji
trditvi

Ce konvergira F, = F, kjer je F neka porazdelitvena
funkcija in ¢ njena karakteristi¢na funkcija, potem za vsak
realen t konvergira zaporedje kompleksnih Stevil p,(t)
proti kompleksnemu Stevilu ¢(t).

Centralni

fimitni zrek Ce konvergira za vsak realen t zaporedje kompleksnih
Stevil p,(t) proti kompleksnemu Stevilu ¢(t) in je funkcija
t — (t) zvezna na nekem odprtem intervalu, ki vsebuje
to¢ko 0, potem obstaja porazdelitvena funkcija F, katere
karakteristi¢na funkcija je @, in velja F, = F.



Centralni limitni izrek

Statistika 1
Tretje
poglavje

Neodvisnost Izrek ( Centralni limitni izrek za primer n.i.p. )

Matjaz

Omladic Naj bo {X,}52, zaporedje n.i.p. slu¢ajnih spremenljivk iz L% s
pozitivno disperzijo in S, = X1 + - - - + X, zaporedje njihovih
delnih vsot. Tedaj velja

S, — nEX
O-X—\/ﬁ é N(O, 1).

Centralni
limitni izrek



Centralni limitni izrek

Statistika 1
Tretje
poglavje
Neodvisnost Izrek ( Centralni limitni izrek za primer n.i.p. )
Matjaz
Omladi¢

Naj bo {X,}52, zaporedje n.i.p. slu¢ajnih spremenljivk iz L% s
pozitivno disperzijo in S, = X1 + - - - + X, zaporedje njihovih
delnih vsot. Tedaj velja

S, — nEX

X\ = N(0,1).

Centralni
limitni izrek

VEasih ime tega izreka krajsamo s CLI. Temu izreku re¢emo
tudi osnovni izrek matematicne statistike.

Obstaja 3e nekoliko splonejsi Lindeberg-Fellerjev centralni
limitni izrek.
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