Upogib Praktikum II

UPOGIB

Uvod

Palica iz elasti¢ne snovi se prozno deformira, ¢e nanjo deluje v vzdolzni smeri par
nasprotno enakih sil na nasprotnih koncih palice. Pri nateznih silah se palica podaljsa,
pri tlacnih pa skréi. Sprememba njene dolzine AF v odvisnosti od sile F' je podana s
Hookovim zakonom:

F Al

kjer je S presek palice in [ njena zacetna dolzina. Sorazmernostno konstanto £ med rela-
tivnim skrc¢kom/raztegom Al/[ in silo I’ imenujemo proznostni ali elasti¢ni ali Youngov
modul snovi in je za kovine reda velikosti 100 GPa, glej tabelo 1. Koli¢nik sile in preseka
F/S imenujemo napetost (natezna ali tla¢na) in jo oznacujemo s ¢rko o. Linearna zveza
med napetostjo in relativno spremembo dolzine velja v dolo¢enem intervalu obremenitve
[0, Omax], t.1. 0bmocju elasticnosti, kjer je tipiéno Al/l Se precej majhen. Za kovinske pal-
ice je omax &~ 100 GPa, pri ¢cemer je relativni raztezek reda nekaj promilov. Pri Se vecji
napetosti se palica trajno deformira ali celo pretrga oz. poci.

Tabela 1: Okvirne meje nateznih trdnosti — koeficientov elasti¢nosti £ za razlicne vrste jekel
po podrodjih uporabe povzeto po [1] in [2], in dolo¢ene kovine ter litine. Tipi¢no velja, da vedji
kot je E vecja je omax, iN Omax < F.

vista jekla | E [GPa] | owax [MPa] || vrsta jekla | E [GPa] | opax [MPa]

konstrukcije | 330 — 850 210 — 370 || proti obrabi 790 — 1400 | 350 — 1050
ploc¢evine 210 — 250 240 — 270 || temp. obstojna | 450 — 850 300 — 550
Zice 300 — 650 / ventili 800 — 1050 | 400 — 700
cevi 350 — 620 240 — 360 || kem. oporna 500 — 950 190 — 600
vzmetni 1200 — 1700 | 1050 — 1350 || orodna jekla 1100 — 1800 /
baker 110 / aluminij 70 /
svinec 14 / medenina 100-125 /

Upogib ravne palice (droga, nosilca ali podobno) obravnavamo v prvem priblizku tako,
kot da bi pri tem ostal pre¢ni presek nespremenjen. Zamislimo si, da je palica razrezana
na plasti vzporedne z njeno osjo in pravokotne na smer upogiba (slika 1). Blizu sredine
palice poteka nevtralna ploskev, ki se pri upogibu palice ne raztegne, ampak le upogne.
Pri ¢istem upogibu gre ta ploskev skozi tezisce (geometrijsko sredisce) preseka, kot je
prikazano na sliki 1.

Pri obravnavi se bomo osredotocili na plasti blizu nevtralne. Plasti nad nevtralno
ploskvijo se raztegnejo, tiste pod njo pa se stisnejo. Z geometrijskega vidika pa lahko
recemo, da se plasti ukrivijo, oz. dobijo nek lokalni krivinski radij R. Slednje pomeni,
da plasti lokalno izgledajo kot del kroga z radijem R. Izberimo si en presek palice €2
pravokotno na nevtralno plast in recimo, da je tam nevtralna ploskev ¢ez razdaljo [
ukrivljena z radijem R. Opazujmo plast, ki je od nevtralne oddaljeno za y v radialni
smeri in tako z dolzino loka [ + Al. Razmerje dolzin lokov plasti (Al + 1)/l je enako
razmerju radijev (R 4+ y')/R. 1z tega sledi, da je deformacija plasti Al, za y oddaljene
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presek nevtralna
Q plast R
y'=0

Slika 1: Geometrija pri opisu upogiba palice

od nevtralne, podana z relacijo
Al o
-7 2
=L, £

ki jo sam potrdi. Izrazu 1/ R re¢emo ukrivljenost. Zaradi deformacije Al se pojavi v plasti
napetost z vzdolzno komponento
Al !

=Vl

Na presek obravnavane plasti s plosc¢ino dS deluje sila z vzdolzno komponento od.sS,
katerih vsota predstavlja celotno silo pravokotno na presek [, cdS z ene strani in je pri
¢istem upogibu enaka ni¢. Vsota navorov teh sil z ene strani glede na os v nevtralni
ravnini pa je sorazmerna z ukrivljenostjo 1/R,

M:/ay’dS:EJ, J:/y’ZdS,

Q R Q

kjer ima 3 vlogo rocice navora. Ob tem definiramo vztrajnostni moment preseka palice
J, ki je pri pravokotnem preseku dimenzij a x b in y' € [—b/2,b/2] enak J = ab®/12, pri
okroglem preseku z radijem r pa J = 7r/4. Izpeljite oba izraza.

Postavimo koordinatni sistem (z, y), kot kaze slika 1, z = osjo vzdolZ nevtralne ploskve
neobremenjene palice. Zelimo pridobiti funkcijo odmika nevtralne ploskve obremenjene
palice od prvotne lege u(x). Naso palico le sibko upogibamo (v'(z) < 1) in zato je
ukrivljenost priblizno )

= =) 8
in navor se poenostavi v
M=FEJu" (z), z€]|0,]], (4)

kjer je ()" odvod po spremenljivki z. Enacba (4) predstavlja prvo vez med obremenitvijo
—navorom M in geometrijo palice — funkcijo u(z). Oglejmo si, kako lahko izrazimo navor
sil na precni presek z ene strani preseka, M (z), z zunanjimi silami na palico.
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f(x)
Palica naj bo v precéni smeri glede na nevtralno u(x) AARAARAARARA
ploskev obremenjena z dolzinsko gostoto sile f(z). i X X X
Ponovno opazujmo presek {2 na mestu z nevtralne 717\ :
ploskve, tokrat na sliki 2. Osredotoc¢imo se na vpliv . =
leve strani na izbran presek glede na os v tocki x. presek
Navor notranjih napetosti M (x) na precni presek z Q
ene strani mora biti enak navoru zunanjih sil z iste
strani. Navor na desni del je v splosnem enak lev- Slika 2: Sile na palico

emu. Na dolzino dz’ deluje sila f(z')dx’ in tako navor
M (z) z zunanjimi silami izrazimo kot

M = /xf(x')(x—x') da’ + My,

kjer je xo zacetek palice na levi strani. Pri tem je M, zunanji navor, ki deluje na levi
konec palice v primeru, ¢e je tam vpeta. Prvi odvod navora je enak strizni sili F'(x), s
katero desni del deluje na levega na mestu x, in se zapise kot

szz/wf@qdf::Fum::EJwﬁ

Vidimo, da je enak vsoti zunanjih sil, ki delujejo na levi del palice; torej je nasprotno
enak strizni sili, s katero desni del deluje na levega na mestu x. Drugi odvod navora pa
predstavlja dolzinsko gostoto sile f(z) in s pomodcjo enacbe (4) dobimo osnovno enacbo
palice

M" = f(z) = EJu¥(x). (5)

Enacbo (5) zelimo resiti za nas primer centralno obremenljene palice s silo Fy in podprte
na koncih oddaljenih za dolzino [. Izhodisce x-osi si bomo izbrali na sredini palice.
Posledica diskretno porazdeljene sile na sredini palice [3] je nezveznost tretjega odvoda
u”(x), katerega skok vrednosti je enak
Fy
Au"(z =0)= — .

Simetri¢nost palice okoli x = 0 nam omogoca, da problem reduciramo na obravnavo
le desne strani x > 0. Zaradi odstotnosti sile velja zunaj sredine homogena enacba
u™®(z) = 0. Od tod ugotovimo, da je oblika palice opisljiva z nastavkom

u(z) = a+ bz + cx® + da? |

kjer so a, b, ¢ in d konstantni koeficienti. Zaradi simetrije, zveznosti u/(z) in nezveznosti
v (x) sledi, da je b enak ni¢ in d s spremembo strani obravnave obrne predznak. Nastavek
mora izpolniti naslednje pogoje:

e u(l/2) =0, ker je palica tam podprta
« u"(l/2) = 0, ker konec palice ni vpet in nanj ne deluje noben navor

o Au"(0) = Fy/EJ zaradi diskretne sile.
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Ko izpolnimo vse pogoje in izracunamo koeficiente, dobimo resitev za desno stran palice

u(z) = —11?);] [1 -6 (?)2 +4 (?)3] :

Na sredini (z = 0) se torej palica zniza po formuli

Fyl3

w0) = ~RE7- (6)

Potrebscine

« stojalo, mikrometrska ura
o utezi, tehnica, kljuka za obesanje utezi
o dve ravni palici okroglega in kvadraticnega profila

o kljunasto merilo in meter

Naloga

1. Opazujte upogibanje dveh palic razli¢nih presekov v odvisnosti od obremenitve in
izracunajte njuna proznostna modula.

2. Narisite diagrama za spreminjanje strizne sile in navora vzdolz palice za eno izbrano
utez.

Navodilo

Izvedite vse meritve in izracune za obe palici. Izmerite presek vsake palice, njihovo tezo
in razdaljo med nosilcema na stojalu, ki predstavlja dolzino [ uporabljeno v uvodu.

Polozite palico na stojalo in na sredino obesite utezi kot kaze slika 3. Z mikrometrsko
uro odcitate poves palice. V mikrometrski uri je zelo sibka vzmet, ki skupaj s tezo igle
predstavlja dodatno breme na palico. S pomocjo tehnice oceni odvisnost bremena igle
na kontaktno povrsino od odmika na celotnem razponu merila, ki je reda nekaj deset
gramov. Na palico dodajajte utezi in belezite odmik. Meritev ponovite z odvzemanjem
utezi. NarisSite diagram odmika na sredini u(0) v odvisnosti od celotnega bremena Fj
(utezi in mikrometrske ure) in pokazite, da je u(0) o< Fp. Izracunajte elastiéni modul F
in ga primerjajte z vrednostmi za razlicne kovine v tabeli 1. NariSite tudi diagrama za
spreminjanje strizne sile, F'(x), in navora vzdolz palice, M (z).

Ocenite maksimalno obremenitev palice, tako da bo meritev v obmocju elasti¢nosti,
¢e privzamemo, da so dovoljene relativne deformacije ¢ = Al/l pod 0,1% . Uporabimo
enacbi (2) in (3) in upostevamo tocko z najvecjim moznim 1/R za visino preseka palice
D (b ali 2r) in dobimo relacijo za maksimalno obtezitev Fyayx

SEJ
Dl

ija‘x%6
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Slika 3: Izgled priprave za merjenje upogiba z mikrometrsko uro.

ki jo sami preverite. Prepricajte se, da te meje nismo presegli pri meritvah.

Ocenite, za koliko se upogne palica zaradi lastne teze. Pri tem privzemite, da teza
prijemlje na njeni sredini. Poskusajte izpeljati Se natancen izracun z enakomerno po-
razdelitvijo teze palice. Nazadnje izracunajte gostoti obeh palic. Ali sta iz enakega ma-
teriala?
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