ENOTE IN MERJENJA

Fizika temelji na merjenjih. Vsa vaznejsa fizikalna dognanja in zakoni temeljijo
na ustreznem razumevanju in interpretaciji meritev. Tudi vsako novo dognanje je treba
preveriti z meritvami.

Vsaka kolicina v fiziki je podana z merilnim postopkom in enoto. Merjenje
predstavlja primerjanje z enoto. Nekaj enot imenujemo osnovne enote. Druge enote so
izpeljane iz osnovnih enot in jih imenujemo izpeljane enote. Osnova mednarodnega
sistema enot (SI) je sedem osnovnih enot, ki so podane v naslednji tabeli:

Kolic¢ina ime enote oznaka enote
cas sekunda S

dolzina meter m

masa kilogram kg
termodinamic¢na temperatura | kelvin K

elektri¢ni tok amper A

koli¢ina snovi mol mol
svetilnost kandela, sveca cd

Merjenje Casa prestavlja Stetje nihajev. V starih urah je bilo to Stetje mehanskih
nihajev. V uri s kremenovim kristalom $tejemo nihaje natan¢nega elektri¢nega
oscilatorja. Natancno merjenje ¢asa in definicijo sekunde omogocajo atomske ure.
Sekunda je definirana s pomo&jo znacilnega mikrovalovnega sevanja atomov '*>Cs pri
prehodu med dvema hiperfinima nivojema osnovnega stanja in sicer je enaka
9192 631 770 nihajnih ¢asov tega valovanja.

Meter je definiran kot pot, ki jo prepotuje svetloba v vakuumu v ¢asu
1/299792458 sekunde.

Kilogram je definiran kot masa prakilograma, to je telesa iz platine in iridija, ki ga
hranijo v Mednarodnem uradu za utezi in mere blizu Pariza. Na atomski skali
uporabljamo drugo enoto za maso, atomsko masno enoto, ki je izrazena v kilogramih
enaka 1.6605402 . 10 kg. Podana je kot dvanajstina mase atoma '*C.

Enota za termodinamic¢no temperaturo, kelvin, je definiran kot 1/273.16
temperature trojne tocke vode.

Ce tege po dveh neskonéno dolgih tankih vzporednih vodnikih, med katerima je
razdalja 1 m, elektri¢ni tok 1 A, deluje na meter vodnika sila 2. 107 N.

1 mol je tista koli¢ina snovi, ki vsebuje enako §tevilo osnovnih gradnikov
(atomov, molekul, ionov, ...), kot je atomov v 0.012 kg '*C.

Kandela (sveca) predstavlja svetilnost svetlobnega izvora s frekvenco 540 . 10"
Hz, ki je enaka (1/683) W/steradian.

Izpeljana enota je na primer enota za silo, newton (N), ki je z osnovnimi enotami
podana kot: 1 N = l1kgms™.

Koli¢ine v fiziki vedno podamo kot kombinacijo Stevila in enote, n. pr. 1.25 A.
Stevilo ponavadi napiSemo s tolikimi mesti, kolikor natan¢no koli¢ino poznamo, lahko pa
tudi z manj mesti, ¢e to zadosca za razumevanje problema. Pogosto predstavljajo koli¢ine




izrazene v enotah SI zelo velika, ali pa zelo majhna Stevila. Dimenzija atoma je reda
velikosti 10" m, razdalja med bliznjimi mesti je okrog 10" m, dolZina dneva je priblizno
9. 10" sekund, kapacitete kerami&nih kondenzatorjev so pogosto reda velikosti 10™° F itd.
Da ne bi pisali prevelikih Stevil uporabljamo pripone, ki so podane v naslednji tabeli.

faktor pripona simbol faktor pripona simbol
10" exa E 10" ato a

10" peta P 10"° femto f

10" tera T 10" piko p

10° giga G 107 nano n

10° mega M 10° mikro u

10° kilo k 107 mili m

10 hekto h 10~ centi c

10 deka da 10" deci d

Tipi¢na valovna dolZina vidne svetlobe je 500 nm, dimenzija atomskega jedra je
nekaj fm, frekvenca mikrovalov je v podro¢ju GHz itd.

Pri merjenju se vedno pojavljajo napake, zato natancne vrednosti merjene koliCine
nikoli ne izmerimo. Napake pri merjenju razvrstimo v dve kategoriji: slucajne in
sistematske. Slucajne napake so posledica nenatan¢nosti merilnega instrumenta, slu¢ajnih
motenj, napak pri od¢itavanju itd. Odmiki od prave vrednosti so v tem primeru pozitivni
in negativni. Sistematske napake nastopajo zaradi nenatan¢ne umeritve merilnega
instrumenta in so vse istega znaka. Ce bi na primer z metrom, ki je umerjen pri
temperaturi 20 °C merili dolZine pri temperaturi 0 °C, bi vedno dobili prevelik rezultat.

V primeru slucajnih napak izboljSamo natan¢nost meritve tako, da meritev
veckrat ponovimo. Povpre¢na vrednost izmerjene koli¢ine je najboljsi priblizek prave
vrednosti. Ce neko koli¢ino, imenujmo jo a, n krat izmerimo, dobimo izmerke aj, ay,...,
an. Povprecna vrednost izmerkov a je enaka
a = (a;tat+...+a,)/n.

Odmiki izmerkov od povprecne vrednosti, (a; - a ), so pozitivni in negativni.
Povprec¢na vrednost teh odmikov je enaka ni¢. Natan¢nost merjenja je tem vecja, ¢im
manjsi so po velikosti odmiki izmerkov od povprecne vrednosti. Rezultate meritev
zapiSemo tako, da navedemo napako, na primer
a=a =+
Napako da imenujemo absolutna napaka. Pri majhnem Stevilu meritev vzamemo za
absolutno napako kar najvecji odmik od povpreéne vrednosti. Ce je tevilo meritev vedje
izberemo da tako, da je v intervalu med a - da in a + da zajetih 2/3 meritev. Natan¢neje
izrazimo absolutno napako kot efektivno napako povprecja:

S = ((al —a) +(a,—a) +..+(a, —5)2)
n(n—1)
Poleg absolutne napake da uporabljamo tudi relativno napako da/a :
a=a+da=a(ltoa/a).
Relativna napaka je brezdimenzijska koli¢ina in jo pogosto izrazamo v %.




Relativno in absolutno napako ponavadi zaokrozimo navzgor in jo zapiSemo z
enim, najve¢ dvema mestoma. Pogosto napake niti ne zapiSemo. Tedaj smemo merjeno
koli¢ino zapisati le s tolikimi mesti, da je zadnje mesto negotovo za nekaj enot.

Poglejmo Se, kako racunamo s koli¢inami, ki so podane z napakami. Pri
seStevanju in odstevanju se seStevajo absolutne napake:
a+b=@+oa)+b+6b)=(a+b)+(5a+5b)
a-b=(@+oa)-(b+0b)=(a—b)+(da+sh)

Pri mnoZenju in deljenju se seStevajo relativne napake:
ab=a(l+oa/a)p(1£ob/b)=ab(1+(5a/a+b/b)|
alb=[a(lsa/a)/[p(1+b/b)|=(@/b)1+(5a/a+b/b)|

Pri potenciranju s celim ali necelim Stevilom n se relativna napaka mnozi z n:
a"=2a"(l +néa/a).

To seveda velja, &e je da/a <<1. Ce poznamo prostornino krogle z natanénostjo 3 %,
poznamo polmer krogle z natanénostjo 1%.

Pogosto merimo zveze med koli¢inami. Vzemimo, da pri telesu, ki je v zacetku v
izhodi$¢u in se giblje enakomerno, merimo ¢as t, ki ga telo potrebuje, da prepotuje pot s.
Pri tem naredimo ve¢ meritev. Za razli¢ne vrednosti s; izmerimo ¢as t;. Kako iz teh
podatkov najbolj natanéno dolo¢imo hitrost? Za enakomerno gibanje velja s = vt. Ce
nanesemo rezultate meritev na diagram poti v odvisnosti od ¢asa, dobimo na njem tocke,
ki bi lezale na premici, ¢e bi bile meritve natancne. Zaradi slucajnih napak pri merjenju
tocke ne leze na premici. V tem primeru nariSemo premico, ki izhaja iz tocke s=0, t=0 in
se izmerjenim tockam najbolje prilega. Strmina premice As/At predstavlja hitrost,
absolutno napako pri doloc¢itvi hitrosti pa ocenimo tako, da pogledamo, za koliko
moramo premico nagniti v obe smeri, da zajamemo vse meritve.

Hitrost lahko izra¢unamo tudi z metodo najmanjsih kvadratov. Ugotoviti moramo,
pri kateri vrednosti hitrosti v je vsota z (s, —vt,)’ najmanj3a. Z odvajanjem izraza hitro

ugotovimo, da je odvod ni¢, ko je hitrost enaka
V= ZSitl./ZIf.

Grafi¢no metodo lahko uporabimo tudi v nekaterih bolj zapletenih primerih. Pri
merjenju pospeska prostega pada za ve¢ dolzin poti s; izmerimo Cas prostega pada ti. V
tem primeru velja zveza s=gr’/2. Ce nanesemo podatke na diagram poti v odvisnosti od
Casa, bi v primeru natan¢ne meritve lezale merske tocke na paraboli. Odmikov od lege na
paraboli, ki so posledica slucajnih napak, s prostim o¢esom ponavadi ne vidimo. Lahko
pa nariSemo pot v odvisnosti od kvadrata ¢asa. V tem primeru bi pri natan¢ni meritvi
tocke lezale na premici, ki se zacne v izhodis¢u (t=0, s=0) in ima strmino g/2. Zaradi
slu¢ajnih napak toCke ponavadi ne leZe na premici. V tem primeru nariSemo premico, ki
se zacne v izhodiS¢u in se merskim to¢kam najbolj prilega. Dvakratna strmina te premice,
2(As/At%) je najbolj natanéna vrednost g, ki jo iz teh meritev lahko dologimo.

Pri absorpciji svetlobe v snovi gostota svetlobnega toka j eksponentno pada z

narai¢ajo¢o potjo s, ki jo svetloba napravi v snovi: j = j.e*.Vzemimo, da pri ve¢
dolZinah poti s; izmerimo gostoto svetlobnega toka ji. [z merskih podatkov Zelimo



grafi¢no ¢im bolj natan¢no dolo¢iti znacilno dolZino sy. Z logaritmiranjem zveze med
gostoto svetlobnega toka in potjo dobimo /nj = Injy—s/sy.

Zveza med /nj in s je linearna. Rezultate meritev nanesemo na diagram odvisnosti
logaritma gostote svetlobnega toka Inj od poti s in skozi merske tocke potegnemo
najbolje prilegajoco se premico. Strmina te premice je enaka Alnj/As = -1/s9. Mimogrede
omenimo, da je vseeno, s kak§no enoto izrazamo gostoto svetlobnega toka. Pri
odstevanju logaritmov (A4/nj) se enota krajsa.

PREMO GIBANJE TOCKASTEGA TELESA

NajpreprostejSe gibanje tockastega telesa je gibanje po premici ali premo gibanje.
Gibanje bomo poznali, ¢e bomo v vsakem trenutku vedeli, kje je telo. Poznavanje lege
zelimo izraziti na matemati¢en nacin. Najprej na premici, po kateri se giblje telo,
izberemo izhodisce, iz katerega telo opazujemo. Lego telesa podamo kot oddaljenost od
izhodi$¢a, ki jo imenujmo s. Ta podatek pa lege telesa Se ne doloca enoli¢no. Telo je
lahko enako oddaljeno od izhodis¢a v dveh smereh. Zato definiramo $e pozitivno smer
premice. Odmike od izhodiS¢a v pozitivni smeri bomo Steli pozitivho, odmike v nasprotni
smeri pa negativno. Poznavanje lege telesa smo prevedli na poznavanje odmika od
izhodisc¢a . Poznavanje gibanja telesa pa smo prevedli na poznavanje ¢asovnega poteka
odmika od izhodisc¢a s(t).

Casovni potek odmika od izhodi$¢a lahko predstavimo na tri na¢ine: kot tabelo,
diagram, ali matematicni izraz. Naslednja tabela predstavlja primer odvisnosti odmika od
izhodis¢a od ¢asa. Pomembno je, da poleg obeh koli¢in (t in s) navedemo tudi enote.

t[s] s[m]
0 -3
1 -2
2 -1
3 0
4 1
5 2
6 3
7 4
8 5

Podatke iz tabele lahko vnesemo na diagram in jih, ¢e je to mogoce, za vodilo oCesu tudi
povezemo.



s[m]

t[s]

Pogosto lahko s(t) izrazimo tudi s pomoc¢jo matemati¢ne formule. Podatke iz gornje
tabele popisuje formula

s(t) =s9 + vt

pri emer je so=-3minv=1ms".

V fiziki preucujemo gibanje pod vplivom sil. Kot bomo videli pozneje, nam drugi
Newtonov zakon pove, kolikSen je pospesek telesa, na katerega delujejo sile. Zaradi tega
moramo vpeljati hitrost in pospesek.

Vzemimo, da se telo v ¢asovnem intervalu od Casa t do Casa t+At premakne z
mesta, kjer je odmik od izhodis¢a enak s na mesto, kjer je odmik od izhodisca enak s+As.

t t+At
} - - >
0 s s+As

Hitrost definiramo kot razmerje med premikom telesa As in ¢asom At v katerem je prislo
do tega premika. Ker je tako definirana hitrost ponavadi odvisna od dolzine ¢asovnega
intervala At, jo imenujemo povpre¢na hitrost na tem ¢asovnem intervalu v,
As
At
Enota za hitrost je ms™. Premik je torej enak produktu povpreéne hitrosti v in dolzine
dasovnega intervala At. Ce sedaj krajsamo dolZino ¢asovnega intervala At, se seveda
spreminja tudi As in v sploSnem tudi V. Pri dovolj kratkih ¢asovnih intervalih postane v
neodvisna od dolZine ¢asovnega intervala. Tako kratke Casovne intervale oznacimo z dt,
ustrezne premike pa z ds. Hitrost, ki smo jo dobili na ta nacin imenujemo trenutna hitrost
ob Casu t v(t),
v(t)= S(t+dt)-s(t) :ﬁ.
dt dt

Trenutno hitrost ob ¢asu t smo definirali kot odvod odmika od izhodis¢a ob casu t.

Odvod smo zapisali kot razmerje diferencialov (majhnih sprememb) ds/dt. V
fiziki te spremembe ne morejo biti poljubno majhne, saj morajo biti fizikalne koli¢ine in
tudi njihove spremembe merljive. V konkretnem primeru je pomembno, da je dt dosti
kraj$i od Casa, v katerem se hitrost znatno spremeni.

y =



Ce poznamo &asovni potek s(t) lahko z odvajanjem takoj pois¢emo ¢asovni potek
hitrosti v(t). Ali lahko zvezo obrnemo in iz ¢asovnega poteka v(t) pois¢emo Casovni
potek s(t)? Izkaze se, da poznavanje v(t) ni dovolj. Hitrost je namre¢ povezana s premiki,
ne pa z lego. Zato moramo lego telesa ob nekem ¢asu poznati. Imenujmo ta ¢as nic (t=0).
Poznamo torej s(0). Odmik od izhodisca ob poljubnem casu t' je potem enak

s(t") = 3(0) + jv(t)dt .

Integral predstavlja plos¢ino pod krivuljo v(t) na diagramu hitrosti v odvisnosti od ¢asa
na intervalu od ¢asa 0 do Casa t'.

v

t' t
Mimogrede omenimo, da predstavlja integral
[vwde =s(t,)—st,)

premik telesa od ¢asa t; do Casa t,.

Pospesek meri spreminjanje hitrosti s casom. Povprecni pospesek a na Casovnem
intervalu od Casa t do Casa t+At je enak
v(t+ At)-v(t)
At '

a=

v
V(t+AD)

AV
v(t)

At

t teAt t

V splosnem je a odvisen od At. S skrajSevanjem ¢asovnega intervala At bomo, podobno
kot smo to storili pri hitrosti, dobili trenutni pospesek ob Casu t, a(t). Ta je enak
alt) = v(t+dt)-v(t) :ﬂ'

dt dt
Trenutni pospesek je torej odvod hitrosti po ¢asu. Iz znanega casovnega poteka hitrosti
lahko z odvajanjem po ¢asu dobimo ¢asovni potek pospeska. Obratno ni mogoce, ¢e ne



poznamo hitrosti v nekem trenutku. Vzemimo, da poznamo hitrost ob ¢asu nic¢, v(0), pa
lahko izraCunamo hitrost ob poljubnem casu t":

v(t)=v(0)+ ].a(t)dt .

a

t' t
Integral predstavlja plo$¢ino pod krivuljo a(t) na diagramu pospeska v odvisnosti od ¢asa
na intervalu od ¢asa 0 do ¢asa t'. Integral

[adt =vt,)=vit)

14
predstavlja spremembo hitrosti na casovnem intervalu od ¢asa t; do ¢asa t;.
a

 —

] L Vitz) - vity)

Ce poznamo &asovni potek pospeska a(t), potrebujemo $e zacetno hitrost v(0) in
zacetno lego s(0), da lahko izracunamo ¢asovni potek odmika od izhodisca.

Oglejmo si dva posebna primera.

Najprej obravnavajmo enakomerno gibanje. Tu je hitrost v stalna, pospesek je
enak ni¢, odmik od izhodis¢a pa je enak
s(t)=s(0)+vt.

Pri enakomerno pospesenem gibanju je pospesek a stalen. Casovna poteka hitrosti
v(t) in odmika od izhodis¢a s(t) sta enaka:
v(t)=v(0)+ at

s(t):s(0)+v(0)t+%at2.

Hitrost telesa se linearno spreminja s ¢asom. Narasca, Ce je pospesek pozitiven, ali pada,
e je pospesek negativen.

a v S
v(t)=v(0)+at s=s(0)+v(0)t+af’2

v(0)
s(0)
t t t
Iz gornjih dveh enacb lahko izlo¢imo cCas in izraCunamo zvezo med hitrostjo in
premikom. Imenujmo s(t)-s(0)=s, v(t)=v in v(0)=v, pa dobimo zvezo




2 2
V' =vy +2as.

Kvadrat hitrosti na koncu premika je enak kvadratu hitrosti na zacetku premika plus
dvakratni produkt pospeska in premika.

Kot prvi zgled obravnavajmo navpi¢ni met telesa z zacetno hitrostjo vo.
Na premici, po kateri se giblje telo, izberimo izhodisce v zacetni legi. Pozitivna smer
premice naj kaze navzgor. Med letom je pospesek ves Cas enak —g, pri ¢emer je g
teznostni pospesek. Zacetna hitrost je enaka vy, zaCetni odmik od izhodiSc¢a pa je enak
ni¢. Casovni potek hitrosti podaja enacba
v(t) =vp—gt,
casovni potek odmika od izhodis¢a (visine) pa je podan z enacbo
s(t) = vot — gt*/2.
Visina meta h je enaka h = s(t;) = v*/2g. Do tega rezultata bi lahko prisli tudi z uporabo
enacbe, ki povezuje kvadrat hitrosti s premikom:
0 = vo>-2gh.
Izra¢unajmo Se po kolikSnem ¢asu t, bo telo priletelo v zacetno tocko. Tedaj je s(t,)=0.
Cast, je enak t, = 2t} = 2vy/g. Hitrost telesa v tem trenutku v(t,) je enaka —vy.

Obravnavajmo Se zahtevnejsi zgled. Vzemimo, da je pospesek telesa a enak

a = ap —kv. Zacetni odmik od izhodis$¢a naj bo ni¢, zacetna hitrost pa tudi. [zracunajmo
casovni potek hitrosti in premika.
Do take situacije pridemo, &e v posodo z oljem spustimo Zelezno kroglico. Clen ag
prispevata teza in vzgon, ¢len —kv pa upor pri gibanju v viskozni tekocini.
Ker je a=dv/dt velja

ﬂzao — kv =k(v, -v).

dt
Na desni strani enacbe smo izpostavili k in razmerje ag/k, ki ima dimenzijo hitrosti,
imenovali vy. Ena¢bo pomnozimo z dt in delimo z (vy-v), da lo¢imo spremenljivki:

&t

Vo=V

Enacba povezuje majhno spremembo hitrosti dv pri dani hitrosti v s kratkim ¢asovnim
intervalom dt. Sestejmo te spremembe:

v dV t
!VO_Vzl.kdt.

Casu 0 ustreza hitrost ni¢, v pa je hitrost telesa ob ¢asu t. Integral leve strani je enak

Vo=V

integral desne strani pa je enak kt. Hitrost telesa je enaka

t
v=v(t)=v,(I-e ) =v,(1-e ).
Hitrost telesa se eksponentno priblizuje vrednosti vy z znac¢ilnim ¢asom t =1/k. Ob ¢asu
t=t je hitrost telesa enaka (1-e™") = 2/3 konéne hitrosti.



\p(1-1/e)

T t
Pot, ki jo opravi telo v ¢asu t pa je enaka
t t

s(t) = j v(t)dt = v, (t—T+ 7€ ©).
0
ODb casu, ki je dosti daljsi od t je gibanje telesa enakomerno s hitrostjo vy.

KRIVO GIBANJE TOCKASTEGA TELESA

Prejsnjikrat smo obravnavali premo gibanje tockastega telesa. Zdaj se te omejitve
znebimo in obravnavajmo gibanje tockastega telesa po sploSnem krivem tiru. Zopet
moramo izbrati izhodiSce, 1z katerega bomo gibanje opazovali. Pri premem gibanju je
bilo smiselno, da je izhodi$¢e na premici, po kateri se giblje telo. Pri krivem gibanju to ni
ve¢ nujno res.

Lego telesa glede na izhodisce doloc¢a krajevni vektor 7. To je vektor od izhodis¢a do
telesa. Ce poznamo &asovni potek krajevnega vektorja 7(¢), poznamo gibanje telesa.

Podobno, kot pri premem gibanju, moramo tudi pri krivem gibanju definirati
hitrost in pospesSek. Povprecno hitrost na ¢asovnem intervalu od Casa t do Casa t+At
definiramo kot premik v tem casovnem intervalu deljen z dolZino intervala At:

_F(t+ 49~ F()

At '

<i|

~

r(t+ At)

Povprecna hitrost je vektor in kaze v smeri premika. Njena velikost je enaka velikosti
premika deljeni z dolzino ¢asovnega intervala At. Velikost in smer hitrosti se v sploSnem
spreminjata, ¢e spreminjamo dolZino ¢asovnega intervala At. S skrajSevanjem Casovnega
intervala At se povprecna hitrost priblizuje trenutni hitrosti ob Casu t, v(¢),
v(t) = @

dt
Trenutna hitrost ima smer tangente na tir. Ce poznamo lego telesa ob nekem &asu, recimo

mu ¢as ni¢, lahko iz znanega ¢asovnega poteka hitrosti izracunamo ¢asovni potek
krajevnega vektorja:



7(t) = 7(0)+ jm')df.

Povprecni pospesek na Casovnem intervalu od ¢asa t do ¢asa t+At definiramo kot
spremembo vektorja hitrosti na tem Casovnem intervalu deljeno z dolzino intervala At:
=_ v(t+ At)—v(1)

At '

V(t+At)
t+ At

Povprecni pospesek je vektor, povezan s spremembo vektorja hitrosti. Hitrost se v
splosnem spreminja po velikosti in po smeri. S skrajSevanjem dolzine ¢asovnega
intervala At se povprecni pospesek priblizuje trenutnemu pospesku ob ¢asu t, a(¢),
(-0

dt
Smer pospeska se ne ujema s smerjo hitrosti. Projekcija vektorja pospeSka na smer
hitrosti meri spreminjanje velikosti hitrosti, medtem ko projekcija vektorja pospeska na
smer, ki je pravokotna na smer hitrosti meri spreminjanje smeri hitrosti in je povezana z
ukrivljenostjo tira. Podrobneje bomo o tem govorili pri krozenju. Ce poznamo vektor
hitrosti telesa ob Casu ni¢, lahko iz znanega ¢asovnega poteka vektorja pospeska
izra¢unamo ¢asovni potek hitrosti:

V(1) = (0) + ja(z')df.

Pri racunanju si pogosto pomagamo tako, da v izhodis¢e postavimo pravokotni
koordinatni sistem. Orientacija osi je poljubna. Ponavadi izberemo tako, ki nam najbolj
ustreza. Ce imamo opraviti z gibanjem v prostoru, bomo izbrali tridimenzionalni
koordinatni sistem z osmi X, y in z. V primeru ravninskega gibanja zadosca
dvodimenzionalni koordinatni sistem z osema x in y. Vse tri vektorje 7, v,in a

predstavimo s pomoc¢jo njihovih projekcij na osi koordinatnega sistema:

r=(x,y,2), v=(,v,v.), a=(a,a,a.)

y y y
y(t) vy(t) ay(t)

f(t) V(t) a(t)

Xt  x V()  x a x

Vsako vektorsko enac¢bo zapiSemo kot dve ali tri skalarne enacbe. Pri ravninskem gibanju
sta enacbi
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a(t)= C’}t
_adv, (1)
a, () i

ekvivalentni enacbi a = dv/dr , enacbi

x(t)=x(0)+ jvx (#"dt'
Y(t)= y(0) + [, (¢))dr

pa sta ekvivalentni vektorski enacbi () = 7(0) + j v(tdt'..
0

Kot primer krivega gibanja obravnavajmo poSevni met. Vzemimo, da kamen
vrzemo z visine h nad vodoravno podlago pod kotom a glede na vodoravnico. Zacetna
hitrost kamna naj bo vy.

y

Vo

B

X
Najprej izberimo izhodiS¢e in vanj postavimo koordinatni sistem. Primerna tocka
za izhodiscCe je toc¢ka na podlagi pod zacetno lego predmeta. Ker imamo opravka z
ravninskim gibanjem, zadoS¢a dvorazsezni koordinatni sistem. Orientacijo osi izberimo
tako, da kaze os x v vodoravni smeri, os y pa v navpi¢ni smeri. V tem koordinatnem
sistemu je vektor pospeSkaa(f) = (0,—g), vektor zacetne hitrosti v(0) = (v, cosa, v, sincr)
in zacetni krajevni vektor 7(0) =(0,4). V vodoravni smeri je gibanje enakomerno s

hitrostjo vocosa. Odmik od izhodis¢a v vodoravni smeri je ob ¢asu t enak

X(t) = vptcosa.

V navpicni smeri je gibanje enakomerno pospeseno s pospeskom —g, zacetno hitrostjo
vosina in zaGetnim odmikom od izhodi$¢a h. . Casovni potek hitrosti v navpiéni smeri in
casovni potek odmika od izhodi$¢a v navpicni smeri (viSine) podajata enacbi

vy(t) = vosina — gt

y(t) = h + votsina — gt*/2.

Te enacbe opisejo let kamna. Zra¢ni upor smo seveda zanemarili. [zracunamo lahko kdaj,
kje in pod kolik$nim kotom pade kamen na tla. Vzemimo, da kamen pade na tla ob ¢asu
t;. Tedaj je viSina kamna, y(t;), enaka nic:

y(tl) =h+ V()t1Si1’lOL — gt12/2 =0.

1z te enacbe izraCunamo ¢as t;
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L% sina + ng sin®a +2gh

l g
Smiselna je samo reSitev z znakom +. ReSitev z znakom — je negativna, a ni Cisto brez
pomena. Pomeni Cas, ob katerem bi morali s tal vre¢i kamen z ravno pravo hitrostjo in v
pravi smeri, da bi bil ob ¢asu ni¢ v zacetni legi in bi imel zacetno hitrost. Kamen prileti
na tla na mestu, ki je v vodoravni smeri od zaCetnega mesta oddaljeno za x(t;) = vot;cosa..
Kot, pod katerim kamen zadene podlago, lahko izraCunamo, ¢e izra¢unamo hitrost.
Tangens kota 3 med smerjo letenja kamna in vodoravno podlago je enak razmerju

[Vy(t)|/vx(th):
2f - Jvisin®a +2gh

v, cosa
Omenimo $e, da je pri konstantni hitrosti vy dolZina meta najvecja, ko je kot o enak

[ . .
o = arccos T . Pri &emer je e=2gh/vy®.
2+¢

Podoben zgled je naslednji.

Pobogje hriba lahko opigemo s funkeijo y = Px —Qx* (P=0.7, Q= 0.01 m™" ). Tu je
y viSina, X pa vodoravna oddaljenost od vznozja hriba. Z vznozja hriba izstrelimo
izstrelek pod kotom o = 45° glede na vodoravnico. Zacetna hitrost izstrelka v, je 20 m/s.
Izracunajmo, kdaj in kje zadene izstrelek pobocje, s kolik$no hitrostjo in pod kak$nim
kotom.

Izhodis¢e koordinatnega sistema postavimo v zacetno to¢ko. Os x naj bo
vodoravna in naj kaze v smeri gibanja izstrelka. Os y naj kaze navpi¢no navzgor. Lego
izstrelka ob Casu t podajata naslednji enacbi:

X(t) = votcosa

(1) = votsina —gt’/2.

Izstrelek zadene pobocje, ko je

y(t) = Px(t) — sz(t) oziroma

votsino —gt2/2 = Pvptcosa —Qvoz Feos’a.

Iz te enacbe izracunamo ¢as, ob katerem izstrelek zadene poboc¢je. Enacba ima dve
reSitvi. Resitev t=0 ustreza zacetni legi. Resitev, ki jo i§¢emo je enaka

t = 2vy(sina— Pcosa)/(g-ZQvozcosza) =14s.

Ob tem casu je x =20 m in y = 10 m. Mesto, kjer izstrelek zadene pobocje, je torej na
vi$ini 10 m in je v vodoravni smeri 20 m oddaljeno od zacetne lege. IzraCunajmo,
kolik3ni sta tedaj projekciji hitrosti na osi koordinatnega sistema. Velja

vy(t) = vocosa = 14 m/s

vy(t) = vosina — gt = 0.

Izstrelek torej prileti vodoravno (v,=0) in zadene pobocje s hitrostjo 14 m/s.

Zaradi vodoravnega gibanja izstrelka ob Casu zadetka je kot 3, pod katerim
izstrelek zadene pobocje, enak nagibu pobocja B' na mestu zadetka, tangens tega kota pa
je enak tgB' =y' =P — 2Qx = 0.3. Iz tega dobimo B = ' = 17°. V splosnem bi bilo treba
od kota ' odsteti kot 3",
arctgB" = vy/vy,
ki ga smer gibanja izstrelka oklepa z vodoravno ravnino. Kot 3 je torej enak ' — 3".
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KINEMATIKA KROZENJA

Kot drugi primer krivega gibanja si bomo ogledali krozenje. Za opis krozenja si
moramo najprej izbrati primerno izhodisce. Izberemo si ga v srediscu kroga, po katerem
se giblje telo. V to izhodisc¢e bi lahko postavili pravokoten koordinatni sistem, a je
preprosteje delati s polarnim koordinatnim sistemom.

V tem koordinatnem sistemu sta spremenljivki polmer r kot ¢. Kot ¢ merimo od neke
izbrane smeri v nasprotni smeri urinega kazalca. Kot ¢ je definiran kot razmerje loka | in
radijar, ¢ = l/r in je brezdimenzijska koli¢ina. Da pa ni zmede mu pripiSemo enoto radian
(rd). Polnemu kotu ustreza 2r radianov. Poleg radianov bomo za merjenje kotov
uporabljali tudi kotne stopinje minute in sekunde: 1 rd = 57° 17° 45",

Krozenje toCkastega telesa poznamo, ¢e vemo, kolikSen je polmer krozenja r in,
¢e poznamo Casovni potek kota ¢, ¢(t). Ta dva podatka zadoscata, da v vsakem trenutku
ugotovimo, kje je telo. Podobno, kot smo pri premem gibanju vpeljali hitrost in pospesek,
vpeljemo tudi pri krozenju kotno hitrost in kotni pospesek. Zakaj je to potrebno bomo
spoznali, ko bomo preucevali dinamiko krozenja.

Kotno hitrost ® definiramo kot spremembo kota s ¢asom, o = d¢/dt. Tu
predstavlja dt kratek ¢asovni interval, d¢ pa spremembo kota ¢ v tem casovnem intervalu.
Enota za kotno hitrost je s, alirds™. Ce poznamo casovni potek kota ¢, poznamo tudi
casovni potek kotne hitrosti ®. Obratna zveza pa ni enoli¢na, saj je kotna hitrost
povezana s spremembo kota, ne pa s kotom samim. S pomocjo kotne hitrosti lahko
izratunamo zasuk telesa A v poljubnem ¢asovnem intervalu. Vzemimo, da je to interval
med ¢asom t; in ¢asom t;. V tem ¢asovnem intervalu se telo zasuka za

A= h(t;) - §(t) = [o(t)dt

o

d(t,)-0(t,)

t ts t
Ce pa v nekem trenutku poznamo kot, bomo lahko iz znanega ¢asovnega poteka kotne
hitrosti w(t) doloc¢ili ¢asovni potek kota ¢(t). Imenujmo cas, ob katerem poznamo kot ¢,
¢as ni¢. Poznamo torej ¢(0). Velja zveza:
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$(1) = $(0) + [w(t)dt

Kotni pospesek a definiramo kot spremembo kotne hitrosti s Casom, a = dw/dt.
Tu je dt kratek ¢asovni interval, dw pa sprememba kotne hitrosti v tem Casovnem
intervalu. Enota za kotni pospesek je s, ali rds™. Iz znanega ¢asovnega poteka kotne
hitrosti m(t) lahko izra¢unamo casovni potek kotnega pospeska a(t). Obratna zveza pa
podobno kot prej ni enolicna. Iz znanega Casovnega poteka kotnega pospeska ou(t) lahko
izra¢unamo spremembo kotne hitrosti Aw® v poljubnem ¢asovnem intervalu. Zopet
vzemimo, da je to interval med ¢asom t; in ¢asom t,. V tem ¢asovnem intervalu je
sprememba kotna hitrosti Aw enaka

)
Aw = a(t,) - o(t,) = j a(t)dt .

4
Casovni potek kotne hitrosti o(t) pa lahko iz znanega ¢asovnega poteka kotnega
pospeska a(t) izraCunamo, ¢e poznamo kotno hitrost v nekem trenutku. Imenujmo ta
trenutek Cas nic pa velja:

o(t) = w(0)+ ja(l')dl' .

Oglejmo si sedaj dva posebna primera: enakomerno krozenje in enakomerno
pospesSeno krozenje.

Pri enakomernem krozenju je kotna hitrost o stalna, kotni pospesek pa je enak
ni¢. Kot ¢ se s casom spreminja kot
d(t)=¢(0)+ ot .
Ce je kotna hitrost pozitivna, kot s ¢&asom narai¢a, &e pa je kotna hitrost negativna, kot s
¢asom pada. Pozitivna kotna hitrost torej ustreza sukanju v nasprotni smeri urinega
kazalca, negativna kotna hitrost pa sukanju v smeri urinega kazalca. Telo naredi en zasuk
v obhodnem casu ty. V tem Casu se kot spremeni za 271, oty = 27. V slednji enacbi
privzemimo, da je o velikost kotne hitrosti, ki je pozitivna ne glede na to, v kateri smeri
se telo suka. Poleg obhodnega casa ponavadi definiramo Se frekvenco kroZenja v, kot
Stevilo zasukov na enoto Casa. Enota za frekvenco je s ali Hz (hertz). Frekvenca jev
naslednji zvezi z obhodnim ¢asom t0: v = 1/ty. Do te zveze pridemo s preprostim
razmislekom. Ce je obhodni &as 1/n sekunde, se bo telo v enoti ¢asa (sekundi) n krat
zasukalo. Frekvenca je torej ns™, kar je res enako 1/ty. Zveza med kotno hitrostjo o in
frekvenco v je torej @ = 27v.

Krozenje s stalnim kotnim pospeSkom o imenujemo enakomerno pospeseno
kroZenje. Pri tem kroZenju sta ¢asovna poteka kotne hitrosti in kota naslednja:
o(t) =w(0)+ at

d(t) = $(0) + w(0)t + %aﬁ.

Iz enacb lahko izlocimo ¢as in dobimo zvezo med kotno hitrostjo in zasukom,
o’ =, +20A4,
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v kateri Cas eksplicitno ne nastopa. Tu je ®o kotna hitrost na zacetku zasuka A, » pa
kotna hitrost na koncu zasuka. Enacbe so analogne enacbam, ki smo jih dobili pri
enakomerno pospesenem premem gibanju.

Do sedaj smo se ukvarjali le s kotnimi koli¢inami, Poglejmo, kako sta z njimi
povezana hitrost in pospesek.

Pri krozenju je hitrost enaka prirastku loka 1 s ¢asom, v = dl/dt. Ker pa je lok enak
produktu polmera krozenja in kota, I=r¢, dobimo v = r®. Krozilna, ali obodna hitrost v
ima smer tangente na kroznico in je enaka produktu polmera kroZenja in kotne hitrosti.

Vec dela bomo imeli s pospeskom, saj se hitrost v sploSnem spreminja po
velikosti in po smeri. Oglejmo si najprej enakomerno krozenje, kjer se velikost hitrosti ne
spreminja. V Casu dt se telo zasuka za kot d¢p = wdt. Pri tem se vektor hitrosti, ki ima
tangentno smer, prav tako zasuka za kot d¢. Sprememba vektorja hitrosti kaze proti
sredi$¢u kroZenja in je po velikosti enaka dv = vd¢ = vedt.

v
dv &

Pospesek, ki je povezan s spreminjanjem smeri hitrosti, imenujemo radialni ali
centripetalni pospesek a,. Usmerjen je proti srediS¢u krozenja in je po velikosti enak
a,=dv/dt=vo = o’r = VI,
Radialni pospesek nastopa pri vsakem krozenju, enakomernem in neenakomernem. Pri
neenakomernem kroZenju pa se spreminja tudi velikost obodne hitrosti v = r@. Casovni
odvod velikosti obodne hitrosti, dv/dt = ra, je enak velikosti tangentnega pospeska a;. Kot
Ze ime pove, ima tangentni pospesek smer tangente na kroznico. Nastopa le pri
neenakomernem krozenju in je povezan s spreminjanjem velikosti hitrosti. Vektor
pospeska pri kroZzenju je v splosnem vektorska vsota radialnega in tangentnega pospeska.
Mimogrede omenimo, da lahko vektor pospeska pri poljubnem krivem gibanju
sestavimo iz dveh delov: pospeska v smeri tangente na tir delca, ki meri spreminjanje
velikosti hitrosti in pospeska, usmerjenega pravokotno na tir, ki meri ukrivljenost tira.

Poglejmo Se, kako bi krozenje obravnavali v kartezi¢nem koordinatnem sistemu z
izhodis¢em v srediScu kroga. Krajevni vektor telesa je enak
¥ =(rcosg,rsing) =re,.
Tu je e, = (cos@,sing) enotni vektor v smeri normale na kroznico. Hitrost telesa je enaka

= % =ro(—sing,cos@) = roe,.

<
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V slednji enacbi je e, = (—sing,cos @) enotni vektor v smeri tangente na kroznico.

Pospesek je enak odvodu hitrosti po ¢asu:
v do. de

d=—=r—=~8 +ro—L=raé, —ro’e,.
dt dt dt

V prvem ¢lenu spoznamo tangentni pospesek, v drugem pa radialnega.

Za zakljucek poglavja si oglejmo Se pospesek, ki se pojavi, ko se pri krozenju
spreminja polmer krozenja. Imenuje se Coriolisov pospesek. Za lazje razumevanje si
predstavljajmo, da smo na vrteci se plos¢i, na kateri je v radialni smeri narisana crta.
Ugotoviti nameravamo, kolikSen je nas pospesek, ko hodimo vzdolZ te ¢rte s hitrostjo v;
stran od osi vrtenja. Zunanji opazovalec opazi dvoje: spreminja se smer radialne hitrosti
V; in narasca nasa obodna hitrost. Poglejmo najprej kolikSen je in kam kaZe pospesek, ki
je povezan s spreminjanjem smeri radialne hitrosti v;. V ¢asu dt se plosca zasuka za kot
dd=wmdt. Za enak kot se za zunanjega opazovalca zasuka tudi vektor radialne hitrosti.
Sprememba hitrosti dv, ki je s tem povezana, je po velikosti enaka dv = v;d¢ = v,dt in
ima smer obodne hitrosti. Del pospeska, ki je povezan s spreminjanjem smeri radialne
hitrosti je torej enak dv/dt = v;® in ima smer obodne hitrosti. Kot receno, se pri
premikanju v radialni smeri spreminja tudi velikost obodne hitrosti. Ce v ¢asu dt naraste
polmer kroZenja za dr = v,dt, se pri tem poveca obodna hitrost za dv = wdr = ®v,dt.
Sprememba vektorja hitrosti ima tudi v tem primeru smer obodne hitrost, z njo povezan
pospesek pa je enak dv/dt = wv,. Oba prispevka skupaj tvorita Coriolisov pospesek
acor = 20V, ki ima pri narascanju polmera krozenja smer obodne hitrosti, pri padanju
polmera krozenja pa nasprotno smer. Sile, ki so povezane s Coriolisovim pospeskom,
povzroc¢ajo znacilno gibanje zraénih mas v okolici podroc¢ja nizkega zranega tlaka. Na
severni zemeljski polobli se zracne mase sucejo v nasprotni smeri urinega kazalca, na
juzni polobli pa v smeri urinega kazalca.

Kot zgled obravnavajmo naslednji primer:

Opazujemo tocko na obodu vztrajnika s polmerom 20 cm. V zacetku opazovanja
se vztrajnik vrti s frekvenco 60 Hz, ¢ez 20 sekund pa s frekvenco 10 Hz. Predpostavimo,
da je vrtenje vztrajnika v tem ¢asu enakomerno pojemajoce. Izracunajmo kotni pospesek,
kot za katerega se zasuka vztrajnik v ¢asu opazovanja in Stevilo zasukov, pot ki jo opravi
opazovana tocka, hitrost in pospesek opazovane tocke na zacetku.

Kotni pospesek je enak oo =Aw/At = 2nAV/At = -51 s> =-15.7 57
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Kot zasuka A¢ najlaze izra¢unamo kot A¢ = @At . Pri enakomerno pospesenem

(pojemajocem) vrtenju je povprecna kotna hitrost kar enaka polovici vsote zacetne in
konéne kotne hitrosti: @ = 27.35s™". Kot, za katerega se vztrajnik zasuka, je torej enak
Ad =27.35 s .20s = 14007 rd. Temu ustrezno $tevilo zasukov je Ap/27 = 700.

Pot opazovane tocke je enaka poti enega obhoda (27r) pomnoZeni s Stevilom zasukov:
s =21.0,2m.700 = 880 m.

Hitrost opazovane to¢ke na zadetku je enaka v =2m.60s".02 m=754ms" .
Tangentni pospesek tocke je enak a; = ro. = - 3,14 ms™.
Radialni pospesek a; je enak: a, = v*/r = 28400 ms™.

Skupni pospesek je skoraj enak radialnemu pospesku.

SILA, MASA, NEWTONOVI ZAKONI

Sila in masa

Silo spoznamo po njenih udinkih. Ce hotemo nekemu telesu spremeniti hitrost je
za to potrebna sila. Pri tem razumemo spreminjanje hitrosti po velikosti in po smeri. Sila
povzroca tudi deformacije teles. Prozno deformacijo, na primer deformacijo vijacne
vzmeti, lahko uporabimo za merjenje sile. Sile vedno povzrocajo telesa. Opraviti imamo
s silami ob stiku teles pa tudi s silami na daljavo. Kljub temu, da intuitivno vemo kaj je
sila in jo tudi obcutimo, moramo v fiziki silo najprej definirati.

Opazujmo gibanje pod vplivom stalne sile. Tako gibanje je na primer prosti pad.
Da je teza v blizini zemlje res stalna sila lahko pokazemo z vzmetno tehtnico —
dinamometrom. Kot smo ze ugotovili z meritvijo, je prosti pad enakomerno pospesSeno
gibanje. Intuitivno tudi vemo, da s pove¢anjem sile pove¢amo pospesek. Ce smer sile
obrnemo, se obrne tudi smer pospeska. Privzamemo lahko, da je pospeSek sorazmeren
sili. Vendar pa pospesek ni odvisen le od sile. Vzemimo na primer dva razlicno dolga
kosa krede in ju spustimo z enake viSine. Oba kosa krede padeta istoCasno na tla
neodvisno od zacetne visine. Pospesek je torej enak, Ceprav je teza vecjega kosa krede
vedja. Ce je na primer vegji kos krede dvakrat veéji od manj$ega je tudi teza dvakrat
vecja, pospesek pa je enak. Pospesek je torej odvisen Se od neke koli¢ine, imenujemo jo
masa, ki je pri homogeni snovi sorazmerna koli¢ini snovi. Pri konstantni sili pospesek z
naraS¢anjem mase pada.

Preden bomo definirali silo, moramo torej definirati maso. Definirali jo bomo, kot
je v fiziki navada, s pomocjo merilnega postopka in enote. Enota za maso — kilogram — je
definirana z maso prakilograma, telesa iz zlitine platine in iridija, ki ga hranijo v
Mednarodnem uradu za uteZzi in mere blizu Pariza. Kilogram je osnovna enota merskega
sistema SI. Na osnovi tega primarnega standarda (prakilograma) so narejeni sekundarni,
terciarni... standardi. Mednje sodijo utezi, katerih mase so enake vec (2, 5, 10...)
kilogramov, pa tudi enemu ali ve¢ delov kilograma (dag, g, mg,). Merilni postopek za
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merjenje mase je primerjanje teze merjenca in teze znanih utezi. Tako deluje na primer
lekarniska tehtnica. Lahko pa z znanimi utezmi tehtnico (n. pr. vzmetno) umerimo in
potem iz odziva tehtnice (deformacije vzmeti) dolo¢imo maso merjenca. V
nerelativisticni fiziki se masa telesa ne spremeni, ¢e mu snovi ne odvzamemo ali dodamo.
Velja torej zakon o ohranitvi mase.

Zdaj, ko smo definirali maso, lahko definiramo tudi silo, Definiramo jo s pomocjo
pospeska ki ga povzroca, ko deluje na telo z maso m:
F=ma.
Maso znamo meriti, pospesek pa tudi. Enota za silo je produkt enote za maso in enote za
pospesek (kgms™?) in je po Isaacu Newtonu dobila ime newton (N):
N = kgms™.
Silo lahko merimo po definiciji, z merjenjem pospeska, ali pa na osnovi proznih
deformacij teles. Za vijatno vzmet na primer velja, da je raztezek s sorazmeren sili,
F=ks,
Pri ¢emer je k koeficient vzmeti.

Newtonovi zakoni
Osnovne ugotovitve v zvezi z delovanjem sil na telesa je strnil Isaac Newton v treh
zakonih, ki jih imenujemo Newtonovi zakoni:

1. Telo miruje ali se giblje premo in enakomerno, ¢e nanj ne deluje nobena sila.

2. Pospesek je sorazmeren sili in ima smer sile.

3. Ce deluje prvo telo na drugo z neko silo, deluje drugo telo na prvo z enako veliko
nasprotno silo.

Tretji zakon imenujemo zakon o akciji in reakciji oziroma zakon o vzajemnem ucinku. V
matematicni obliki ga izrazimo kot

F,=-F,.

Drugi zakon, ki mu pravimo tudi osnovni zakon dinamike pa v matemati¢ni obliki
zapisemo takole:

F = ma.

V primeru, da je sil vec, je vektorska vsota sil enaka produktu mase in pospeska:

ZFI. =mad.
i

Z uvedbo koordinatnega sistema lahko gornjo vektorsko enacbo zapiSemo kot tri skalarne
enacbe:

ZF;X :max ’ZE’y :max ’ZEZ :maz'
i i i

Prvi Newtonov zakon pravzaprav sledi iz drugega. V primeru, ko je vektorska vsota sil
enaka nic¢, je tudi pospesek enak ni¢. Hitrost telesa se ne spreminja, kar pomeni, da telo
miruje, ali se giblje premo in enakomerno. Pomemben pa je prvi Newtonov zakon pri
definiciji inercialnega sistema, to je sistema, v katerem velja drugi Newtonov zakon v
prej omenjeni obliki.

Naredimo nekaj znacilnih zgledov za uporabo Newtonovih zakonov.
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Vzemimo, da majhno utez z maso m pritrdimo na lahki vrvici z dolzinama a in b.
Prosta konca vrvic pritrdimo na vodoravni nosilec v razdalji I. Izracunajmo, s kolikSnima
silama sta napeti vrvici?

Utez miruje, zato je po prvem Newtonovem zakonu vsota sil nanjo enaka ni¢. Na
utez delujejo tri sile: dve kontaktni, ki ju povzro€ata vrvici in teza (sila na daljavo).
Vsaka vrvica deluje s silo v svoji smeri. Vzemimo, da prva vrvica oklepa z vodoravno
ravnino kot a in deluje na utez s silo F;. Druga vrvica oklepa z vodoravno ravnino kot 3
in deluje na utez s silo F,. To, da je vektorska vsota sil enaka ni¢ pomeni, da je vsota
projekeij sil na vodoravno ravnino enaka nic€ in, da je hkrati vsota projekcij sil na
navpicnico enaka ni¢. V vodoravni smeri delujeta dve sili: Ficosa in Fcosp, ki sta
nasprotno usmerjeni. Njuna vsota je ni¢, ¢e je Ficosa = FacosP. V navpicni smeri deluje
navzdol teza mg, navzgor pa projekciji sil Fisina in Fasinf. Velja torej:

Ficosa = Frcosf
Fisina + Frsinf = mg.

Resitev enacb sta sili

F; = mgcospP/sin(a+p)

F, = mgcosa/sin(a+p).

Kota o in 3 izraCunamo iz trikotnika s stranicami a, b in 1 s kosinusnim izrekom.

Na lahko vrvico dolzine 1 pritrdimo utez z maso m. Drugi konec vrvice pritrdimo
na stojalo. Utez sunemo tako, da krozi v vodoravni ravnini, pri ¢emer oklepa vrvica z
navpicnico kot a. Izrac¢unajmo frekvenco kroZenja in silo, s katero je napeta vrvica.

Utez enakomerno kroZi. Pospesek uteZi je torej w’r in kaze proti srediscu
krozenja. Pri tem je r = Isina.. Po drugem Newtonovem zakonu mora v vsakem trenutku
proti sredid¢u kroZenja kazati sila mo’r. Ta sila je projekcija sile vrvi na vodoravno
ravnino, Fysina. V navpi¢ni smeri se uteZ ne giblje, zato mora biti vsota sil v tej smeri
enaka ni¢: mg = F,cosa. 1z slednje enacbe izracunamo silo vrvi, nato pa iz zveze Fysina
= mo’lsina. e kotno hitrost in frekvenco kroZenja.

Sila lepenja in sila trenja

Ce potiskamo telo, ki leZi na vodoravni podlagi, z majhno silo se to ne premakne.
Nasi sili nasprotuje sila lepenja F;. Sele, ko uporabimo dovolj veliko silo, se telo
premakne. Potisna sila je presegla maksimalno silo lepenja. Meritve kazejo, da je
maksimalna sila lepenja sorazmerna sili F,,, s katero pritiska telo na podlago:
(F)max = kil
Tu je ki koeficient lepenja, ki je odvisen od materialov in obdelave povrsin.
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Ko potisna sila preseze maksimalno silo lepenja se zacne telo premikati, pri cemer
deluje v nasprotni smeri gibanja sila trenja F. Tudi sila trenja je sorazmerna sili Fy, s
katero pritiska telo na podlago,

F; = kF),.
Koeficient trenja k; ni konstanten, ampak se Sibko spreminja s hitrostjo drsenja. Mi bomo
v racunih predpostavili, da k; ni odvisen od hitrosti drsenja.

Trenje in lepenje nastopa tudi pri kotaljenju. Tu sta maksimalna sila lepenja in sila
trenja Se vedno sorazmerni sili Fj, koeficienta lepenja in trenja pa sta manjSa, kot pri
drsenju.

Kot zgled si oglejmo drsenje klade po klancu z nagibom a.

Na klado delujeta sila teze mg in sila podlage. Silo podlage bomo razstavili na dve sili:
pravokotno silo podlage F, in silo trenja F. Ker se klada giblje vzdolz klanca, je vsota sil
pravokotno na klanec enaka nic. Projekcija teze na to smer, mgcosa., je enaka sili Fp,.
Gibanje vzdolz klanca pospesuje projekcija teze na to smer, mgsino, nasprotuje pa ji sila
trenja F, = k&, = kimgcosa.. Po drugem Newtonovem zakonu je torej

mgsina — kymgcosa = ma.

Pospesek je enak a = g(sina — kcosa). Pospeseno drsenje vzdolz klanca dobimo, ko je
projekcija teze na smer klanca vecja od sile trenja. V nasprotnem primeru gornja enacba
opisuje ustavljanje na klancu.

Oglejmo si naslednji primer. Po klancu z nagibom o = 30° sunemo v smeri
navzgor telo z maso m. Zacetna hitrost telesa je 10 m/s. Koeficient trenja med klancem in
telesom je 0.1. Kako dale¢ od zaCetne lege se telo ustavi? Koliks$na je hitrost telesa, ko se
ponovno giblje skozi zacetno lego?

Najprej obravnavajmo gibanje po klancu navzgor. Projekcija teze na smer klanca
in sila trenja sta usmerjeni v nasprotni smeri gibanja. Zato je pospesek

= —gsina— kgcosa.
1z zveze med kvadratom hitrosti, pospeskom in premikom izracunamo
s = -v02/2a = v02/2g(sina +kicosa) = 8.5 m.
Pri gibanju navzdol je pospesek
a = gsina— kgcosa.
Kvadrat hitrosti v zagetni tocki je enak v* = 2as = vo*(sina. — kicoso)/(sina. + kicosar),
hitrost pa je enaka v = 8.4 m/s.

Inercialni in neinercialni sistemi

Drugi Newtonov zakon velja v taki obliki, kot smo ga zapisali, samo v inercialnih
sistemih, ki jih definira prvi Newtonov zakon. Vprasanje je, kakSne enacbe gibanja
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veljajo sistemih ki niso inercialni. Neinercialni sistemi so obi¢ajno pospesSeni sistemi
(dvigalo, avtobus, vrtiljak...). V teh sistemih mirujoca telesa obcutijo silo
Fy = - ma;,.
Tu je as pospesek sistema F; pa se imenuje sistemska sila. Na vrtiljaku je pospesek
(radialni) usmerjen proti srediS¢u krozenja, opazovalec na sedezu pa obcuti sistemsko
(centrifugalno) silo v nasprotni smeri. Ko avtobus pospesi obcuti potnik sistemsko silo v
nasprotni smeri pospeska.

V neinercialnem sistemu zapiSemo drugi Newtonov zakon tako, da pravim silam
dodamo Se sistemsko silo:

217“1 +F =ma.

Primer sistemske sile je tudi Coriolisova sila. Ta je enaka Fcor = -20v,. Posledica
Coriolisove sile je smer gibanja zracnih mas v okolici podroc¢ja nizkega zra¢nega tlaka in
morskih tokov. Na severni zemeljski polobli se cikloni vrte v nasprotni smeri urinega
kazalca, morski tokovi pa v smeri urinega kazalca. Na juzni zemeljski polobli pa je ravno
obratno. Cikloni se vrte v smeri urinega kazalca, morski tokovi pa v nasprotni smeri
urinega kazalca. Zaradi Coriolisove sile je treba popraviti tudi smer topovskih izstrelkov
ve¢jega dometa. Angleska mornarica je v bitki pri Falklandih v I. svetovni vojni
uporabila te popravke, granate pa so zgresile cilj za okrog 100 m. Drobna tezava je bila v
tem, da so bili popravki izraCunani za severno zemeljsko poloblo, ne pa za juzno poloblo,
kjer ima Coriolisova sila ravno nasprotno smer.

IZREK O KINETICNI ENERGLJI

Pri Studiju gibanja teles pod vplivom sil nas pogosto eksplicitna ¢asovna
odvisnost lege in hitrosti ne zanima. Bolj nas zanima zveza med hitrostjo in lego. V tem
primeru nam pogosto koristi izrek o kineti¢ni energiji. Do tega izreka pridemo z
integracijo drugega Newtonovega zakona. Vzemimo, da opazujemo gibanje tockastega
telesa kratek ¢as dt. V tem Casu se hitrost telesa spremeni za dv , telo pa se premakne za
ds.Pomnozimo drugi Newtonov zakon s premikom ds :

Fds = mads. (1)
Tu je F vektorska vsota vseh sil, ki delujejo na telo. Desno stran enacbe preuredimo. Ker

—

jea= %, lahko skalar dt prenesemo k vektorju ds in dobimo:

- — 2
m(ﬁjdg - mdv(ﬁj —mvdv=d 2|
dt dt 2

Upostevali smo, da je v> = V.V in da je diferencial tega izraza enak
dv’ =dv.v + v.dv = 2vdv. Enacbo (1) zapisemo kot

2
Eds = d(m—v}
2
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njen pomen pa je naslednji. Delo sile dA pri tem majhnem

l’l’lV2

premiku, dA = F.ds = Fdscos g, je enako spremembi kineti¢ne energije Wy, W, =

Tu je ¢ kot med smerjo sile in smerjo premika. Vecji premik iz tocke (1) v tocko (2)
sestavimo 1z majhnih premikov. Pri tem je delo sile A enako

6)
A= [F.ds, 2)

0
vsota sprememb kineti¢ne energije pa razliki med kineti¢no energijo telesa v tocki (2),
Wio, in kineti¢no energijo telesa v tocki (1), Wy,;. Na ta nacin smo dobili izrek o kineti¢ni
energiji ki pravi, da je delo vseh sil, ki delujejo na telo pri nekem premiku enako
spremembi kineticne energije:
A= Wk2 - Wk].

Delo sile izracunamo po enacbi (2). Ko je sil vec, se dela posameznih sil sestejejo.
Ce deluje sila na telo v smeri gibanja, je delo pozitivno in kineti¢na energija telesa
nara$éa. Z nara$éanjem kinetiéne energije nara§¢a tudi velikost hitrosti telesa. Ce deluje
sila v nasprotni smeri gibanja, je delo negativno in kineti¢na energija telesa pada. Ko pa
je sila usmerjena pravokotno na smer gibanja, se kineticna energija ohranja, saj je delo
enako ni¢. Primer take sile je centripetalna sila pri kroZzenju, ki spreminja smer hitrosti,
njeno velikost pa ohranja.

Oglejmo si Se enoto za delo sile in kineti¢no energijo. Iz gornjih zvez vidimo, da
je ta enota Nm oziroma kgm?s™. Po angleskem fiziku Joulu se ta enota imenuje joule,
ozna&imo pa jo z J: J = kgm’s™.

Za ilustracijo uporabe izreka o kineti¢ni energiji si oglejmo naslednji zgled.

Telo porinemo na hrapavi vodoravni podlagi tako, da dobi v zacetni tocki hitrost
vo. Kako dale¢ od zacetne toc¢ke se telo ustavi?

Za tocko (1) premika vzemimo zacetno tocko, v kateri je kinetiCna energija telesa enaka
2
mv,

W, = . Za tocko (2) vzamemo tocko, v kateri se telo ustavi. V tej tocki je njegova

kineti¢na energija enaka ni¢, Wy, = 0. Razdaljo med tema dvema to¢kama imenujmo s.
Med premikom iz tocke (1) v to¢ko (2) deluje na telo v nasprotni smeri gibanja sila
trenja, ki je po velikosti enaka kimg, njeno delo pa je enako A = —kymgs. Sila teze in
pravokotna sila podlage sta enako veliki in nasprotno usmerjeni pa Se pravokotni sta na
smer premika. Njuno delo je seveda enako ni€. Izrek o kineti¢ni energiji pove:

2
-kimgs = 0 - m;}O .
Pot, ki jo opravi telo je enaka mv,*/2k,g. Do tega rezultata bi na preprost nagin lahko
prisli tudi z uporabo drugega Newtonovega zakona. Primere, ki bodo pokazali uporabnost

izreka o kineti¢ni energiji bomo srecali pozneje.

Teza je v nasi okolici vedno prisotna, zato jo bomo obravnavali posebej. Oglejmo
si delo teze pri premiku tockastega telesa iz tocke (1), ki je v visini h; nad izbranim
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nivojem v tocko (2), ki je v viSini h, nad izbranim nivojem po poljubni poti. Delo teze pri
premiku ds je enako
dd, = mgds = -mgdh.

Tu je dh sprememba viSine telesa pri premiku ds . Delo teze dA, je neodvisno od
velikosti projekcije vektorja ds na vodoravno ravnino. Pri premiku iz to¢ke (1) v to¢ko
(2) je delo teze enako
Ag =-mg(hy —h;) = mgh; — mgh.
Delo teze je odvisno samo od spremembe visSine pri premiku, neodvisno pa je od poti.
Sile, katerih delo je odvisno samo od zacetne in kon¢ne tocke premika, ni pa odvisno od
poti, imenujemo konservativne sile. Konservativni sili sta gravitacija in elektri¢na sila, a
o tem pozneje. Delo konservativne sile Ay pri premiku telesa iz toc¢ke (1) v tocko (2) v
sploSnem zapiSemo kot spremembo potencialne energije Wi
A=Wy = Wpa.
Tu je W, potencialna energija v tocki (1), Wy, pa potencialna energija v tocki (2).
Tezi pripiSemo potencialno energijo
W, = mgh.
Od katerega nivoja merimo viSino h je stvar nase izbire. Ko smo ga izbrali, moramo vse
viSine meriti od tega nivoja. V tej poljubni izbiri nivoja se skriva Se ena lastnost
potencialne energije. Ta je namre¢ nedolocena do konstante, ki si jo lahko poljubno
izberemo. Ko smo jo izbrali pa se moramo te izbire drzati. Pri racunanju dela
konservativne sile se namre¢ navedena konstanta odsteje.

Poglejmo, kako se z upoStevanjem dela teze zapiSe izrek o kineti¢ni energiji.
Zapisimo delo vseh sil A kot
A=Ag+ A" =Wpl —-Wp2 +A4".
Tu je A' delo vseh sil razen teze. Izrek o kineti¢ni energiji sedaj zapiSemo kot
A'= (Wk2 +Wp2) — ( Wkl + Wpl).
Delo vseh sil razen teze je enako spremembi vsote kineti¢ne in potencialne energije.
Posebej zanimivi so primeri, ko je delo preostalih sil A' enako ni¢. Tedaj se namre¢ vsota
kineti¢ne in potencialne energije ohranja:
Wiza Wy = Wig + Wy
Pri prostem padu kineti¢na energija telesa raste, potencialna energija pa pada. Njuna
vsota je konstantna, ¢e ne upoStevamo zranega upora.

Oglejmo si zgled, pri katerem bi imeli z neposredno uporabo drugega
Newtonovega zakona precej vec¢ dela.

Na lahki vrvi dolzine | je obeSena majhna utez z maso m. Utez izmaknemo iz
ravnovesne lege tako, da oklepa vrv z navpi¢nico kot a in spustimo. S kolik$no hitrostjo
se giblje utez skozi ravnovesno lego?
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(2)

V ravnovesni legi je vrv navpi¢na. Tocka (1) naj bo tocka iz katere smo utez
spustili, tocka (2) pa naj predstavlja ravnovesno lego. Kineti¢na energija v tocki (1) je
enaka ni¢, v tocki (2) pa je enaka mv?/2, pri emer hitrosti v §e ne poznamo. Na utez
delujeta teza in sila vrvi. Delo teZze bomo opisali s pomocjo potencialne energije, delo sile
vrvi pa je enako ni€. Sila vrvi ima namrec radialno smer in je vedno pravokotna na smer
premika, ki ima tangentno smer. Delo A' je torej enako nic. Vsota kineti¢ne in
potencialne energije se ohranja. Pri dolocanju potencialne energije si moramo izbrati
nivo, od katerega bomo merili viSino. Naj bo to nivo pritrdis§ca vrvi. Glede na ta nivo je
h; = -lcosa in h; = -1. Vsota kineti¢ne in potencialne energije v tocki (1) je enaka vsoti
kineti¢ne in potencialne energije v tocki (2):

-mglcosa = mv°/2 —mgl.
Iz te enacbe dobimo v’ = 2gl(I-cosa) = 4gl sin’(c/2). S korenjenjem tega izraza dobimo
hitrost utezi v ravnovesni legi.

Naredimo $e en zgled.

Z balkona visine h vrzemo kamen z zacetno hitrostjo vy pod kotom a glede na
vodoravno ravnino. S kolik$no hitrostjo zadene kamen tla?

Ne vprasamo se niti kdaj zadene kamen tla, niti kje in pod kaksnim kotom.
Zanima nas le njegova hitrost, tik preden zadene tla. Zopet bomo uporabili izrek o
kineti¢ni energiji in zracni upor zanemarili. To¢ka (1) naj bo zacetna toc¢ka kamna tocka
(2) pa tista v kateri kamen zadene tla. Nivo, od katerega merimo visino, izberimo na tleh.
V togki (1) je potem kineti¢na energija kamna mv,*/2, potencialna pa mgh. V togki (2) je
kineti¢na energija kamna mv”/2, potencialna pa ni¢. Ker se vsota energij ohranja velja
mv/2 = mv02/2 + mgh
oziroma, v* = v,’ +2gh. Hitrost kamna je neodvisna od kota .. Od kota o pa je seveda
odvisna dolzina leta, mesto kjer kamen zadene tla in kot pod katerim kamen zadene tla.

S pomocjo energije lahko opisemo tudi delo proznostnih sil. Tu bomo obravnavali
samo delo sile vijatne vzmeti. Vzemimo, da je zaetni raztezek vzmeti s;. Oglejmo si
kolik$no delo opravi sila vzmeti, ko poveCamo raztezek z zaCetne vrednosti s; na
vrednost s;. Sila vzmeti je v splosSnem enaka F, = -ks. Tu je k koeficient vzmeti, minus v
tem izrazu pa pomeni, da je sila vzmeti nasprotna raztezku. Delo sile vzmeti A, je enako:

ks;  ks;
5
Delo je odvisno samo od zacetnega in kon¢nega raztezka vzmeti in ga zapiSimo kot
razliko proZznostnih energij
Av = Vl/}?rl - %}’2-
Tu je

A, = SJzFVds = —Tksds =
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Wpr = ks’/2.
Proznostna energija za razliko od potencialne energije ni nedolocena do konstante in je
vedno vecja, ali enaka ni¢. Ni€ je enaka tedaj, ko vzmet ni deformirana.

Z upostevanjem proznostne energije zapiSemo izrek o kineticni energiji na
naslednji nacin:

"= Wio+ Wort Wyz) - (Wit + Wor + Wpyr).

Tu je A" delo vseh sil razen teze in proznostnih sil. V primeru, ko je A" enako ni¢ se
mehanska energija, ki je v tem primeru vsota kineti¢ne, potencialne in proznostne
energije, ohranja:
Wia + Wy + Wyo = Wiy + Wy + Wyt

Kot zgled vzemimo utez z maso m, ki jo pritrdimo na spodnji konec navpicno
obeSene vzmeti s koeficientom k. V zacetku drzimo utez v legi, v kateri vzmet ni
deformirana, nato pa jo spustimo. Vprasajmo se, kolikSna je hitrost utezi v legi, ki je za s

nizja od zacetne lege.
ne
o 2O

sl @
v
Ce zanemarimo zraéni upor, delujeta na ute le teza in sila vzmeti. Delo obeh sil
opiSemo s spremembo potencialne in proznostne energije. Delo A" je enako nic. Lega (1)
naj bo zacetna lega utezi, lega (2) pa spodnja lega. Nivo, od katerega merimo visino,
izberimo tako, da je v zgornji legi potencialna energija enaka ni¢. V zgornji legi so torej
kineti¢na, potencialna in proznostna energija enake nic. V spodnji legi je kineti¢na
energija mv*/2, potencialna energija —mgs in proznostna energija ks*/2. Ker se mehanska
energija ohranja, mora biti tudi v spodnji legi vsota kineti¢ne, potencialne in proznostne
energije enaka nic:
mv’/2 — mgs +ks’/2 = 0.
1z te enacbe izracunamo hitrost v kot funkcijo premika s:

v=1/2gs—£s2 .
m

1z te enacbe lahko nadalje izracunamo najnizjo lego (v=0) in lego, v kateri je hitrost utezi
najvecja (dv/ds = 0).

Za zakljucek poglavja obravnavajmo mo¢. Sila, ki jo na primer povzro¢a motor,
lahko opravi delo v daljSem ali krajSem ¢asu. Mocnejsi motor bo dvignil enako breme za
enako viSino v krajSem ¢asu kot Sibkejsi. Kaj je pravzaprav moc¢?

Moc¢ definiramo kot delo na enoto €asa:

P =dA/dt.
Ce je mo¢ stalna jo lahko zapisemo tudi kot P = A/¢. Enota za mo¢ je watt (W),
W = Js! = kgm®s™. Iz gornje zveze sledi, da je delo enako
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A= Pdt.
Delo, predvsem elektri¢no, pogosto podajamo v kilovatnih urah (kWh).
V mehaniki je mo¢, ki jo prejema telo, na katerega deluje sila F', enaka

p= dA . FdS 17“17

T dr di

Mok je lahko pozitivna, ali negativna. Ce se prijemali$ée sile giblje v smeri sile, je mo¢
pozitivna in telo prejema delo. Ce se prijemaliiée sile giblje v nasprotni smeri sile, je mog¢
negativna in telo oddaja delo. V primeru, ko prijemalisce sile miruje, sila ne opravlja
nobenega dela in je mo¢ enaka nic.

Kot zgled izratunajmo moc, ki je potrebna, da breme z maso 1000kg dvigamo s
hitrostjo 1m/s.

Sila F, ki deluje na pritrdisce, je pri enakomernem dviganju enaka tezi, ki je
priblizno 10* N. Potrebna mo& je P = Fv = 10 kW. V resnici mora biti mo¢ motorja vedja,
saj noben motor nima 100% izkoristka. .

IZREK O GIBALNI KOLICINI

Obravnavali bomo toc¢kast delec in sistem tockastih delcev ter trke med njimi. Najprej
integrirajmo drugi Newtonov zakon po Casu:

— —

Iﬁdtz.[m%dt:Imdﬁzmﬁ(tz)—mﬁ(tl)zmﬁz—m171 =G,-G,.

Zvezo imenujemo izrek o gibalni koliCini. Integralu na levi strani pravimo sunek sile. Ce
je sil vec, se sunki sil vektorsko sestejejo. Produkt mase in hitrosti, mv , ozna¢imo s ¢rko

Gin imenujemo gibalna koli¢ina. Sunek sile je torej enak spremembi gibalne kolicine.
Enacba je vektorska. Ce je sunek sil v neki smeri enak ni¢, se v tej smeri gibalna koli¢ina
telesa ne spremeni.

Iz diferencialne oblike izreka o gibalni koli&ini Fdr = dG
dobimo malo drugacen zapis 2. Newtonovega zakona
P dG _ d(mv)

dt dt
Ce je masa konstantna, je desna stran enacbe enaka md . Gornja zveza velja tudi v
posebni teoriji relativnosti, ko masa ni konstantna.

Oglejmo si preprost zgled. Na telo z maso m, ki v zacetku miruje, zacne ob Casu
ni¢ delovati Gasovno odvisna sila F(t) = Foe". Kaksna je odvisnost hitrosti telesa od
Casa?

Hitrost telesa se spreminja v smeri sile. V tej smeri velja
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mv(t) = .[th =Fr(l- er).
0

Hitrost telesa se torej s ¢asovno konstanto t eksponentno priblizuje vrednosti Fyt/m.
Oglejmo si Se en primer. Vzemimo, da z viSine h sko¢imo na tla. Ustavljanje na
tleh naj traja Cas At. Kolik$no povprecno silo podlage obcutimo med ustavljanjem?

Preden smo se dotaknili tal je nasa hitrost narasla na vrednost vo = /2gh . Med

ustavljanjem pade hitrost z vrednosti vy na ni¢ v asu At. Med ustavljanjem delujeta na
nas dve sili: pravokotna sila podlage F, navpi¢no navzgor in teZa navpic¢no navzdol. Ce za
pozitivno smer gibanja vzamemo smer navpicno navzdol, je sprememba gibalne koli¢ine

At
enaka —mvy, sunek sile pa mgAt - j F dt = mgAt — F,At. Povpreéno silo podlage, F,,
0

At

smo definirali kot Fp = J-F dt . Predpostavili smo namre¢, da sila podlage ni povsem
0
neodvisna od Casa. Izrek o gibalni koli¢ini pove, da je povprecna sila podlage enaka
= my,
F =mg+—".
P =METIN

Pri skoku z viSine 2 m in ¢asu ustavljanja 0.2 s je povprecna sila podlage enaka 4.2 mg.

Obravnavajmo sistem tockastih teles. Sile, ki delujejo v sistemu tockastih teles
razdelimo na zunanje in notranje sile. Zunanje sile povzrocajo telesa iz okolice, notranje
sile pa so sile med telesi iz sistema.

Lotimo se najprej najpreprostejSega sistema dveh teles. Na prvo telo z maso m;

naj deluje zunanja sila 17“1 in notranja sila 1521 . Na drugo telo z maso m; naj deluje zunanja

sila F, in notranja sila F, .

Zapisimo izrek o gibalni koli¢ini za obe telesi v Casovnem intervalu od ¢asa t; do ¢asa t,:
5]
_[(Fl + Fy)dt = my, (1) -my, (1)

4

I(ﬁz + Fiz)dt =m,V,(t,) —m,v, (1))

Enacbi seStejmo pa dobimo

f (B + Fy)dt = (my5,(6,) + my¥, (1)) ~(my3i () + my¥, (1)) = G(1,) = G(1)).

14
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ZG= mv, + m,v, smo oznacili gibalno koli¢ino sistema. UpoStevali smo, da velja tretji
Newtonov zakon in da je zato F,= —F,,, sunka notranjih sil pa se odstejeta. Gornja

enacba pove, da na gibalno koli¢ino sistema vplivajo samo zunanje sile. Notranje sile
sicer vplivajo na gibalne koli¢ine posameznih teles, ne vplivajo pa na gibalno koli¢ino
sistema. Mi smo zaenkrat obravnavali samo preprost sistem dveh teles. Ce je v sistemu
vec teles osnovne ugotovitve ostanejo. Gibalno koli¢ino sistema definiramo kot
vektorsko vsoto gibalnih koli€in posameznih teles. Na gibalno koli¢ino sistema vplivajo
samo zunanje sile, sunki notranjih sil pa se paroma odstejejo. Ce zunanjih sil ni, ali &e je
sunek zunanjih sil enak ni¢, se gibalna koli¢ina sistema teles ohranja. To imenujemo
zakon o ohranitvi gibalne koli¢ine. Velja tudi, da ¢e je sunek zunanjih sil v dani smeri
enak nic, se projekcija gibalne koliCine sistema na to smer ohranja.

Poglejmo Se, kako je z izrekom o kineti¢ni energiji v sistemu tockastih teles.
Kineti¢no energijo sistema definiramo kot vsoto kineti¢nih energij posameznih teles.
Delo sil je enako delu zunanjih in notranjih sil. Oglejmo si delo notranjih sil na primeru
para notranjih sil med telesoma 1 in 2. Delo notranjih sil dA; pri majhnem premiku teles
je enako

dA, = led§1 + E2d§2 = Fiz(d§z —ds,).
Ce zapiSemo ds, = ds, + ds predstavlja d5 premik drugega telesa glede na prvo. Delo

notranje sile je enako d4, = E2d§ .Ce je notranja sila centralna, kar pomeni, da ima smer

zveznice med telesoma, je delo notranjih sil enako nic, ko se razdalja med telesoma ne
spremeni. To pa pomeni, da je sistem dveh teles tog. Lahko se le suka. Elektri¢na sila, ki
je odgovorna za strukturo snovi je centralna sila. Podobno sklepanje, kot v primeru dveh
tockastih teles, velja tudi v primeru vecjega Stevila teles. Ko je sistem tog, kar pomeni, da
se razdalje med telesi ne spreminjajo, je delo notranjih sil enako nic. Tog sistem toCkastih
teles imenujemo togo telo.

Vrnimo se k izreku o gibalni koli¢ini. Oglejmo si popolnoma neprozen trk dveh
teles v eni razseznosti, pri katerem se gibajoce telo z maso m; in hitrostjo vy zaleti v
mirujoce telo z maso my, Telesi se sprimeta in se po trku gibljeta skupaj s hitrostjo v.

Med trkom deluje samo notranja sila med telesoma, zato se gibalna koli¢ina
ohranja. Zacetna gibalna koli¢ina m;vo mora biti enaka gibalni koli¢ini po trku (m;+m;)v.
1z tega izracunamo hitrost v:
V= le()/(l’l’l1+m2).
Ce sta masi enaki, je kon¢na hitrost ravno polovica zaéetne. Poglejmo $e, kako je s
kineti¢no energijo. Kinetiéna energija pred trkom je enaka Wy = m;vo*/2. Po trku je
kineti¢na energija enaka Wy = (m1+m2)V2/2 = [m;/(m;+m;)|Wyo. Kineti¢na energija
sistema torej pade za faktor m;/(m;+m;), kar je posledica dela notranje sile med trkom.

Kot nasprotje si oglejmo popolnoma prozen trk dveh teles v eni razseznosti.
Podobno kot prej telo z maso m; in hitrostjo v tr¢i v mirujoce telo z maso m,. Drugo telo
se po trku giblje v isti smeri, kot se je pred trkom gibalo prvo s hitrostjo v,. V kateri
smeri se po trku giblje prvo telo in s kolik$no hitrostjo (vi)ne vemo. Izku$nja nas uci da,
ko tezje telo tréi v lazje, se po trku obe telesi gibljeta v isti smeri. Ko lazje telo tr¢i v
tezje, se odbije in se po trku giblje v nasprotni smeri kot pred trkom. Pri tem popolnoma
elasticnem trku se ohranja gibalna koli¢ina in kineti¢na energija:
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my, +m,v, =my,

2 2 2
mv n my, _my, -

2 2 2
Iz teh dveh enacb izra¢unamo hitrosti v; in vo:
m, —m, . 2m,
v =——=V, m v,=——yv,.
m, +m, m, +m,

Ce tréita telesi z enakima masama, prvo telo po trku obmiruje, drugo telo pa se giblje v
isti smeri in z enako hitrostjo, kot se je pred trkom premikalo prvo. Tedaj je tudi prenos
kineti¢ne energije s prvega na drugo telo najvecji.

V splosnem trki niso niti idealno prozni, niti popolnoma neprozni. V vsakem
primeru se ohranja gibalna koliCina.

Oglejmo si §e, kako je s trki v dveh razseznostih. Ce sta se pred trkom telesi gibali
po isti premici, ali pa je eno telo mirovalo in je trk centralen, se po trku telesi Se vedno
gibljeta po isti premici in ga lahko obravnavamo kot trk v eni razseznosti. Za zgled
obravnavajmo naslednji primer.

Na vodoravni hrapavi podlagi telo z maso 1 kg centralno tr¢i v mirujoce telo z
maso 2 kg. Tik pred trkom je hitrost lazjega telesa 4 m/s, tik po trku pa je hitrost tezjega
telesa 2.5 m/s. Koli¢nik trenja je za obe telesi enak 0.1. Kako dale¢ narazen sta telesi, ko
se ustavita?

Vzemimo, da ozna¢imo hitrost prvega telesa pred trkom z vy po trku pa z v;.
Hitrost drugega telesa po trku oznac¢imo z v,. Pri trku se ohranja gibalna koli¢ina, zato je
mivy =m;v; tmpvs.
1z te enacbe izra¢unamo hitrost vi: v; = vy — (my/m;)v, = -1 m/s. Prvo telo se odbije od
drugega in giblje v nasprotni smeri s hitrostjo 1 m/s. Pot, ki jo naredi prvo telo po trku, je
enaka s; = V12/2gkt = 0.5 m, drugo telo pa naredi pot s; = V22/2gkt =3.13m. Ko se telesi
ustavita je med njima razdalja enaka s; + s, = 3.63 m.

V primeru ko trk v dveh razseznostih ni centralen, je treba upoStevati, da se
Vly, Vax 1N Vay. 1z zakona o ohranitvi gibalne koli¢ine dobimo dve enacbi. Se dve enacbi
povezani s smerjo gibanja po trku ali kineti¢no energijo sta potrebni, da lahko
izraCunamo neznani hitrosti.

Oglejmo si, kako lahko centralni trk gibajoCega telesa z maso m; in hitrostjo vo v
mirujoce telo z maso m; opiSemo iz gibajocega opazovalnega sistema. Predpostavljamo
seveda, da sta oba opazovalna sistema inercialna in, da zakon o ohranitvi gibalne koli¢ine
in zakon o ohranitvi kineti¢ne energije (pri popolnoma proznem trku) veljata v obeh
inercialnih sistemih. Vzemimo, da se gibajoci koordinatni sistem giblje v isti smeri, kot
se v »originalnem« opazovalnem sistemu giblje prvo telo, s hitrostjo v. V tem
opazovalnem sistemu je pred trkom hitrost prvega telesa enaka (vo — v), hitrost drugega
telesa pa —v. Skupna gibalna koli¢ina obeh teles je enaka m;(vo-v)-m,v. Posebej zanimiv

Vv W

A%

sistem, ki se giblje s hitrostjo v = m;vy/(m;+m;). V tem —teziS¢nem- opazovalnem
sistemu je hitrost prvega telesa enaka vom,/(m;+m,), hitrost drugega telesa pa
—vom,;/(m;+my). Ce je trk popolnoma neelasticen, se telesi po trku sprimeta in sprimek v
teziS¢nem sistemu obmiruje, V primeru, ko je trk popolnoma elasticen, je v teziS¢nem
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sistemu hitrost prvega telesa po trku enako velika in nasprotna hitrosti tega telesa pred
trkom: v; = -vomy/(m;+m;). Enako velja za hitrost drugega telesa v,, v, = vom;/(m;+m).

Z izrekom o gibalni koli¢ini lahko obravnavamo tudi silo curka. Vzemimo, da
curek kapljevine s presekom S, ki se s hitrostjo vy giblje proti mirujoci steni, zadeva
steno in ob njej zdrsi na tla.

V cCasu At trci ob steno kapljevina z maso Am = pSvoAt. Pri tem se ji hitrost v smeri
gibanja po velikosti spremeni za vy. Sprememba gibalne koli¢ine kapljevine je AG =
Amvy = pSvy’ At, povzrodi pa jo sila stene. Enako velika in nasprotna je sila kapljevine na
steno, ki je enaka F = AG/At = pSv,°. V primeru, ko je stena tako oblikovana da se
kapljevina odbije od nje s hitrostjo vy, se sila poveca:

F = pSvo(vp+v;). Delo te sile je seveda enako nic, saj se prijemalisce sile ne premika. V
primeru, ko se stena premika v smeri gibanja curka s hitrostjo v, se spremeni masa
kapljevine Am, ki v ¢asu At zadene steno. Ker se kapljevina giblje proti steni s hitrostjo
Vo —V, je Am = pS(vp-v)At. Tudi sprememba hitrosti je enaka vy —v, ¢e predpostavimo, da
kapljevina zdrsi ob steni na tla. Sprememba gibalne koli¢ine AG kapljevine v Casu At je
enaka pS(vo-v)?At. Sila na steno je torej F = AG/At = pS(vg-v)’, mog pa je v tem primeru
P=Fv= pS(vo-v)zv. Moc je enaka ni¢, ko stena miruje in ko se stena giblje s hitrostjo
curka. Najvecjo mo¢ dobimo, ko je v = v¢/3.

Z izrekom o gibalni koli¢ini lahko pojasnimo tudi raketni pogon. Vzemimo, da iz
rakete izhaja gorivo s hitrostjo vy glede na raketo. Masni tok Am/At goriva naj bo enak
®,,. Obravnavajmo ¢asovni interval med ¢asom t in ¢asom t + dt. . Na zaCetku asovnega
intervala je hitrost rakete z maso m; in goriva z maso m, - @t enaka v . Na koncu
casovnega intervala je hitrost rakete s preostankom goriva enaka v + dv, hitrost goriva, ki
je v Casu dt zapustilo raketo pa je enaka v — v¢. Ker ni zunanjih sil, se ohranja gibalna
koli¢ina:

(m, + mg - @pt)v = (M, + mg - Opt-Dydt) (v+dv) + D,dt(v-vy),
ali

Dydtvg = (m, + mg- Dyt)dv

Z resitvijo

m, +m,

v=y,In—=—.
m,+m, — D¢
m, +m

Ko je porabljeno vse gorivo, je hitrost rakete enaka v = v, In———= . Ta hitrost lahko
m

”

preseze hitrost goriva vy.
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SISTEM TOCKASTIH TELES IN TOGO TELO, TEZISCE

Pod izrazom sistem tockastih teles razumemo vecje Stevilo toCkastih teles, na
katere delujejo zunanje sile, znotraj sistema pa delujejo tudi notranje sile. Kot Ze
povedano je gibalna koli¢ina sistema enaka vsoti gibalnih koli¢in posameznih teles

G= Zmlﬁi.
i=1
Na gibalno koli¢ino sistema vplivajo samo zunanje sile. Ce teh ni, se gibalna koli¢ina

sistema ohranja.
Kineti¢na energija sistema je enaka vsoti kineti¢nih energij posameznih teles:

n 2
my.
j— 11
W, = 2 Ty
i=1

Na kineti¢no energijo sistema notranje sile ne vplivajo, Ce je sistem tog, kar pomeni, da
se razdalje med posameznimi telesi ne spreminjajo.

Pomembno vlogo pri Studiju mehanike sistema tockastih teles pa tudi togega
sistem, v katerem je gibalna koli¢ina sistema enaka ni¢. Tezi$Ce sistema tockastih teles
definiramo na naslednji nacin. Naj bo m; masa i-tega telesa, 7. pa njegov krajevni vektor

glede na izbrano izhodisce. Krajevni vektor tezisca, 7, glede na izbrano izhodisce je

n
2 mi
_ =l

= =

n

1 n
— 2 mii. (1)
m m -
i
i=1
Z m smo oznacili maso sistema. V izhodi$¢e postavimo pravokotni koordinatni sistem.
Odmik tezisca od izhodis¢a v smeri osi X, X, je enak
1 n
Xp=— Z m.x;.
mi
Podobno izratunamo tudi koordinati tezis¢a yr in zr.

Pogosto nam vseh treh koordinat tezisca ni treba izraCunati. Pomagamo si s
simetrijo. TeziSCe sistema dveh teles z enakima masama je na sredi med njima. Ce leze
vsa telesa na premici je tudi teziS¢e na premici, ¢e pa leze telesa v ravnini, je tudi tezisce
v ravnini. Ce obstoja v sistemu dvoitevna os, okoli katere lahko sistem zasukamo za 180°
in se pri tem porazdelitev mas ne spremeni, je teziSCe na tej osi...

Poglejmo, koliksna je hitrost teziS¢a v,. Enacbo (1) odvajajmo po Casu:
S IR
V, =— E my,
A m P i

Kot vidimo iz te enacbe, je gibalna koliCina sistema tockastih teles kar enaka G= my,.
Gibalna koli¢ina sistema glede na teziSce je enaka ni¢, ker je tedaj v, = 0.
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Hitrost tezi$¢a Se enkrat odvajajmo po ¢asu, da dobimo pospesek tezisca a, . Ta je

Clene vsote m;,a, smo izrazili z drugim Newtonovim zakonom. Pri seStevanju sil so se

notranje sile paroma odstele. Ostale so le zunanje sile Iik . Stevilo teh sil smo oznagili s
p- Dobili smo izrek o gibanju teziSca, ki pravi, da je vsota vseh zunanjih sil, ki delujejo na
sistem tockastih teles, enaka produktu mase sistema in pospeska tezisca.

Potencialna energija sistema W, je enaka vsoti
Wp = Zmigzi =mgz, .

i=1

Enaka je torej produktu teZe sistema in viSine tezisca.

Oglejmo si kineti¢no energijo sistema toCkastih teles. Krajevni vektor telesa i
glede na izbrano izhodi$¢e 7, zapiSimo kot vsoto krajevnega vektorja tezisca 7, in

krajevnega vektorja i-tega telesa glede na teziSce, ki ga ozna¢imo z p;:
=1+ P
Enacbo odvajamo po ¢asu pa dobimo
V, =V, +U,.
Tu je u, hitrost i-tega telesa glede na tezisce. Kineti¢na energija sistema je - gledano iz
izbranega izhodis¢a — enaka

n n

_ 1 oo 1 2 1 2

W, = ZE’”MV,' =5smv; + Zimiui .

i=1

i=1

Dva ¢lena, ki vsebujeta produkte #,v, sta enaka ni¢, ker je Zml.ﬁl. = 0. Ostaneta torej le
i=1
dva Clena. Prvi €len v izrazu za kineti¢no energijo predstavlja kineti¢no energijo gibanja
teziS¢a, drugi pa kineti¢no energijo gibanja teles glede na tezisce.
Togo telo si lahko predstavljamo kot tog sistem mnozice tockastih teles. Vse
ugotovitve, do katerih smo prisli v zacetku tega poglavja, veljajo tudi za togo telo.

Ko racunamo tezis¢e togega telesa ne ra¢unamo s tockastimi masami, ampak z

zvezno porazdeljeno maso. Krajevni vektor tezisca je tedaj enak

IO
v, =—|rdm.
=]
Kot ze vemo, lahko vektorsko enacbo zapiSemo kot tri skalarne enacbe
X, =ijxdm, Vr :ljya’m, z, :ij‘zdm.
m m m

Tu je m masa telesa, 7 = (x, y,z) pa krajevni vektor delcka telesa z maso dm.

Kot zgled poiscimo tezis¢e homogenega stozca s polmerom osnovne ploskve R in
z visino h.
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Stozec je osno simetricno telo. Ce ga okrog njegove osi zasukamo za poljuben

kot, ostane enak, kot je bil pred zasukom. Zato mora tezis¢e lezati na osi stozca. Os X naj
poteka po osi stoZca, izhodis¢e pa postavimo v vrh stozca. IS¢emo koordinato xt. Ta je
enaka

X = %J-xdm.

Mislimo si, da je stoZec sestavljen iz tankih rezin, ki so pravokotne na os x. Rezina
stozca, katere oddaljenost od izhodiS¢a v smeri osi x je med x in x+dx je tanka okrogla
plod¢a s polmerom r = xR/h in z debelino dx. Njena masa dm je enaka dm = prr’dx.

%R
Nji x

Tu je p gostota stozca. Masa stoZca je enaka m = prtR”h/3. Koordinata xt je enaka

h
X, = iJ-)c3a’x =3h
T h3 47"
0

Tezis¢e homogenega stozca lezi torej na osi in je od osnovne ploskve oddaljeno za
cetrtino visine.

Tanko kovinsko palico zvijemo v obliko polkroga s polmerom R. Kje je tezis¢e?

X
X;1 R
¢
0

Tezis¢e lezi na zveznici med sredis¢em, kroga in sredino palice. Ce namreé¢ okrog te
zveznice zasukamo palico za 180° je porazdelitev mase enaka, kot je bila pred zasukom,
kar pomeni, da mora biti teZi§¢e na istem mestu. Ce bi lezalo teZi$&e izven omenjene
zveznice, bi se pri tem zasuku premaknilo, zato lezi na zveznici.

Os x usmerimo v smeri zveznice med srediS¢em kroga in sredino palice, izhodisce pa

postavimo v sredisce kroga. IS¢emo torej x. Uporabimo polarne koordinate. Kot ¢ se
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spreminja med 0 in . Masa dm, ki ustreza intervalu kota med ¢ in @+d¢ je enaka mdo/m.
Oddaljenost mase dm od izhodis¢a vzdolZ osi x je enaka Rsing. Koordinata xt je enaka

1 R . 2R

X, =—jxdm:—js1n¢d¢:—.
m T T

V tem primeru lezi teziS¢e izven telesa.

Poglejmo Se, kako pois¢emo tezisce telesa, za katero si lahko mislimo, da je

sestavljeno iz delov, katerih tezi§¢a poznamo. Oznacimo te dele z (1), (2),..(n). Krajevni
vektor teziS¢a je enak

O 1= - - 1, - -
vy =—Irdm =— jrdm+ Irdm-i—...—i— jrdm :—(mer1 + m,ry, +...+mann).
n 1 ) (n n

Integral po celem telesu smo zapisali kot vsoto integralov po posameznih delih. Z m; smo
oznacili maso, z 7, pa krajevni vektor teziS¢a dela (1) itd. S to enacbo lahko pois¢emo
lego teziS¢a sestavljenega telesa, ali pa, e tega poznamo, tezisce kakega dela.

Vzemimo, da v tanko homogeno okroglo plos¢o s polmerom R izvrtamo okroglo
odprtino s polmerom r. Oddaljenost sredis¢a odprtine od srediS¢a plosce je enaka d. Kje
je tezis¢e plosce z luknjo?

Vv W

Tezis¢e ploSce z luknjo lezi na zveznici srediS¢a plosce in srediSca izrezane
odprtine. Usmerimo torej v tej smeri os X, izhodisce pa postavimo v sredisce plosce.
Sestavljeno telo naj bo polna plos¢a z maso m in z xr = 0. Telo (1) naj bo plosca s
polmerom r, ki smo jo izrezali. Njena masa je enaka m; = m(1/R)?, koordinata teZis¢a pa
x11 = d. Telo (2) je ploi¢a z luknjo. Njena masa je m, = m(1 — (1/R)?), koordinato teziica
X2 pa i§¢emo. Gornja enacba projicirana na os X je potem
0 = (r/R)*d+(I — (r/R)*)x1>.

Odmik tezisca od sredine plosce je torej

xp =-rd/(R =)

v smeri, ki je nasprotna od lege odprtine. Smiselnost dobljenega izraza preverimo v
preprostih situacijah. Recimo, da luknje sploh nismo zvrtali. Tedaj je =0 in teziSce
ostane na sredi plosce, kar se sklada z izrazom. Druga moZznost je, da izvrtamo odprtino
na sredi plosce (d=0). Tudi v tem primeru ostane tezis¢e na sredi plosce, kar se ujema z
rezultatom racuna.

Za konec preverimo, da je lega teziS¢a neodvisna od izbire izhodis¢a. Samo v tem

primeru je smiselno govoriti o teziS¢u kot neki posebni tocki. Ra¢unamo s sistemom
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tockastih teles. Vzemimo dve izhodis¢i O in O'. Krajevna vektorja z obeh izhodis¢ do i-
tega telesa ozna¢imo z 7. in 7;', zveza med njima pa je: 7.'=s + 7. Tu je s vektor od
izhodis¢a O' do izhodisca O. Izracunajmo krajevni vektor tezis¢a 7' glede na izhodisce
o"

1 < 1 <
r'= —Zm,.ﬁ':—ZmiG +7)=5+7;.

m'i m'io
Ta zveza pove, da dolocata 7, in 7;.'isto teziSCe in, da je lega tezis¢a res neodvisna od
izbire izhodis¢a.

NAVOR, NAVOR TEZE, STATIKA

Pri togem telesu ni vseeno, kje prijemlje sila. Oglejmo si nasledn;ji preprost
primer. Vzemimo togo palico, ki je vrtljiva okrog vodoravne osi skozi sredi$¢e. Na en
konec palice obesimo utez. Poskusimo z dinamometrom na drugi strani osi uravnoteziti
palico tako, da bo mirovala v vodoravni legi.

r
>

-

m

Sila dinamometra naj kaze navpi¢no navzdol. Meritev pokaze, da je potrebna sila tem
vecja, ¢im blize osi uporabimo dinamometer. Kvantitativna meritev pokaze, da je produkt
sile dinamometra in oddaljenosti prijemali§¢a sile od osi (ro¢ice) konstanten. Ce pri isti
ro€ici spremenimo smer sile se pokaze, da je za uravnoteZenje palice potrebna vecja sila,
a projekcija te sile na smer, ki je pravokotna na ro€ico, ostaja enaka. Tisto, kar je
pomembno za uravnotezenje palice je torej produkt ro€ice in projekcije sile na smer, ki je
pravokotna na rocico, torej rodica krat sila krat sinus vmesnega kota ¢. Ce definiramo
vektor roCice 7 kot vektor od osi do prijemalisca sile je rFsing ravno velikost
vektorskega produkta 7 x F . Koli¢ino o kateri smo govorili imenujemo navor in jo
ozna¢imo s érko M . Navor je definiran kot

M =FxF.

Velikost navora je enaka rFsing, pri ¢emer je ¢ kot med vektorjema 7 in F . Smer navora
dobimo na primer s pravilom desnega vijaka. Postavimo oba vektorja v skupno izhodisce
in poglejmo, kam bi se premaknil desni vijak, e bi ga zasukali iz smeri prvega vektorja
proti smeri drugega vektorja. Smer, v katero bi se premaknil vijak, je smer vektorskega

produkta, torej v naSem primeru smer navora M . Vektorski produkt vektorjev 7 in F
lahko zapiSemo tudi v obliki determinante:

—

i j ok
M =|x y oz
F. F, F
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Tuso 7,/ in k enotni vektorji vzdolz osi koordinatnega sistema X, y in z, druga in tretja

vrstica pa sta sestavljeni iz projekcij vektorjev 7 in F' na osi koordinatnega sistema.

Kot smo videli je navor koli¢ina, ki ima pomembno vlogo pri vrtenju.

Poglejmo najprej kolikSen je navor teze. Teza je prostorsko porazdeljena sila. Pri
raCunanju navora je treba upostevati, da prijemlje v vsaki tocki telesa. Na del telesa z
maso dm in krajevnim vektorjem 7 deluje teza dmg . Navor teze je enak

am ¢ =7 xdmg =rdmx g.Navor teZe na celo telo, M ¢»Jj€ enak integralu

Mg :J-dexg':Ude)xg:m?Txg':FTxmg.

Navor teze je tak , kot da cela teza prijemlje v teziScu. Ker nas v mehaniki zanimata samo

teZa in njen navor, bomo pri vseh racunih predpostavili, da teza prijemlje v teziScu telesa.
Zanimiv je tudi navor dvojice sil. To sta dve enako veliki nasproti usmerjeni sili F

in -F, ki lezita na vzporednih premicah v razdalji s. Navor je ne glede na izhodisce po
velikosti enak sF, kaze pa v smeri, ki je pravokotna na ravnino, v kateri lezita premici.

—

F

ry
-

N

SM S

<
-F
Kaksni so pogoji za mirovanje togega telesa? Izrek o gibanju tezisca pove, da je
produkt mase telesa in pospeska tezii¢a enak vsoti zunanjih sil. Ce teZi§¢e telesa miruje,
je vsota zunanjih sil enaka ni€. A to Se ni dovolj za mirovanje telesa. Telo se lahko vrti
okrog tezisca. Kot bomo pozneje pokazali je vrtenje okrog teziS¢a enakomerno, ali pa ga
ni, &e je vsota navorov glede na tezis¢e enaka ni¢. Ce telo miruje se ne vrti okrog tezis¢a,
zato mora biti tudi vsota navorov glede na tezis¢e enaka ni¢. A ta pogoj ni tako strog. Ce
je namre¢ vsota sil enaka ni€ in vsota navorov glede na teziS¢e enaka nic, je tudi vsota
navorov glede na katerokoli drugo tocko enaka nic.

Naj bo 7, vektor od teziSca telesa do prijemalisca sile 131 Vektor od poljubnega
izhodis¢a O do prijemalisca sile ﬁ: pa naj bo enak 7., pri cemer je 7. =7, + . Vektor s
je vektor od izhodisca O do tezis€a. Vsota navorov glede na izhodisce O je enaka

ZEXF;:Z(Fri"'g)xé:Z’jriXF;"'ZgXF;:ZFTiXE"'gXZF;-
i i i i i i

Prvi Clen predstavlja vsoto navorov glede na teziSce in je enak ni¢. Drugi ¢len je
vektorski produkt vektorja s z vsoto sil. Ker je vsota sil enaka ni¢ je tudi ta ¢len enak nic.
Vsota navorov glede na poljubno tocko je torej enaka nic.

Pogoja za mirovanje togega telesa sta naslednja:

- Vsota sil je enaka ni€.

- Vsota navorov glede na poljubno tocko je enaka nic.
»Poljubno tocko« si bomo, ¢e bo le mogoce, izbrali tako, da bo navor kake sile, ki nas ne
zanima, odpadel.

Oglejmo si nekaj primerov.
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Desko z maso m in dolZzino | podpremo na enem krajis¢u in v razdalji a od
drugega krajis¢a tako, da lezi vodoravno. Koliksni sta sili v podporah?

ey li

F

Sili v podporah imenujmo F, in F,. Sila F; kaZe navpi¢no navzgor in prijemlje na
koncu deske. Sila F, kaze navpi¢no navzgor in prijemlje v razdalji a od drugega konca
deske. Za tezo bomo, kot Ze receno, predpostavili, da prijemlje v teziscu. Izberimo
najprej izhodis¢e O v prijemaliscu sile F. Glede na to tocko delujeta dva navora: navor
sile F, in navor teZe. Navora sta nasproti usmerjena, po velikosti pa morate biti enaka:

/
F,(I-a)= ng.

mgl
2(l-a)
Pri racunanju sile F; predpostavimo, da je izhodis¢e O v prijemaliscu sile F. [z
ravnovesja navorov dobimo

F(l-a)= mg(é — aj.

Sila F’; je torej enaka F, =

Sila F; je torej enaka F| = M.

2(l-a)
Pri ra¢unu enacbe za ravnovesje sil eksplicitno sploh nismo uporabili. Smo jo pa
uporabili implicitno, saj smo racunali vsoto navorov glede na dve poljubni tocki. V
resnici je ta enacba izpolnjena, saj je F; + F, = mg.

Drog dolzine | in mase m naj bo vrtljiv okrog vodoravne osi tik ob steni. Drug

konec droga je z vrvjo pritrjen ob steno. Vrv je vodoravna, drog pa oklepa z navpicnico
kot .. IzraCunajmo s kolik$no silo je napeta vrv in kolik$na je sila v lezaju.

y E
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Drog je telo, ki miruje. Nanj delujejo sila vrvi, sila v lezaju in teza. Izra¢unajmo
najprej s koliks$no silo je napeta vrv. Postavimo izhodis¢e v os. Glede na to tocko delujeta
dva navora: navor teze droga in navor sile vrvi F,. Navora sta po smeri nasprotna, po
velikosti pa enaka:

mgésina =Flcosa.

mg

Sila vrvi je torej enaka F, = Ttga.

Izracunajmo Se silo v lezaju. Kam kaze ta sila ne vemo, zato bomo izracunali njeno
projekcijo na vodoravno smer in njeno projekcijo na navpicno smer. UpoStevali bomo, da
je vektorska vsota sil, ki delujejo na drog, enaka ni¢. V vodoravni smeri deluje v smeri
proti steni sila vrvi Fy, stran od stene pa projekcija sile v lezaju na to smer, Fjx. Ker sta sili
po velikosti enaki, je Fix = (mg/2)tga. V navpi¢ni smeri deluje v smeri navzdol teza
droga mg, v smeri navzgor pa projekcija teZe na to smer, Fyy. Ker sta sili enaki, je Fiy=
mg. Po velikosti je sila v lezaju F; enaka

Fan$+F;:%§J¢m§a,

tangens kota [ , ki ga sila v lezaju oklepa z navpicnico pa je enak:
F.
1gf =—r=z1gat

ly

10 m dolga lestev z maso 40 kg je prislonjena ob gladko steno tako, da oklepa s
steno kot 45°. Koeficient lepenja med lestvijo in podlago je 0.5. Kako dale¢ sme po lestvi
splezati ¢lovek z maso 70 kg, da lestev ne bo zdrsnila?

Telo, ki miruje, je lestev. Nanjo delujejo naslednje sile. Sila stene F,,' je usmerjena
pravokotno na steno in prijemlje na koncu lestve. Tezo lestve mg obravnavamo, kot da
prijemlje v tezisCu lestve, ki je na sredini. Teza plezalca m'g kaze navpi¢no navzdol in
prijemlje v razdalji x od spodnjega konca lestve. Na spodnjem koncu lestve deluje sila
podlage, ki jo razstavimo na dve sili: pravokotno silo podlage F, v smeri navpi¢no
navzgor in silo lepenja Fy, ki je vodoravna in kaze proti steni.

Vsota projekcij sil na vodoravno smer je enaka ni¢, kar pomenti, da je F; enaka Fy,'.

Vsota projekcij sil na navpi¢no smer je tudi enaka ni¢. To pa pomeni, da je pravokotna
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sila podlage F, enaka vsoti teZ mg + m'g. IzraCunajmo silo Fp' tako, da postavimo
izhodi$¢e za raCunanje navorov na spodnji konec lestve. Navora teze lestve in teze
plezalca imata isto smer, navor sile Fp' pa je usmerjen v nasprotni smeri. Ker so navori v
ravnovesju velja

, [ . .
F 'Icosa =mg—sina +m'gxsinQ.
b 2

Sila stene Fp' je torej enaka F,'= (g + m'?j gtga. Tej sili je enaka po velikosti sila

lepenja, ki prav tako narasca z naras¢ajocim x. Poi§¢imo tisto vrednost x, pri kateri bo
sila lepenja dosegla svojo maksimalno vrednost kiF, = ki(mg+m'g). Do tega pride, ko je

X= l[k,[l + ﬁjctgoc S } .
m' 2m'

Pri nagih podatkih je to pri x = 5m. Plezalec sme torej splezati do sredine lestve. Ce gre
vise, bo maksimalna sila lepenja premajhna, da bi obdrzala lestev v ravnovesju in lestev
zdrsne. Da do tega ne bi prislo je treba zmanjsati kot o.. 1z zadnje enacbe lahko
izraCunate, pri katerem maksimalnem kotu o bo plezalec lahko priplezal na vrh lestve (x

= 1).

Ravnovesje teles je lahko stabilno, labilno, ali indiferentno. Ilustrirajmo to na
primeru palice, ki je vrtljiva okrog vodoravne osi skozi tezis¢e. V katerokoli lego bomo
zasukali palico in jo spustili, vedno bo palica v legi obmirovala. Tako ravnovesje
imenujemo indiferentno. Zdaj pritrdimo na en konec palice utez in palico sunimo. Ko se
bo nihanje konc¢alo bo utez mirovala navpi¢no pod osjo. Tezis¢e telesa je navpic¢no pod
osjo. Ce palico izmaknemo iz ravnovesne lege, se bo vrnila v ravnovesno lego. Tako
ravnovesje imenujemo stabilno. Se ena ravnovesna orientacija palice z uteZjo je mozna.
To je orientacija pri kateri je uteZ (in tudi tezii¢e) navpi¢no nad osjo. Ce se potrudimo, bo
palica tudi pri tej orientaciji mirovala, a ¢e jo izmaknemo iz ravnovesne lege, se vanjo ne
bo vrnila. Tako ravnovesje imenujemo labilno.

VRTENJE TOGEGA TELESA OKROG STALNE OSI

Obravnavajmo v zacetku telo, ki je sestavljeno iz palice dolZine r in zanemarljive
mase, ki je prosto vrtljiva okoli enega krajis¢a. Na drug konec palice je pritrjeno majhno
telo mase m. Na to telo naj deluje sila F.

ml

Telo se lahko giblje v tangentni smeri. V tej smeri deluje nanj projekcija sile F na
tangentno smer, ki jo ozna¢imo s simbolom F;. Drugi Newtonov zakon pove, da je
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F,=ma.

Ker je gibanje telesa v resnici krozenje, je a pravzaprav tangentni pospesek, ki je enak ro.
Nadalje smo videli, da je pri kroZenju pomembna koli¢ina navor. Navor ra¢unamo glede
na os vrtenja. Produkt rF, predstavlja ravno projekcijo navora 7 x F na os vrtenja, ki jo
ozna¢imo z M. Gornjo enacbo prepiSemo v obliki

M), = mra.

Za to, da telo z maso m s kotnim pospeskom o krozi po krogu s polmerom r je torej
potreben navor mra vzdolz osi vrtenja.

KolikSen navor je potreben, da okoli stalne osi s kotnim pospeskom a krozi telo
poljubne oblike? Za vsak del telesa z maso dm, ki krozi v razdalji r od osi je potreben
navor dM;, dM; = r*adm. Za celo telo je potem navor enak
M, = U r*dm
Zvezo zapisemo v obliki
M =Ja,
pri Cemer se zavedamo, da predstavlja M projekcijo navorov vseh sil na os vrtenja.
Vztrajnostni moment J je podan kot
J= Irzdm ,
pri ¢emer je r pravokotna oddaljenost mase dm od osi vrtenja.

Preden bomo uporabili gornjo enacbo izracunajmo nekaj znacilnih vztrajnostnih
momentov. Najprej izraCunajmo vztrajnostni moment palice za vrtenje okrog enega
konca. Vzdolz palice usmerimo koordinatno os x. Z dm ozna¢imo maso tistega dela
palice, ki lezi med x in x+dx.

dm
| == |
0 | X

X x+dx

Enaka je dm = (m/l)dx, pri ¢emer je m masa palice, | pa njena dolzina. Oddaljenost od osi
je enaka x. Vztrajnostni moment palice je enak

Izracunajmo Se vztrajnostni moment palice za vrtenje okrog osi skozi sredis¢e. To lahko
storimo na dva nacina. Izhodisce prestavimo v srediSce palice. V gornjem integralu se
integracijski meji spremenita. Integriramo od —1/2 do 1/2. Lahko pa upoStevamo aditivnost
vztrajnostnega momenta in izraunamo vztrajnostni moment dveh palic dolzine 1/2 in
mase m/2 za vrtenje okrog konca. V obeh primerih dobimo vztrajnostni moment J =
ml*/12.

Telo, ki ga pogosto sreCamo je tanka valjasta cev z maso m in srednjim polmerom
r. Racunali bomo vztrajnostni moment za vrtenje okrog osi valja. Ker so vsi deli cevi v
razdalji r od osi vrtenja je vztrajnostni moment kar J = mr”.
V primeru homogenega valja s polmerom R si bomo mislili, da je sestavljen iz mnozice
tankih cevi. Cev, ki ima notranji polmer r in zunanji polmer r+dr ima vztrajnostni
moment r’dm, pri ¢emer je dm = m(27nrdr/ nR?). Clen v oklepaju predstavlja razmerje
prostornin tanke cevi in celega valja, ki ima maso m. Z integracijo po r od ni¢ do R
dobimo vztrajnostni moment valja, ki je enak J = mR%/2.
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Omenimo $e vztrajnostni moment krogle s polmerom r in maso m za vrtenje
okrog osi skozi sredis¢e. Enak je J = 2mr?/5.

Ce poznamo vztrajnostni moment telesa za vrtenje okrog osi skozi tezisce, Jr,
poznamo vztrajnostni moment J za vrtenje tega telesa okrog katerekoli vzporedne osi.
Steinerjev izrek pove, da je
J=Jr+ mx’.

Tu je m masa telesa, x pa razdalje med osema. Do Steinerjevega izreka pridemo na
naslednji na¢in. Oznac¢imo z O os skozi tezis¢e, z O pa vzporedno os. Vektor X naj v
pravokotni smeri poteka od katerekoli to¢ke na osi O do ustrezne tocke na osi Or.
Velikost vektorja X je razdalja med osema. Vektor 7 naj poteka v pravokotni smeri od
osi O do dela telesa z maso dm. Vektor 7, naj poteka v pravokotni smeri od osi Or do prej
omenjenega dela telesa z maso dm. Med vektorji velja zveza

F =71 +X.

Vztrajnostni moment J za vrtenje telesa okrog osi O je enak

J = [Fdm = 7 7dm+ 2| 57 .dm + [ ¥%dm.

Prvi integral je enak vztrajnostnemu momentu Jtza vrtenje telesa okrog osi skozi tezisce,
tretji integral je enak mx*, drugi integral pa je enak ni¢. Enak je namre¢ dvojni vrednosti
skalarnega produkta vektorja X z integralom

J-rrdm,

ta integral pa je enak produktu mase telesa in oddaljenosti teziS¢a od tezis¢a v ravnini, ki
je pravokotna na os vrtenja. Oddaljenost teziSca od tezisca je seveda enaka nic.
Uporabimo sedaj enacbo za vrtenje v dveh preprostih primerih.
Kolo z vretenom je vrtljivo okrog vodoravne osi in ima vztrajnostni moment J.
Okoli vretena s polmerom r je navita lahka vrvica, na kateri je obeSena utez z maso m.

J

K
I:v
m

mg
Ko utez spustimo zaéne ta pospeseno padati, kolo pa se zacne pospeseno vrteti. Najprej
poglejmo utez. Nanjo deluje teza navpicno navzdol in sila vrvice F, navpic¢no navzgor.
Drugi Newtonov zakon nam pove, da je
mg — F\, = ma.
Na vrtenje kolesa z vretenom vpliva navor sile vrvice Fyr. Velja
For=Jao.
Ce vrv ne drsi ob vretenu, za kar ponavadi poskrbimo z Zeblji¢kom, je pospesek uteZi kar
tangentni pospeSek na obodu vretena, kjer je vrv navita: a = ro.. Pospesek utezi je enak

Vrv pa je napeta s silo
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Kot drugi primer obravnavajmo vozicek mase m na zra¢ni klopi. Nanj je
privezana lahka vrv, na koncu katere je obeSena utez z maso m'. Vrv poteka preko Skripca
tako, da utez prosto visi. Predpostavimo, da se med gibanjem Skripec vrti skupaj z vrvico
tako, da vrvica ob skripcu ne drsi. Vztrajnostni moment Skripca naj bo J, polmer pa r.

AF
P ' '
F‘,‘ ‘Fv J
> < r
l 3
mg
F
v
m'g

Na utez delujeta teza in sila vrvi F,. Drugi Newtonov zakon pove, da je
m'g-F, = m'a. Na vozicek deluje v vodoravni smeri sila F,', ki je manj$a os sile F,. Del
sile F, oziroma njenega navora se namre¢ porabi za pospeSevanje Skripca. Drugi
Newtonov zakon za vozic¢ek pravi F,' = ma. Zapisati moramo Se enacbo za pospesevanje
Skripca. Ker sili F, in F,' prijemljeta v razdalji r od osi, je njun navor (F, — F,")r in ta je
enak Ja.. Zopet velja a = ra, saj vrv ne drsi ob Skripcu. Enacbe prepisemo takole:
m'g-F, =m'a
F,)=ma
F,—F,' = Ja/¥.
Enacbe sestejemo. Pri tem odpadeta sili Fy in F,' in kot edina neznanka ostane pospesek:

m'g
a= T
m+m +—2

r

Zdaj bolj natan¢no vidimo, kdaj §kripca ni treba upostevati. Razmerje J/r* mora biti
mnogo manjSe od mase vozicka m.

Drugi Newtonov zakon smo integrirali po poti in dobili izrek o kineti¢ni energiji.
Podobno lahko storimo tudi z enacbo za vrtenje okrog stalne osi. Pri vrtenju ustreza poti
kot. Zato integriramo po kotu. Vzemimo, da je na zacetku opazovanja kot, ki opiSe lego
telesa @;, kotna hitrost pa m;. Nekaj pozneje naj bo kot ¢, kotna hitrost pa ;.
Integrirajmo enacbo za vrtenje po kotu od kota ¢; do kota ¢,:

TMd —TJad —Tjdwd —TJa)da) _Joy _Joy
(o%(p%dt(pw] 2 2

P
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Na levi strani enacbe nastopa delo navora, na desni pa sprememba kineti¢ne energije. Da
je izraz Jw’/2 zares kineti¢na energija vrtenja lahko preverimo tako, da jo neposredno
izra¢unamo.

Hitrost dela telesa z maso dm, ki krozi v razdalji r od osi, je enaka wr, kineticna
energija pa (1/2)ow’r’dm. Kineti¢na energija celega telesa je enaka

W, = J-%a)zrzdm = %a)zj-rzdm = %sz_

Kot ze receno je delo navora enako

A:.[Md(p.

1z tega lahko izra¢unamo moc, ki je enaka
p=A_Mip_,p,
dt dt
Izrek o kineti¢ni energiji lahko uporabimo tudi za toga telesa, ki so vrtljiva okrog
stalne osi. Treba je le upostevati delo vseh sil in navorov, pri potencialni energiji pa

seveda visino tezi$ca.

Poskusimo z izrekom o kineti¢ni energiji izraunati primer s kolesom z vretenom,
okrog katerega je navita vrv, na kateri visi uteZ z maso m. Vzemimo, da v zacetku sistem
miruje. Ko se utez spusti za h, pade potencialna energija sistema za mgh, hkrati pa
kineti¢na energija zraste za mv*/2+Jw?/2. Zunanje sile razen teZe ne opravijo nobenega
dela, sila vrvi pa je notranja sila in, ker vrv ne drsi ob vretenu, je njeno celotno delo nic.
Zato se skupna energija sistema ohranja kar pomeni, da je

Tako hitrost bi dobili tudi iz zgornjega izraza za pospesek z upostevanjem zveze v?=2ah.

Kot naslednji primer obravnavajmo homogeno palico, ki je vrtljiva okrog
vodoravne osi skozi eno krajis¢e. Palico dvignemo v vodoravno lego, nato pa spustimo. S
kolik$no hitrostjo gre konec palice skozi najnizjo lego?

Predpostavimo, da v leZaju ni navora, zato se vsota kineti¢ne in potencialne
energije ohranja. V zacetni (vodoravni) legi je kineti¢na energija palice enaka nic.
Vzemimo, da je tedaj tudi potencialna energija palice enaka ni¢. V legi, v kateri je prost
konec palice najniZje, je kineti¢na energija palice Jo*/2, potencialna energija palice pa
—mg(1/2). Ker se mehanska energija ohranja velja
Jo'  mgl

2 2
Upostevajmo 3e, da je J=ml*/3 in da i§&emo hitrost konca palice, v=l pa dobimo

v=,/3gl.
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Obravnavajmo Se naslednje zglede.

Izracunajmo vztrajnostni moment tankega obroca in tanke plosce in valja za
vrtenje okrog precne osi skozi tezisce.

I [ ) =

dm

|
Lotimo se obroc¢a s polmerom R. Vpeljimo polarne koordinate in zaénimo meriti
kot na osi. Del obro¢a med kotoma ¢ in ¢+d¢$ ima maso dm = md¢/2n. Pri tem je m masa
obroca. Polmer kroZenja te mase je r = Rsin¢. Vztrajnostni moment obroca je enak

J= J. *dm = '[Rz sm ¢d¢—mR2

To enacbo uporablmo za racunanje vztrajnostnega momenta homogene tanke
plosce debeline d, mase m im polmera R. Mislimo si, da je ploS¢a sestavljena iz tankih
obrocev. Vzemimo tanek obro¢ z notranjim polmerom r in zunanjim polmerom r+dr.
Razmerje med maso tega obroca dm in maso plos¢e m je enako razmerju ploscin

(2nrdr/nR?). Vztrajnostni moment ploSc¢e je enak
R

J. ridm = J-—r3d mR
0 4

Izracunajmo Se vztrajnostni moment homogenega valja z maso m, dolzino 1 in
polmerom osnovne plosce R za vrtenje okrog pre¢ne osi skozi tezis¢e. Vzdolz osi valja
vpeljimo os z. Izhodis¢e naj bo v teziscu. Mislimo si, da je valj sestavljen iz tankih plos¢
debeline dz in polmera R. Tanka plos¢a ima maso dm = (m/l)dz, njen vztrajnostni
moment dJ pa je z upoStevanjem Steinerjevega izreka enak

2
dJ = R”dm +z°dm.
Vztrajnostni moment Valja je enak:
1/2 1/2 mRz mlz
J = j d + [ Zar =
—1/2 —1/2 l 4 12

Ce je valj tanek (R<<I), dobimo kar vztrajnostni moment palice, &e je pa zelo sploséen
(R>>1) pa vztrajnostni moment tanke krozne plosce.
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VRTILNA KOLICINA

Z integracijo drugega Newtonovega zakona po ¢asu smo dobili izrek o gibalni
koli¢ini. Ce integriramo enacbo za vrtenje po ¢asu dobimo izrek o vrtilni koli¢ini:

da) [2))
= a{de =Jo, - Jo, =T, -T,.

Na levi strani enacbe nastopa sunek navora, z I' pa smo oznacili vrtilno koli¢ino, ki je pri
vrtenju okrog stalne osi enaka I' = Jo.

Navor je vektorska koli¢ina. Prav tako lahko pripiSemo vektorski znacaj tudi kotu,
kotni hitrosti, kotnemu pospesku in vrtilni koli¢ini. Smer vektorja kota dobimo s
pravilom desnega vijaka. Zasuk v ravnini v smeri urinega kazalca ima smer v ravnino
krozenja. Enako lahko pripiSemo vektorski znacaj tudi kotni hitrosti in kotnemu
pospesku. Zvezo med kotno in obodno hitrostjo zapiSemo kot vektorski produkt
V=w0XxF,
pri Cemer je 7 vektor od osi do tocke na obodu kroga.

[mar=]s

Vektor vrtilne koli¢ine je enak T" = Jé.
Ce krozi tockasto telo je J = mr” in je I’ = rmv = rG.
V splosnem je vrtilna koli¢ina tockastega telesa glede na izbrano izhodis¢e enaka
vektorskemu produktu
[ =7xG.
Tu je 7 krajevni vektor telesa, G pa gibalna koli¢ina. Tako izraCunana vrtilna koli¢ina
se ujema po velikosti in smeri s prej izracunano vrednostjo, ¢e jo raunamo glede na
srediS¢e krozenja toCkastega telesa.
Poglejmo, ¢emu je enak Casovni odvod vrtilne koli¢ine:
| U,
7=v><G+r><ma:r><F:M.
t
Vektorski produkt hitrosti in gibalne koli¢ine je ni¢, ker sta vektorja vzporedna. Produkt

mase in pospeska smo nadomestili z rezultanto sil F. Vektorski produkt roCice in
rezultante sil je seveda rezultanta navorov. Ta zveza ne predstavlja ni¢ novega. Je le
drugace zapisan 2. Newtonov zakon za primer, ko telo krozi.

Vrtilno koli¢ino sistema tockastih teles definiramo kot vsoto vrtilnih koli¢in
posameznih teles:

l:zznll:l :Zn:ﬁxéi.
i=1 i=1

Casovni odvod vrtilne koli¢ine sistema tockastih teles je enak vsoti navorov vseh sil, ki
delujejo na telesa v sistemu:

ar o
Z-}{Z:;Mk.

Podobno, kot pri gibalni koli¢ini sistema, tudi tu lo¢imo zunanje in notranje sile.
Poglejmo, kolikSen je navor para notranjih sil 17“12 in 17“21 :

—

M =7 x F, + 13 Fy = (7, =) x F,.
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Vektor 7, —r, lezi na zveznici teles in je usmerjen od telesa 1 proti telesu 2. Navor para

notranjih sil F, in F,, je enak ni¢, Ce leZita na zveznici teles torej, e sta centralni. Ce so

notranje sile centralne, ne vplivajo na vrtilno koli¢ino sistema tockastih teles pa tudi teles,
ki niso tocCkasta, saj si vsako telo lahko predstavljamo kot sistem tockastih teles. V praksi
se pokaZze, da so notranje sile zares centralne. Vrtilna koli¢ina sistema tockastih teles se
torej ohranja, Ce je rezultanta navorov zunanjih sil enaka nic¢. To imenujemo zakon o
ohranitvi vrtilne koli¢ine. Pokaze se celo, da se vrtilna koli¢ina ne ohranja samo v
klasi¢ni (makroskopski) fiziki, ampak tudi v fiziki atomov in subatomskih delcev.

Ohranitev vrtilne koli¢ine lahko pokazemo na nekaj znacilnih primerih.
Vzemimo ¢loveka, ki se vrti na vrtljivem stolu in pri tem iztegne roki. Ce
smatramo za sistem ¢loveka in vrtljivi stol, ne deluje v smeri osi vrtenja na sistem noben

zunanji navor, zato se vrtilna koli¢ina sistema ohranja. Ko ¢lovek iztegne roki, se mu
poveca vztrajnostni moment. Vrtilna koli€ina se ohrani, zato kotna hitrost vrtenja pade.
Ko ¢lovek spet skr¢i roke, mu kotna hitrost naraste.

Clovek sedi na vrtljivem stolu in miruje, pri tem pa drzi v rokah kolo ki se vrti.
Smer osi vrtenja kolesa sovpada s smerjo osi stola. Ko lovek zasuka kolo za 180°, se
zane vrteti. Za sistem vzemimo cloveka, stol in kolo. Na sistem zopet ne deluje noben
zunanji navor vzdolZ osi vrtenja, zato se v tej smeri vrtilna koli¢ina ohranja. Ker se je
vrtilna koli¢ina kolesa spremenila z I na —I", morata ¢lovek in stol dobiti vrtilno koli¢ino
2T.

Vzemimo, da se okrogla plosc¢a z vztrajnostnim momentom J enakomerno vrti
okrog svoje osi s kotno hitrostjo ®. Nanjo pade enaka plosc¢a, ki pa se ne vrti. Druga
plosc¢a pade na prvo tako, da osi sovpadata. Trenje med plos¢ama povzroci, da se ez
nekaj Casa plos¢i vrtita skupaj. Koliksna je tedaj kotna hitrost?

Vzdolz osi vrtenja ne deluje noben zunanji navor, zato se vrtilna koli¢ina ohrani.
Preden sta se plosci dotaknili je bila skupna vrtilna koli¢ina Jo, ko se vrtita skupaj pa je
vrtilna koli¢ina 2J®'. Ker se vrtilna koli¢ina ohranja, velja ' = /2. Poglejmo Se, kako je
s kinetiéno energijo. V zadetku je bila enaka Jw*/2, na koncu pa 2J(w/2)*/2 = Jw*/4.
Koncna kineti¢na energija je manjsSa od zacetne za delo sile trenja, ki je pospesila zgornjo
plosco in upocasnila spodnjo plosco.

Za spreminjanje smeri vrtilne koli¢ine je potreben navor. To je dobro cutil ¢lovek
pri enem od prejSnjih zgledov, ko je spreminjal orientacijo osi vrteCega se telesa. Zaradi
tega daje vrtenje telesom stabilnost. Primer je na primer voznja kolesa, vrtenje izstrelkov,
satelitov itd.
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Smer vrtilne koli¢ine ne sovpada vedno z osjo vrtenja. Primer za to je lahka palica
dolzine 21, na koncu katere sta pritrjeni dve utezi z maso m. Palica se vrti s kotno
hitrostjo ® okrog osi, ki oklepa s smerjo palice kot a.

= -

Racunajmo vrtilno koli¢ino glede na sredino palice. Vrtilna koli¢ina ene utezi je po
velikosti enaka oml’sina., leZi v ravnini, ki jo v vsakem trenutku doloata smer palice in
os vrtenja in kaZe v smeri, ki oklepa z osjo vrtenja kot 90° — .. Vrtilni koli¢ini obeh uteZi
kaZzeta v isti smeri. Skupna vrtilna koli¢ina telesa je torej 2mml’sina in se skupaj s palico
vrti okrog osi vrtenja tako, da oklepa z osjo vrtenja kot 90° — a.. Projekcija vrtilne
koli¢ine na os vrtenja je enaka 2cmml*sin®a,, kar je enako Jo, pri &emer je J = 2ml*sin’o..
Projekcija vrtilne koli¢ine na ravnino, ki je pravokotna na os vrtenja,spreminja svojo
smer, za kar je potreben navor. Ta navor, ki je po velikosti enak dI'/dt = 2@’ml*sinacoso.
obcutijo lezaji. Navor povzroca tresenje lezajev. Pri simetricnih telesih, kot je na primer
tudi prej omenjena palica pri kotu o = 90°, navora v lezajih ni. Centriranje avtomobilskih
koles je postopek, s katerim poskusajo narediti avtomobilska kolesa ¢im bolj simetri¢na,
da je tresenja tem manj.

Velikost vrtilne koli¢ine je linearna funkcija kotne hitrosti, smeri kotne hitrosti in
vrtilne koli¢ine pa se v sploSnem ne ujemata:
['= [#x(@xF)dm.
To pomeni, da zveza med vrtilno koli¢ino in kotno hitrostjo ni skalarna, ampak je v
resnici bolj zapletena. Povezuje ju tenzor vztrajnostnega momenta. Pri poljubnem telesu
lahko poisc¢emo tri med seboj pravokotne osi skozi teziS¢e, okrog katerih se telo lahko
vrti, ne da bi povzroc€alo navore v lezajih. To so lastne osi tenzorja vztrajnostnega
momenta, ki jih imenujemo tudi glavne osi telesa. Ena izmed teh osi ustreza najve¢jemu
moznemu vztrajnostnemu momentu, druga pa najmanjSemu moznemu vztrajnostnemu
momentu. Vztrajnostni moment pri vrtenju okrog tretje glavne osi telesa je nekje vmes.
Telo, ki je podprto samo v teziScu, se bo vrtelo okrog tiste osi, ki ustreza najvecjemu
moznemu vztrajnostnemu momentu. Ce so motnje dovolj majhne bo mozZno vrtenje tudi
okrog osi z najmanj$im vztrajnostnim momentom. Prosto telo, na katerega ne deluje
noben zunanji navor se bo lahko vrtelo okrog katerekoli glavne (proste) osi.

Zanimivo gibanje povezano z vrteCimi telesi je precesija. Vzemimo vrtavko, ki se
v eni tocki dotika tal. Ko se vrtavka ne vrti okrog svoje osi, je ne moremo postaviti v tako
lego, da bi obmirovala. Vedno se bo prevrnila. Povsem drugace se obnasa, ko se vrti
okrog svoje osi. Ce jo tedaj nagnemo in malo sunemo bomo opazili gibanje, pri katerem
se smer vrtilne koli¢ine vrti (precedira) okrog navpicnice in pri tem oklepa z navpicnico
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stalen kot. Vrtavka se ne prevrne. Razlog za to je, da je navor, ki je posledica
spreminjanja smeri vrtilne koli¢ine, ravno nasproten navoru teze. Ce vrtavke v za¢etku ne
sunemo v smeri precesije zacne padati. Pri tem se zaradi spreminjanja smeri vrtilne
koli¢ine pojavi navor, ki pozene vrtavko v smeri precesije do kotne hitrosti, ki je vecja od
kotne hitrosti precesije. Zaradi tega se zacne os vrtavke dvigati navzgor in kotna hitrost
vrtenja okrog navpic¢nice se zmanjsuje, dokler os vrtenja ne oklepa z navpicnico enak kot,
kot v zacetku. Potem se zgodba ponovi... Takemu gibanju pravimo nutacija.

Izracunajmo kotno hitrost precesije za vrtavko z vrtilno koli¢ino I', ki je nagnjena
proti navpicnici za kot o.. Oddaljenost tezisca vrtavke od tocke, kjer se vrtavka dotika tal,
naj bo d. Navor teze je enak mgdsina. Pri tem je m masa vrtavke. Navor, ki je posledica
spreminjanja smeri vrtilne koli¢ine vrtavke ima nasprotno smer kot navor teze, po
velikosti pa je enak (I'sinaw,dt)/dt = I'mysina. Tu je o, kotna hitrost precesije. Ker sta
navora enaka velja
I'opsino = mgdsino.

Kotna hitrost precesije vrtavke je neodvisno od kota o enaka
op =mgd/T.
Vecji navor povzroci vecjo, vecja vrtilna koli¢ina pa manjSo kotno hitrost precesije.

S precesijo klasi¢no razlagamo gibanje jedrskih magnetnih momentov v
magnetnem polju in z njim povezano jedrsko magnetno resonanco.

Izrek o vrtilni koli€ini, ki smo ga zapisali v obliki ZZVI L= dl"%t velja, Ce je
k=1

izhodis¢e v inercialnem koordinatnem sistemu. Vzemimo, da iz inercialnega
koordinatnega sistema opazujemo sistem tockastih teles. Njihove krajevne vektorje
zapisimo v obliki

=1+ P

A%

Tu je 7. krajevni vektor tezis¢a, p,pa vektor od tezisca sistema do i-tega telesa. Z

odvajanjem te enacbe po ¢asu dobimo
V=V, +U,.

Izrek o vrtilni koli¢ini ima sedaj obliko

m . m . d n
¥y X ZFk + Zpk x F, :EZ(”TX’":'VT +F  Xml; + P, X MV, + P, X MU,).
k=1 k=1 i=1

V vsoti na desni strani enacbe sta drugi in tretji ¢len enaka ni¢. Drugi ¢len je enak
d 5. I N

— Ve Xmu. =—1,\ r,. X miu. |.

dt ; T i dt( T ; i zj

Vsota na desni strani enacbe pa je enaka produktu mase sistema m in hitrosti teziSca
sistema glede na tezisCe sistema. Seveda je ta vsota enaka ni¢. Podobno nastopa v tretjem
¢lenu oddaljenost tezis¢a sistema od teziSca sistema, ki je seveda tudi enaka nic. Izrek o
vrtilni koli¢ini sedaj zapiSemo

m m 1
@XZ}?}{ -1—2:;3k><1€}C =7, Xmd, +§.

k=1 k=1 t
Prvi ¢len na levi strani enacbe je enak prvemu ¢lenu na desni strani enacbe, saj je to le
malo drugace zapisan izrek o gibanju teziS¢a. Zato mora biti tudi drugi ¢len na levi strani

enacbe enak drugemu ¢lenu na desni strani enacbe:
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T 1
dt
Na levi strani enacbe nastopa vsota navorov glede na teziSce, na desni strani enacbe pa

B %

i
zkaEc =
k=1

ni inercialen, ima izrek o vrtilni koli¢ini enako obliko, kot v inercialnih sistemih.

S tem tudi razlozimo drugi pogoj za mirovanje togega telesa in sicer, da mora biti
vsota navorov glede na teziS¢e enaka nic.

Pri opisu sploSnega gibanja sistema tockastih teles, ali togega telesa, bomo tore;j
uporabili dve enacbi: izrek o gibanju tezis€a in izrek o vrtilni koli¢ini v teziS¢nem
sistemu.

Kot primer splo$nega gibanja togega telesa obravnavajmo kotaljenje valja s
polmerom r in maso m po klancu. Predpostavimo, da je nagib klanca ¢ dovolj majhen, da
je sila lepenja, ki nastopa ob stiku valja in klanca, manjSa od maksimalne sile lepenja pri
kotaljenju.

Vv W

Tezis¢e valja se giblje vzdolz klanca. V smeri gibanja deluje projekcija teze na to
smer, mgsing, v nasprotni smeri pa sila lepenja Fj. Izrek o gibanju tezis¢a pravi:
mgsing — F; = ma.
Tu je a pospesek teziS€a. Vrtilna koli¢ina valja glede na tezisce je Jm, njen ¢asovni odvod
pa Ja.. Navor glede na teziS¢e povzroca samo sila lepenja in sicer je enak Fir Velja torej
Flr =Jo.
Hitrost tocke na valju, ki je v stiku s podlago je enaka razliki med hitrostjo tezis€a v in
obodno hitrostjo wr. Ker valj ne spodrsava, je ta razlika nic¢:
V= or,
oziroma a = ar. Sila lepenja je enaka F, =Ja/r’, pospesek tezis¢a pa a = gsing/(1 + J/mr?).
Pri raCunu smo vseskozi govorili o valju, nismo pa tega nikjer upostevali, zato dobljeni
rezultati veljajo tudi za cev in kroglo.

Valj, ki se vrti s kotno hitrostjo my, pade na tla. S kolik$no hitrostjo se odkotali?
Wo
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Ko se valj dotakne tal, za¢ne delovati sila trenja Fy, ki pospesuje tezisce in zmanjSuje

kotno hitrost vrtenja toliko ¢asa, da postane hitrost teziS¢a enaka wr in se valj samo Se
kotali. Izrek o gibalni koli€ini za teziS¢e pove:

J-F At =mv.
Izrek o vrtilni koli¢ini za vrtenje okrog tezisca po drugi strani pove

—IrFtdt =Jo-Jo,= i(v—rcoo).
r

Iz enacb i1zlo¢imo sunek sile trenja pa dobimo

y= L”z(m) )

m+J/r?
Za prazen valj (cev) dobimo v = r®y/2, za homogen valj pa v = rwy/3. Kineti¢na energija
valja na koncu je enaka zacetni kineti¢ni energiji pomnozeni z (J/(J +mr?)). Razlika

kineti¢nih energij je enaka delu sile trenja.

ELASTICNE DEFORMACIJE

Toga telesa, o katerih smo govorili do sedaj, so seveda le priblizek. V naravi togih
teles ni. Vsa telesa so zgrajena iz atomov in molekul, med katerimi delujejo privlacne in
pri dovolj kratkih razdaljah tudi odbojne sile. Ce uporabimo silo, se razdalje med
gradniki snovi spremene. Makroskopsko to opazimo kot deformacijo telesa.

Vzemimo za zaéetek Zico, na katero obesimo utez. Zica se pri tem raztegne.
Raztezek Zice nara§¢a z nara$éajoco tezo utezi. Ce teZa uteZi ni prevelika, je raztezek Zice
sorazmeren sili. To imenujemo Hookov zakon. Pri ve¢ji tezi utezi sorazmernosti ni ve¢, a
ko utez snamemo z Zice, je njena dolZina enaka, kot je bila v zacetku. Presegli smo mejo
sorazmernosti. Ce teZo uteZi §e pove¢amo, se Zica raztegne in po razbremenitvi ostane
daljsa, kot je bila v zacetku. Iz podrocja proznosti (elasti¢nosti) smo presli v podrocje
plasti¢nosti. Razmerje med silo Fy,, pri kateri smo presli iz podrocja proznosti v podrocje
plasti¢nosti in presekom zice S imenujemo meja proznosti: o, = Fy,,/S. Pri dovolj veliki
tezi utezi se zica pretrga. Meja trdnosti se imenuje razmerje med silo Fyy, pri kateri se
zica pretrga in presekom zice S:
ot = F/S.

Omeniti je treba, da sta meja sorazmernosti in meja proznosti odvisni od
natan¢nosti merjenja. Ce merimo raztezek z natanénostjo 1 %, bo manj$e odstopanje od
sorazmernosti, n. pr. 0.2 %, znotraj merske napake in rekli bomo, da smo Se v podrocju
sorazmernosti. Ce merimo raztezek z natanénostjo 0.1 %, je odstopanje od sorazmernosti
vecje od merske napake. Mejo sorazmernosti smo torej Ze presli.

Mislimo si, da je sila, ki deluje na zico, dovolj majhna, da smo $e v podrocju
sorazmernosti, ko je raztezek Zice sorazmeren sili. Poglejmo, kaj Se vpliva na raztezek
zice. Prav gotovo so to geometrijski podatki in snov, iz katere je narejena zica. Od
geometrijskih podatkov sta bistvena presek in dolzina zice. Vzemimo Zico dolzine | in
zico dolzine 21. Obe zici sta narejeni iz enake snovi in imata enak presek. Obe zici
obremenimo z enako silo F. Zica dolzine I se raztegne za Al. Raztezek Al je seveda
sorazmeren sili F. Pri zici dvojne dolZine je vsaka polovica zZice enako obremenjena,kot
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zica dolzine 1. Zato je tudi njen raztezek enak Al. Raztezek celotne Zice je enak 2Al. Enak
razmislek pove, da je pri Zici trojne dolZine raztezek enak 3Al itd. Velja torej, da je
raztezek zice sorazmeren sili in dolZini:
Al oc FI.
Poglejmo Se, kakSno vlogo igra presek. Vzemimo dve enaki vzporedni Zici in ju
obremenimo s silo F. Na vsako Zico odpade sila F/2, zato je tudi raztezek enak Al/2. Dve
vzporedni zici lahko zdruzimo v Zico dvojnega preseka pa dobimo isto. V primeru treh
enakih vzporednih Zic ali Zice trojnega preseka je raztezek Al/3 itd. Raztezek zice je torej
obratno sorazmeren preseku
Al o« FI/S.
Do sedaj smo upostevali silo, ki povzro€i raztezek in geometrijske podatke. Nismo pa Se
upostevali snovi, iz katere je narejena zica. Ni namre¢ vseeno, ali je Zica jeklena,
bakrena, plasti¢na... Snov opise proznostni (Youngov) modul E, ki ga definiramo z
enacbo

F_phl

S /
Proznostni modul je sorazmernostna konstanta med natezno napetostjo F/S in relativnim
raztezkom Al/l. Odvisen je od snovi. Enota za proznostni modul je N/m?.

Pri zici smo lahko uporabili silo samo v eni smeri. Pri palici lahko uporabimo silo
tudi v nasprotni smeri in dobimo skrcek. Pri tem gornja enacba Se vedno velja.

Vzdolzna deformacija je vedno povezana z deformacijo v pre¢ni smeri. Ce se
palica podaljsa, se v pre¢ni smeri skrci, ¢e se pa v vzdolzni smeri skrajsa, se v precni
smeri odebeli. Vzemimo, da imamo opraviti s palico kroZznega preseka narejeno iz
izotropne snovi. Tedaj velja
Ar/r = -pAl/l.

| Al

Relativna sprememba polmera palice je sorazmerna relativni spremembi dolZine. Znak —
pove, da imata spremembi nasprotno smer, konstanto p, ki je odvisna od snovi, pa
imenujemo Poissonovo Stevilo. Podobno, kot se pri palici kroznega preseka spremeni
polmer, se pri palici druga¢nega preseka spremeni katerakoli pre¢na dimenzija. Pri palici
pravokotnega preseka s stranicama a in b velja Aa/a = Ab/b = -pAl/l.

Poglejmo Se, kolik$na je pri vzdolZzni deformaciji sprememba prostornine.
Vzemimo, da ima palica dolzine 1 pravokotni presek s stranicama a in b in prostornino
V = lab. Relativne spremembe racunamo z diferenciali:
InV = Inl + Ina + Inb
dV/V =dl/l + da/a + db/b = (1-2p)dI/L.
Ce je relativna sprememba dolZine Al/l dosti manjsa od 1 velja dovolj natanéno tudi
AV/V = (1-2p)Al/L.
Ta zveza velja za palico poljubnega pre¢nega preseka. Pri vrednosti p = 0.5 se
prostornina palice ne spremeni, pri manjSih vrednostih Poissonovega Stevila pa se
prostornina palice poveca, ko jo raztegnemo.
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Ko smo palico podaljsali ali skr¢ili, se je povecala njena proznostna energija. Ker
velja Hookov zakon, lahko uporabimo enacbo, ki smo jo izpeljali za vijatno vzmet.

Raztezku s ustreza raztezek Al, koeficientu vzmeti k pa (SE/l). Proznostna energija
deformirane palice W, je enaka

2
W, _L3E \p =(SI) L&l =Vw,.
2/ 2 1

Produkt Sl je enak prostornini palice V, drugi ¢len, ki smo ga oznacili z w, pa predstavlja
gostoto proznostne energije oziroma proznostno energijo na enoto prostornine:
we = Wo/V = E(AV?*/2.

Poglejmo, kako se deformirajo trdna telesa pod vplivom izotropnega tlaka. Kot
primer vzemimo kocko z robom a. Naj na vsako od Sestih stranskih ploskev v pravokotni
smeri navznoter deluje sila F. Razmerje F/S = F/a> bomo oznagili kot Ap. Deformacijo
kocke si bomo predstavljali kot linearno superpozicijo treh vzdolznih deformacij v treh
med seboj pravokotnih smereh. Pri eni od teh deformacij, recimo vzdolZ osi x, je
sprememba prostornine (AV/V) enaka
(AV/V)x=(1 = 2pw)Aa/a=—(1 — 2u)(F/ES) = —(1 — 2p)(Ap/E).

Ko upostevamo Se ostali dve deformaciji vzdolz osi y in z, ki povzrocita enaki
spremembi prostornine (AV/V), = (AV/V), = (AV/V),, je skupna sprememba prostornine
AV/V enaka

AV/V =-3(1 = 2u)(Ap/E) = - xAp.

Stisljivost y proznih izotropnih trdnih snovi je torej enaka y = 3(1 — 2p)/E.

Strizno deformacijo povzroci dvojica sil, ki deluje vzdolz dveh nasprotnih
ploskev kvadra. Pri tem se ena ploskev premakne proti drugi za Al.

Al s

_________________________________

S

Dokler smo v podrocju sorazmernosti velja
F Al
S G T (1)

Tu je S velikost ploskve, na kateri prijemlje ena od sil, 1 razdalja med ploskvama na
katerih prijemljeta sili in G strizni modul. Omeniti je treba, da mora na telo poleg
omenjene dvojice sil delovati Se en par sil, ki kompenzira navor prvega para sil. Strizni
modul ni neodvisna proznostna konstanta, saj je povezan z elasticnim modulom in
Poissonovim $tevilom na naslednji nacin:
G =E2(1+p).

Primer strizne deformacije je torzijska deformacija cevi ali palice. Pri tem
zasukamo en konec cevi ali palice proti drugemu za kot ¢. Kot primer vzemimo tanko
cev dolzine 1, srednjega polmera r in debeline d, d<<r.
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2nr
Ker govorimo o zasukih bomo namesto sile raje uporabili navor M = rF. Ploskev S, ki se
premakne proti drugi je prerez cevi, enak 2nrd. Premik ene ploskve proti drugi je enak
1, razdalja med ploskvama pa je enaka l. Enacbo (1) zapiSemo s temi podatki:
(M/r) _gle
27rd )
V malo lepsi obliki jo zapiemo kot M = De, pri emer je D = 21nGr’d/L. Za palico
polmera r in dolZine 1 je D enak D=rGr"/2l.
Z merjenjem torzijskih deformacij merimo sile in navore.
Oglejmo si Se nekaj tipi¢nih vrednosti nekaterih konstant proznih teles

snov E G 1 Meja proznosti | Meja trdnosti
[10" N/m?] | [10'° N/m?] [10’ N/m?] [10’ N/m?]

jeklo 20 8 0.25 30 - 150 50 - 250

aluminij 7.0 2.5 0.40 9.5 11

baker 11 4.2 0.31 7 22

steklo 6.5 2.6 0.25 - 7

kavcuk 0.8 0.3

Omenimo $e, da sta v izotropnih snoveh samo dve neodvisni proznostni konstanti. Ostale
lahko s pomocjo teh dveh izracunamo.

Kot zgled izradunajmo, za koliko se podalj$a Zica zaradi lastne teZe. Zico dolZine
1 obesimo ne enem koncu. Izhodisce izberimo na tem koncu zice, os X pa usmerimo po
zici navpic¢no navzdol. Na del Zice med koordinatama x in x+dx (pred deformacijo)
deluje teza spodnjega dela zice F = pS(l-x)g in lastna teza, ki jo bomo zanemarili. Ta del
zice se podaljSa za du:
(pS(1-x)g)/S = Edu/dx
oziroma du = (pg/E)(l-x)dx. PodaljSek zice u je enak

l 2
u =$j(1 — x)dx :&.
E 2F

Izracunamo lahko tudi, kako dolga Zica bi se strgala zaradi lastne teze. Najbolj je
zica obremenjena v pritrdiS¢u. Tam deluje sila, ki je enaka tezi zice pISg. Razmerje med
to silo in presekom Zice plg je enako meji trdnosti. Za bakreno zico dobimo 1= 2.5 km.
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Ce vrtimo okrog lastne osi vztrajnik s previsoko frekvenco bo razpadel. Kot
preprost zgled izracunajmo, s kolikSno najvecjo frekvenco smemo vrteti okrog lastne osi
tanek obro¢, da ne bo razpadel. Uporabimo polarni koordinatni sistem z izhodi§¢em v
sredini obro¢a. Na del obroca, ki ustreza kotu d¢ deluje proti sredini obroca centripetalna
sila dF, = (pSrdd)w’r = pSw’r’dd. To silo povzrotajo deli obro¢a na levi in desni.

F

g ch

¢

Ce je sila, ki napenja obroda F, je centripetalna sila 2F(dd/2)= Fd¢. Napetost obro¢a je
torej F = pSw’r” in F/S= pw’r® ne sme prese&i natezne trdnosti o,. Druga¢e povedano,
obodna hitrost or ne sme preseci vrednosti /o, / p.Pri tipi¢nih vrednostih 6, = 10° N/m?

in p ~ 10* kg/m’ obodna hitrost ne sme prese&i 100 m/s. Ce je polmer obro¢a 10 cm je
maksimalna kotna hitrost 1000 s™', maksimalna frekvenca pa 160 Hz ali 9600 rpm
(obratov v minuti).

Primera se lahko lotimo tudi drugace. Opazujmo obro¢ v sistemu, ki se vrti skupaj
z obro¢em. V tem opazovalnem sistemu obro¢ miruje. Opazovalni sistem je neinercialen.
V njem deluje sistemska —centrifugalna- sila. Oglejmo si sile na polovico obroca. Na
stiku z drugo polovico obroca delujeta dve enaki sili F, skupaj torej 2F. V nasprotni smeri
deluje rezultanta centrifugalnih sil na posamezne dele obroca. Ker v navedenem
opazovalnem sistemu ta del obro¢a miruje, mora biti vsota sil, ki delujejo nanj, enaka nic.
Upostevati je treba tudi sistemsko (centrifugalno) silo.
Dele obroca opisemo v polarnem koordinatnem sistemu. Na majhen del obroca, ki
ustreza intervalu kota med ¢ in ¢+0¢ in ima maso dm = pSrd¢, deluje centrifugalna sila
w’rdm. Njena projekcija na smer rezultante je enaka
dF. = w’rdmsing = pw’Srisingd¢.
Rezultanta centrifugalnih sil na dele polovice obroca je enaka

F = jpa)erZ singdg =2 pa’Sr.
0

Ker v opazovalnem sistemu obro¢ miruje, je F. = 2F. Sila F, ki napenja obroc je torej
enaka F = po’r’S. Prisli smo do enakega rezultata kot pre;.

Za vajo lahko izracunate, s kolikSno najvecjo frekvenco se sme okrog osi skozi
teziS¢e vrteti palica, da se ne bo pretrgala.

NIHANJE IN NIHALA

Do nihanja pride ¢e telo izmaknemo iz stabilne ravnovesne lege in se pri tem
pojavi sila ali navor, ki potiska telo nazaj proti ravnovesni legi.
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Sisteme, ki nihajo, imenujemo nihala. Obravnavali bomo vzmetno nihalo, matemati¢no
nihalo, fizi¢no nihalo in su¢no nihalo.

Za zacetek obravnavajmo vodoravno vzmetno nihalo, ki ga sestavljata vzmet s
koeficientom k in utez z maso m. Predpostavljamo, da utez drsi po vodoravni podlagi
brez trenja. Mirovna lega utezi je tista,v kateri vzmet ni raztegnjena.

m

k
F
j{\/\/\/wav
0 X X

Ce je v nekem trenutku uteZ izmaknjena iz mirovne lege za x, deluje nanjo vzmet s silo
F = —kx. Ker drugih vodoravnih sil ni, je po 2. Newtonovem zakonu ma = -kx, oziroma
a+(k/m)x = 0.

Enacbo, ki smo jo dobili, imenujemo enacba nihanja. ReSitev enacbe zapiSemo v obliki:
X = xpSin({A+ D).

Konstanti x¢ in @ sta poljubni in ju moramo dolo¢iti iz zacetnih pogojev. Amplituda
odmika x, meri najvecji odmik od mirovne (ravnovesne) lege, faza @ pa pove, v kateri
legi (mirovni,skrajni...) je utez v zaetku opazovanja. Krozna frekvenca Q ni poljubna,

ampak je dolo¢ena z lastnostmi nihala. Enaka je /k/m.Krozno frekvenco lahko

povezemo z nihajnim Casom ty, £2 ¢y = 27, ali frekvenco nihanja v, v= 1/ty = 2nx.
Hitrost in pospesek utezi sta enaka

V= % = x,Qcos(Qt + @) =y, cos(QUt + D)

a= % = —x,Q sin(Qt + @) = —qa, sin(Qt + D).

Najvecjo hitrost vy ima utez v mirovni legi, najvecji pospesek ag pa v skrajni legi.

Ker med nihanjem opravlja delo samo sila vzmeti, je mehanska energija, ki je enaka vsoti
kineti¢ne energije in proznostne energije, konstantna. Enaka je tudi najvecji kineticni
energiji (v mirovni legi), ali najvecji proznostni energiji (v skrajni legi):

W=W,+ W,=mv/2 + kx’/2 = mvy’/2 = kxy*/2. (1)

Pri navpi¢nem vzmetnem nihalu je v mirovni legi teza uteZi mg enaka ksy. Tu je
sp raztezek vzmeti. Ko izmaknemo utez iz mirovne lege v navpicni smeri za x, se sila
vzmeti spremeni za kx. Proti mirovni legi torej deluje sila velikosti kx, enako kot pri
vodoravnem vzmetnem nihalu. Enacba nihanja in njene resitve so enake, kot pri
vodoravnem vzmetnem nihalu. Razlika je le pri energiji. Poleg sile vzmeti tu opravlja
delo tudi teza, zato je vsota kineticne, potencialne in proznostne energije konstantna.
Pokaze se, da je energija nihanja, ki predstavlja razliko med energijo nihajocega nihala in
energijo nihala v mirovni legi, Se vedno podana z enacbo (1), ki smo jo dobili pri
vodoravnem nihalu.

Matemati¢no nihalo predstavlja majhna utez z maso m na lahki vrvi dolzine 1.
Utez se giblje po kroznici, zato bomo uporabili enacbo za krozenje M = Jo.. Navor teze je
po velikosti enak mglsing. Tu je ¢ zasuk iz mirovne lege. Navor teZe moramo zapisati
kot M = —mglsing. Da je to res lahko preverimo pri majhnih kotih, ko je sinp=@ in je
torej] M~ —mgle. Navor teZe in zasuk ¢ iz mirovne lege sta nasprotno usmerjena, zato je
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minus v enacbi potreben. Enako velja tudi pri vecjih kotih. Vztrajnostni moment utezi
glede na pritrdiice vrvice je J = ml®. Ena¢ba nihanja je v tem primeru

o+ (g/1) sing = 0.

V splosnem je reSevanje te enacbe bolj zapleteno, kot reSevanje enacbe nihanja
vzmetnega nihala (a + Q*x = 0). Ce pa se omejimo na majhne amplitude kota tako, da
lahko sing dovolj dobro aproksimiramo s prvim ¢lenom Taylorjeve vrste,

sing =@ — @’/3! + /5! — ...,

dobimo enacbo

a+(g)e=0,

ki je ekvivalentna enacbi vzmetnega nihala. ReSitev enacbe nihanja matemati¢nega nihala
je

@ = Qosin(Qt+D).

Amplitudo kota ¢y in fazo @ je treba dolociti iz zaCetnih pogojev, krozna frekvenca Q2 pa
je enaka

Q=[5
!

Frekvenca matemati¢nega nihala je v = %\/% ,nihajni ¢as pa ¢, = 1 =2r \/z . Kotna
Vs v g

hitrost in kotni pospesek matemati¢nega nihala sta enaka
® = @pQ2cos(Q+D)
o= -(ponsin(QtJrCD).

Pri vec¢jih amplitudah nihanje ni ve¢ harmoni¢no, nihajni €as pa postane odvisen
od amplitude kota.

Ce zanemarimo zraéni upor in neidealnost vrvice, opravlja pri nihanju
matemati¢nega nihala delo samo teza, zato je vsota kineti¢ne in potencialne energije utezi
konstantna. Z zakonom o ohranitvi mehanske energije lahko izracunamo hitrost utezi pri
poljubnem kotu o, ¢e je amplituda kota ¢y znana. Pri tem je lahko amplituda kota velika.
Vzemimo, da merimo potencialno energijo od pritrdis¢a vrvice. V skrajni legi je
kineti¢na energija ni¢, potencialna energija pa -mglcosgy. V trenutku, ko je odmik iz
mirovne lege enak ¢, je kineti¢na energija utezi enaka mv*/2, potencialna energija pa -
mglcosp. Mehanska energija je v obeh legah enaka. Iz tega dobimo hitrost uteZzi:

V= \/Zgl(cosgo —CO0SQ,).

Z matemati¢nim nihalom lahko dokaj natan¢no izmerimo tezni pospesek g. Nihajni ¢as
je namre¢ odvisen le od dolZine vrvi in teZznega pospeska. Nihajni ¢as lahko natan¢no
izmerimo tako, da izmerimo cas velikega Stevila nihajev, n. pr. Nty, in ga delimo s
Stevilom nihajev N. Nihaje Stejemo pri prehodu nihala skozi ravnovesno lego, kjer je
hitrost utezi najvecja. Relativna napaka izmerjenega nihajnega ¢asa pada kot 1/N.

Fizi¢no nihalo je katerokoli telo, ki je vrtljivo okrog vodoravne osi, ki ne gre
skozi tezis€e. V mirovni legi je teziS¢e navpi¢no pod osjo.
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Ce je v nekem trenutku nihalo izmaknjeno iz mirovne lege za kot ¢, deluje nanj navor M
enak: M = —mgrzsing. Tu je rr oddaljenost teziS¢a telesa od osi. Enacba za vrtenje pove,
da je M = Ja, oziroma

o + (mgri/J)sing = 0.

Upostevati moramo seveda vztrajnostni moment telesa za vrtenje okrog osi. Tezave so
enake, kot pri matematicnem nihalu, zato bomo obravnavali le nihanja z majhnimi

amplitudami, ko bomo sing lahko nadomestili s ¢. V tem primeru je krozna frekvenca Q
enaka Q =./mgr, /J,nihajni Cas pa t, = 27/ /mgr; .

Obravnavajmo kot primer homogeno palico dolzine 1 in mase m, ki je vrtljiva
okrog vodoravne osi, ki je od srediSca oddaljena za x. Po Steinerjevem izreku je
vztrajnostni moment J za vrtenje palice okrog te osi enak J = ml*/12 + mx*. Oddaljenost

A%

teziSca od osi je enaka x. Nihajni ¢as palice je enak
2r | 1P

t, = ——q|—+x.
Jg V12x

Najkrajsi nihajni ¢as dobimo, ko je x =1/+/12.

Zadnje nihalo, ki ga bomo obravnavali je su¢no nihalo. Pod tem izrazom si bomo
predstavljali simetricno telo z vztrajnostnim momentom J, ki je vrtljivo okrog navpicne
osi. Na to telo je pritrjena polzasta vzmet s koeficientom D, ali pa palica ali zica, ki se pri
zasuku telesa torzijsko deformira. V obeh primerih je navor, ki se pojavi pri zasuku telesa
iz mirovne lege za kot ¢ enak M = —D¢. Enacba nihanja je v tem primeru
o+ (D/J)e=0.

Enacbe ni treba linearizirati, kot v primeru matemati¢nega in fizicnega nihala. Pri
poljubni amplitudi dobimo harmoni¢no nihanje s krozno frekvenco Q =+/D/J.

Do sedaj smo obravnavali nihanje posameznih nihal. Poglejmo, kaj se zgodi , ko
nihala sklopimo med sabo tako, da ne nihajo neodvisno. Ogledali si bomo samo preprost
primer dveh enakih vodoravnih vzmetnih nihal, ki ju poveZzemo z vzmetjo s koeficientom
k'. Vsako nihalo sestavlja telo z maso m in vzmet s koeficientom k. Obe telesi drsita brez
trenja po vodoravni podlagi.

A VA iy
| X, _y o
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Ko je v nekem trenutku odmik prvega telesa iz mirovne lege enak x, odmik drugega
telesa iz mirovne lege pa y, deluje na prvo telo sila
F; = —kx - k'(x - y). Sila na drugo telo je v tem trenutku enaka F, = -ky + k'(x - y).
Zapisimo drugi Newtonov zakon za obe telesi:

d’x
m—-=—kx—k'(x—

17 (x=y)

2

d’y :
m 1 =—ky+k'(x—y).

Enacbi seStejmo pa dobimo
2

d
m?(x+ y)=—k(x+y).

Podobno dobimo, ko enacbi odstejemo
2

m%(x —-y)=—(k+2k")(x—y).

Obe enacbi sta enacbi nihanja. Njuni resitvi sta

x+y = Asin(Qt+d,)

x-y = Bsin(Q't+d,).

A, B, @, in @, so konstante, ki jth moramo dolo¢iti iz zacCetnih pogojev, krozni frekvenci
pasta enaki Q=+/k/m in Q'=,/(k + 2k")/ m. Dobili smo pravzaprav dve lastni nihanji

sistema sklopljenih nihal. Pri prvem lastnem nihanju je vseskozi odmik x enak odmiku y.
Nihali nihata v isti smeri z enako amplitudo A/2, sklopitvena vzmet pa se ne razteza.
Nihali nihata s krozno frekvenco Q, kot v primeru, ko nista sklopljeni. Pri drugem
lastnem nihanju je vseskozi x = -y. Nihali nihata z enakima amplitudama B/2 drugo proti
drugemu s krozno frekvenco Q', ki je vi§ja od krozne frekvence Q2.

Poljubno nihanje sistema dveh nihal je vedno linearna kombinacija lastnih nihanj. Pri
obravnavanem primeru je zanimiva $e resitev, ko je A =B in @; = ®@,. Zaradi
enostavnosti vzemimo @; = ®,= 0. Tedaj velja

x=2Asin Q+Qt cos Q_Qt
2 2
y=-24 COS(Q;Q tj sin(Q;Q tj.

V primeru Sibke sklopitve, ko je k'<<k, se krozni frekvenci malo razlikujeta in opazimo
utripanje. Nihanje prehaja z enega nihala na drugo in nazaj. Cas utripa t, je ¢as med
dvema mirovanjema enega nihala. V €asu enega utripa naraste argument drugega ¢lena v
izrazu za x ali y za m: (QQ'-Q)t,/2=n. Frekvenca utripanja je enaka v,=1/t,=(Q'-Q)/2n=
v'-v. Enaka je torej razliki lastnih frekvenc.

V primeru, ko sklopimo dve razli¢ni nihali, nekatere ugotovitve Se vedno veljajo.
Se vedno dobimo dve lastni nihanji pri katerih se amplitudi nihanja nihal ne spreminjata.
Lastni nihanji imata v sploSnem razli¢ni frekvenci in sta bolj zapleteni, kot v
obravnavanem primeru. Poljubno nihanje sistema dveh sklopljenih nihal je linearna
kombinacija lastnih nihanj.

58



Oglejmo si Se nihalo, ki ga sestavljata telesi z masama m; in m, povezani z
vzmetjo s koeficientom k, katere maso zanemarimo.

SN ®

Tako nihalo predstavlja klasi¢ni model nihanja dvoatomne molekule. Vzemimo, da se
telesi gibljeta po vodoravni podlagi brez trenja. Ker v vodoravni ravnini na nihalo ne
deluje nobena zunanja sila, teziS¢e nihala miruje, ali pa se giblje premo in enakomerno.
Vzemimo, da tezi§Ce miruje in opazujmo nihalo iz teziS¢nega sistema. V sistemu deluje
samo notranja sila, sila vzmeti. Ce je odmik prvega telesa iz mirovne lege enak x,
drugega pa y velja m;x+myy=0, teziS¢e se namre¢ ne premika. Sila vzmeti je po velikosti
enaka k(x-y) = kx(1+m;/m;).Drugi Newtonov zakon za prvo telo pravi

m; d*x/dt* = -k(1+m;/my)x.

Dobili smo enacbo harmoni¢nega nihanja s krozno frekvenco Q,

L my /;{L+L]: JE
m,m, m, m, m

Casovna poteka odmikov teles iz mirovne lege X in y sta enaka

X = Xosin(Qt+d)

y = -(m;/mjy)Xosin(Qt+D).

Maso m, ki nastopa v izrazu za krozno frekvenco in je enaka m = m;m,/(m;+my),
imenujemo reducirana masa.

DUSENO IN VSILJENO NIHANJE

Duseno nihanje

Doslej smo predpostavljali, da je nihanje nihal neduseno, kot da se nihala nikoli
ne ustavijo. [z prakse pa vemo, da se vsako nihalo enkrat ustavi. Razlog za to so trenje,
zracni upor, neidealnost vzmeti itd. Opis dusenja v splosSnem ni preprost. Zato bomo
obravnavali model, v katerem je sila upora, ki zavira gibanje, sorazmerna hitrosti. V
praksi je taka viskozna sila. Matemati¢no je ta model najlaZe obdelati, ugotovitve pa
veljajo bolj splosno.

Obravnavajmo torej vodoravno vzmetno nihalo, pri ¢emer pa telo, ki je pritrjeno
na vzmet, ne drsi po idealno gladki podlagi, ampak deluje podlaga na telo s silo Fy, ki je
po smeri nasprotna, po velikosti pa sorazmerna hitrosti: F, = -Kv. Ta podrobnosti, od
katerih je odvisna konstanta K se zaenkrat ne zmenimo. ZapiSimo drugi Newtonov zakon
za telo, ki je izmaknjeno iz ravnovesne lege za x:

-kx — Kv = ma.

Enacbo delimo z maso in zapiSemo na naslednji nacin:

a+2pv+ .(202x = (.

Z 2 smo oznacili razmerje K/m, z QQ pa krozno frekvenco nedusenega nihala

vk /m.ReSitev enacbe 18¢emo v obliki
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x=Ae",

pri ¢emer je A lahko kompleksno Stevilo. Ko vstavimo nastavek v ena¢bo dobimo
Ae (X +2P21+Q))=0.

Ce hotemo, da je nastavek res resitev (diferencialne) enaébe, mora biti zadnja enacba
izpolnjena v vsakem trenutku, to pa pomeni, da mora biti izraz v oklepaju enak nic:
P +2pA+Q° =0.

Enacba ima dve resitvi:

Ao=—pEf-Q.

Splosno resitev enacbe dusenega nihanja zapiSemo torej v obliki

x=Ae™" + Be™.

Konstanti A in B dolo¢imo iz za€etnih pogojev. Zavedati se moramo, da sta konstanti A
in B lahko tudi kompleksni, odmik iz izhodiS¢a x pa mora biti realen.

Poglejmo najprej primer, ko ni duSenja (f=0).Tedaj sta resitvi enacbe A = £i1Q), resitev
enacbe nihanja pa je

x=Ae™ + Be ™

S pomocjo zveze

e = cosa tisina

prepiSemo resitev enacbe nihanja v obliki

X = (A+B)cosQot + i(A-B)sinQt.

Resitev je realna, kot mora biti, ko je A = B* in jo lahko napiSemo v obliki

x=CcosQot + DsinQyt ali, kot smo jo pisali do sedaj, x = xosin(Qot+D)

Ko imamo opravka z duSenjem lo¢imo tri moznosti:

- podkriticno dusenje (B<Q)

- kriti¢no duSenje (B=CQ) in

- nadkriti¢no dusenje (B>Q)

Pri nadkriti¢nem dusenju sta obe vrednosti A, in A_ realni in negativni. Ce nihalo
izmaknemo iz mirovne lege in spustimo, se bo vracalo proti mirovni legi, ne bo je pa
preslo. Odmik iz mirovne lege je vsota dveh eksponentno padajocih ¢lenov.

Pri kriticnem duSenju je A,=A_. SploSna reSitev enacbe nihanja ima obliko
x=Ae " + Bte™".

Ce nihalo izmaknemo iz mirovne lege in spustimo, se bo vra¢alo proti mirovni legi in je
ne bo preslo. Kot zanimivost omenimo, da se v tem primeru nihalo najhitreje vraca proti
mirovni legi.

Do pravega dusenega nihanja pride v primeru podkriticnega duSenja. Tedaj lahko
casovni potek odmika iz mirovne lege zapiSemo na naslednji naCin:
x = Ae™”sinQt + Be " cocQt = x,e™” sin(Qt + ®). Pri podkriti¢nem dusenju lahko

re¢emo, da je amplituda nihanja xo(t) ¢asovno odvisna, x,(¢) = x,e”, p pa imenujemo

faktor dusenja. Krozna frekvenca nihala Q2 pa je manjSa od krozne frekvence nedusenega
nihala Q :

Q=\0;- 4.

Zna&ilni &as 7, s katerim pada amplituda nihanja je enak =B ~'. V &asu t pade amplituda
na 1/e=1/3 zacetne vrednosti, v ¢asu 5t pa priblizno na stotino zacetne vrednosti.
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Ker se s casom zmanjSuje amplituda nihala, se s casom zmanjSuje tudi energija nihanja.
To je posledica dela, ki ga opravlja sila upora. Ko je nihalo v skrajni legi je energija
nihanja vzmetnega nihala enaka kx,%/2. V nasem primeru amplituda nihanja xo(t)
eksponentno pada proti nic, zato proti ni¢ pada tudi energija nihanja W(t). Ker je energija
nihanja sorazmerna kvadratu amplitude, velja

W(t)=We™".

Tu je Wy zaCetna energija nihanja.

Vsiljeno nihanje

Nihalu lahko nihanje tudi vsiljujemo. Na nihalo lahko delujemo s ¢asovno
odvisno silo ali navorom. Pri tem zac¢ne nihalo nihati. Zanimal nas bo primer, ko je sila
ali navor sinusna funkcija Casa.

Oglejmo si za zacetek primer, ki ga brez tezav realiziramo. Vzemimo vzmet na
kateri visi utez. Zgornje pritrdiS¢e vzmeti naj sinusno niha v navpicni smeri okrog srednje
lege. UteZ naj bo potopljena v posodo z vodo ali glicerinom. Pri gibanju v kapljevini
namre¢ nastopi sila upora, ki povzroca dusenje nihala.

Poglejmo najprej, kaj opazimo, ko je frekvenca nihanja pritrdiS¢a nizka. Tedaj
utez sledi pritrdiScu. UteZ niha torej v fazi in z enako amplitudo kot pritrdisce.

Povsem drugacna je situacija, ko je frekvenca nihanja pritrdisca blizu lastne
frekvence nihala. Ko za¢ne pritrdiSc¢e nihati, za¢ne nihati tudi utez. Amplituda nihanja
utezi naraSca, dokler ni dosezZeno stacionarno stanje. V stacionarnem stanju niha utez z
enako frekvenco kot pritrdisce, a z drugo fazo. V resonanci, ko je vsiljevana frekvenca
enaka lastni frekvenci nihala, je fazni premik 90°. Ko je pritrdis¢e v skrajni legi, je hitrost
utezi najvecja in ko je hitrost pritrdi§ca najvecja je utez v skrajni legi. Amplituda nihanja
utezi je vecja od amplitude nihanja pritrdiS¢a, odvisna pa je od duSenja nihala. Z
naraS¢anjem dusenja nihala amplituda nihanja utezi v resonanci pada.

Ko postane vsiljevana frekvenca visja od lastne frekvence nihala se amplituda
nihanja utezi zmanjsa in z nara$¢ajoc¢o frekvenco nihanja pritrdisca pada. Utez in
pritrdi$¢e pa nihata drugo proti drugemu torej s faznim premikom 180°.

Kot zgled, s katerim bomo te kvalitativne ugotovitve tudi kvantitativno opisali,
obravnavajmo duSeno vodoravno vzmetno nihalo. Sila upora naj bo sorazmerna hitrosti,
F, = -Kv. Na utez naj deluje v smeri proti pritrdi§¢u vzmeti ¢asovno odvisna sila F(t) =
FosinQt. Pri poljubnem odmiku x iz mirovne lege ob Casu t deluje na utez rezultanta sil
—kx-Kv+F(t), ki je po drugem Newtonovem zakonu enaka ma:
ma = -kx — Kv +F(t).

Enacbo delimo z maso in prepiSemo v znano obliko:
a+ 2Bv + Q¢’x = (Fo/m)sin(Qt).
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Resitev enacbe lahko sestavimo iz dveh delov: iz sploSne reSitve homogenega dela
enacbe in iz ene (partikularne) resitve nehomogenega dela. ReSitev homogenega dela je
pravzaprav duseno nihanje in to v ¢asu, ki je enak nekaj zna¢ilnih asov t, =B, zamre.
Potem ostane samo $e nihanje z vsiljevano frekvenco. Dosezeno je torej stacionarno
stanje, o katerem smo govorili pri kvalitativnem opisu vsiljenega nihanja. ReSitev enacbe
bomo torej iskali v obliki

x = X'sin(Qt) + x"cos(Qt).

Nastavek vstavimo v enacbo za vsiljeno nihanje in izena¢imo koeficient pri sin(€2t) na
levi strani z Fo/m:

x'(Q* = Q%) — x"2BQ = Fy/m.

Koeficient pri cos(€2t) na levi strani enacbe mora biti enak nic:

X2BQ + x"(Q* — Q%) = 0.

Resitvi enacb sta

o (Fy/m)(Q5-Q7)

(Q:-Q*)*+4p7Q7

B (F,/m)2pQ

(Q:-Q*) +4p°Q7%
Odmik telesa od izhodisc¢a lahko zapisemo tudi v obliko x = x(sin(Qt-®). Pri tem je
x'=xgcos® in x" = -xosin®. Amplituda nihanja utezi je enaka
x, = VxZ+x"? = by /m .

Q2 -Q*) +45°Q°
Fazna razlika @ med nihanjem sile in nihanjem utezi pa je enaka
D= arctg(— x—j =arctg % .
x' (Q, —Q%)

Z najvecjo amplitudo niha nihalo v resonanci pri 2 = Q. V primeru Sibkega dusenja
(B<<€Qy) je amplituda nihanja utezi v resonanci enaka xo = Fo/2mB<y = Fo/2k(/€).
Amplituda je torej obratno sorazmerna faktorju dusenja 3.
Fazna razlika @ med nihanjem sile in utezi pa je pri nizkih frekvencah enaka ni¢, v
resonanci 90° in, ko je vsiljevana frekvenca dosti visja od lastne frekvence, postane fazna

razlika enaka 180°. Za tri primere duenja sta frekven&ni odvisnosti X, in @ narisani na
naslednji sliki.

"__

"
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Poglejmo Se, kakSno moc trosi nihalo potem, ko se vzpostavi stacionarno stanje. Moc je
enaka produktu Fv, pri ¢emer je F = Fysin(Qt) hitrost v pa je enaka

v = dx/dt = x'QcosQt — x"QsinOt.

Moc je enaka

FX8 0 + E2 cos200) - FO’; Q

Prva dva €lena sta odvisna od ¢asa. Njuno ¢asovno povprecje je enako ni¢. Tretji ¢len pa
je konstanten in predstavlja povpreéno mo¢ P, ki jo trosi nihalo. Ta je enaka
5o EImp

(Q; -Q°) +4p°Q°
V primeru Sibkega duSenja tro$i nihalo najve¢jo moc, ko je QQyp = Q. Tedaj je povprecna
mo¢ priblizno enaka Fo*/4pm. Nihalo tro§i mo¢ zaradi dela upora.

P=

Na koncu omenimo, da smo zaenkrat obravnavali samo nihanje mehanskih nihal.
Nihanje pa je mnogo bolj sploSen pojav. Srecali ga bomo med drugim Se v elektriki in pri
obravnavanju lastnosti snovi. Kot zanimivost omenimo, da si tudi molekule vode v
kapljevini lahko predstavljamo kot duSena nihala in ¢e jih vzbujamo z mikrovalovi s
frekvenco priblizno 2.5 GHz, ki je v blizini resonan¢ne frekvence vodnih molekul, pride
do porabe moci in gretja vode. Na tej osnovi delujejo mikrovalovne pecice.

GRAVITACIJA

Gravitacijska sila

Gravitacijska sila je privlacna sila, ki deluje med masami. Kot tezo jo obcutimo vsak
dan. Pomembne podatke o naravi te sile so dala opazovanja gibanja planetov. Bistvena
dognanja teh opazovanj so zbrana v treh Keplerjevih zakonih:

- Planet se giblje po elipsi. Sonce je v goriscu elipse.

- Krajevni vektor od sonca do planeta opise v enakih Casih enake plos¢ine.
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- Kvocient kuba velike polosi elipse in kvadrata obhodnega ¢asa okrog sonca je za
vse planete enak.
Tiri planetov se malo razlikujejo od krogov pa tudi s kroZzenjem smo se Ze ukvarjali. Zato
poglejmo, kako bi Keplerjeve zakone prepisali za primer krozenja.

- Planet krozi okoli sonca.

- Kotna hitrost je konstantna.

- Kvocient kuba polmera kroZenja in kvadrata obhodnega ¢asa r'/t” je za vse

planete enak.

Poglejmo, kaj ti poenostavljeni zakoni povedo o gravitacijski sili. Ce planet
enakomerno kroZzi okrog sonca, deluje nanj stalna centripetalna sila proti sredis¢u
kroZenja (soncu). Gravitacijska sila je torej centralna sila, ki je odvisna samo od razdalje r
od sonca do planeta, ni pa odvisna od smeri. Ker je gravitacijska sila F v tem primeru
centripetalna sila velja
F = mo’r = m2n)’r/ty".

Iz te enacbe izraunamo razmerje r'/ty, ki je za vse planete konstantno:

r’/ty> = Fr/m(27)* = konst.

Ta konstanta je neodvisna od polmera krozenja in od mase planeta, saj je za vse planete
enaka. To pa pomeni, da mora biti sila, s katero sonce privlaci planet sorazmerna masi
planeta in obratno sorazmerna kvadratu oddaljenosti od planeta do sonca:

F oc m/r’.

Ker morata v enacbi nastopati masa planeta m in masa sonca M enakopravno je
gravitacijska sila med planetom sorazmerna mM/r*. Vpeljemo gravitacijsko konstanto «
in zapiSemo izraz za silo med planetom in soncem v obliki:

F = xmM/r’.

Enak izraz lahko zapiSemo za silo med dvema majhnima telesoma z masama m; in m, v
razdalji r:

F= Kmlmz/rz.

Gravitacijsko konstanto k izmerimo s Cavendishovo tehtnico. Osnova te tehtnice je
torzijsko nihalo. Na tanki niti visi vodoravna palica, ki ima na konceh pritrjeni utezi z
maso m. Dve drugi utezi z maso m' Sta najprej postavljeni tako, da delujeta z
gravitacijsko silo na uteZi nihala v radialni smeri. Ko se nihalo umiri dodatni utezi
premaknemo in sicer tako, da sta sili na krogli nihala nasprotni kot v zacetku.

Nihalo ni ve¢ v mirovni legi, zato zaniha. Ker so zasuki nihala majhni, jih merimo tako,
da posvetimo s curkom svetlobe na zrcalo, ki je pritrjeno na nihalo in opazujemo odbit
curek na oddaljenem zaslonu. Izmerimo lahko dvoje:

- kot med obema ravnovesnima legama nihala in nihajni Cas, ali

- zacCetni pospesek utezi nihala.
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V obeh primerih lahko izra¢unamo gravitacijsko konstanto k. Ta je enaka
K =6.67259 10" Nm?/kg’.

Mimogrede omenimo, da je drugi Kepplerjev zakon povezan z ohranitvijo vrtilne
koli¢ine. Gravitacijska sila je torej centralna.

Zveza F = km;m,/r%, ki smo jo zapisali za dve tockasti telesi velja tudi &e imamo
opravka z dvema homogenima kroglama, ali kroglo in tockasto maso. V prvem primeru
je r razdalja med srediS¢ema krogel, v drugem pa razdalja med srediS¢em krogle in
tockasto maso. Da je to res ugotovimo, ko izracunamo silo med homogeno krogelno
lupino in to¢kasto maso, ki je zunaj ali znotraj lupine. Ce je totkasta masa znotraj lupine,
je gravitacijska sila lupine nanjo enaka ni¢. Zunaj lupine je gravitacijska sila lupine na
tockasto maso taka, kot bi bila vsa masa lupine zbrana v njenem srediscu.

Naj bo 1 masa na enoto povrsine tanke krogelne lupine, njen polmer pa naj bor.
Tockasto telo z maso M maj bo zunaj krogelne lupine v oddaljenosti d od sredisca lupine.
Mislimo si da je krogelna lupina razrezana na tanke pasove okrog premice, ki povezuje
sredi$¢e lupine in tockasto telo. Od te zveznice merimo kot 9. Pas naj ustreza intervalu
med kotom 3 in 9+dS. Masa dm tega pasu je enaka dm = p(2nrsin3)(rd$9). Prvi oklepaj
predstavlja dolzino pasu, drugi pa Sirino. Oznacimo z x razdaljo med poljubno tocko na
pasu in toc¢kastim telesom, z y pa kot med zveznico tocke na pasu in tockastega telesa in
zveznico srediSca lupine in tockastega telesa.

dm

N

d

=

Gravitacijska sila dF, ki jo na tockasto telo povzro¢a omenjeni pas, je enaka
Mdmcosy  x2aMur’

2 2
X

dF = x

cosy sin 9d 9.
X

Po kosinusnem izreku izraCunamo cosy:

1’ = d® + x* — 2xdcosy.

Prav tako po kosinusnem izreku izraunamo cos$S in potem diferencial sin3dS:
x> =r* + d* - 2rdcos9

xdx = rdsin3d3.

S spremenljivko x je potem dF zapisan

22
dF:mc,uM%(l+d il de.
X

Pri integraciji moramo upostevati da se x spreminja od d-r do d+r pa dobimo

F = k(4nr*w)M/d* = kmM/d*.

Clen v oklepaju je ravno masa krogelne lupine m. Sila je torej taka, kot da je vsa masa
krogelne lupine zbrana v njenem srediscu.
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Ce bi ponovili podoben ra¢un za primer, ko je tokasto telo znotraj lupine bi dobili enak
integral, le integracijski meji bi bili od r-d do r+d. Integral je v tem primeru enak nic.

Pokazali smo torej, da je znotraj tanke homogene krogelne lupine gravitacijska
sila lupine enaka ni¢, zunaj lupine pa je gravitacijska sila lupine taka, kot da bi bila vsa
masa lupine zbrana v njenem sredi¢u. Ce vzamemo kroglo mase M, katere gostota je
odvisna samo od oddaljenosti od sredisca, ne pa od smeri, je zunaj krogle sila na majhno
telo mase m enaka F=kxMm/r?, pri Gemer je r razdalja od sredis¢a krogle do majhnega
telesa. Podobno velja, ¢e imamo opravka z dvema krogelnima telesoma.

Kako pa je znotraj krogelnega telesa? Zaradi enostavnosti vzemimo homogeno
krogelno telo s polmerom R in gostoto p. Ko je majhno telo z maso m v razdalji r (r<R)
od sredisca krogle, delujejo nanj z gravitacijsko silo samo tisti deli krogelnega telesa, ki
so od sredi$¢a oddaljeni za manj kot r. Gravitacijska sila je torej enaka

3
w7
F = = m<mpr'

r 3
Gravitacijska sila je v srediScu krogle enaka ni€ in linearno naras¢a z r do povrsja krogle,
kjer doseze maksimalno vrednost Fy = 4nkmpR/3. Nad povr§jem krogle gravitacijska sila
z nara§¢ajo&im r pada kot F = Fo(R/r)?, pod povr§jem krogle pa naraiéa kot F = Fo(1/R).
Teza je gravitacijska sila v blizini Zemljinega povrsja. Na telo z maso m poljubne
oblike, katerega dimenzije so dosti manjSe or polmera zemlje R, R=~6400 km, deluje
zemlja s silo

mM
RZ

F=x

=mg.

Tezni pospesek je torej enak g=KM/R2. Iz teznega pospeska lahko izracunamo maso
zemlje M = 5.97 10** kg in povpre&no gostoto p= 5.5 kg/dm’.

Tezni pospesek nad povr§jem zemlje z narascajoco visino h pada kot
g(h)=g(R/(R+h))". Ko je h = 1% R = 64 km, pade g za 2 %, kar je enako 0.2 m/s".

Doslej smo racunali, kot da je zemlja krogla, katere gostota je odvisna samo od
oddaljenosti od sredisc¢a. V tem primeru bi bil teznostni pospesek na povrsju zemlje
povsod enak. To je sicer dober prvi priblizek, v resnici pa se g po povr§ju zemlje
spreminja.

Zemljin plas¢ ni homogen in spremembe gostote zemeljskega plasca vplivajo na
spremembe g. Merjenja teh, sicer majhnih, sprememb g uporabljajo v geologiji,
rudarstvu, pri iskanju nafte...

Zemlja nima zares oblike krogle, ampak geoida, ki je na polih splos¢en. Polmer
ekvatorja je za 21 km vecji od oddaljenosti polov od srediS¢a zemlje. Zaradi tega je g na
ekvatorju za priblizno 0,5 % manjsi, kot na polih.

Zaradi vrtenja zemlje nismo v inercialnem sistemu, ampak obcutimo sistemsko,
centrifugalno, silo, ki je enaka mw’r. Na ekvatorju je zaradi centrifugalne sile teznostni
pospesek manjsi za 0.034 m/s’.

Delo gravitacijske sile

Vzemimo dve telesi z masama m; in m,, katerih velikosti sta dosti manjsi od
medsebojne razdalje. Telo (1) naj miruje, telo (2) pa naj se premakne tako, da je v
zacetku opazovanja razdalja med telesoma r;, na koncu opazovanja pa r,. Kolik$no delo
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opravi gravitacijska sila med telesoma? Vzemimo, da se v nekem vmesnem trenutku, ko
je razdalja med telesoma enaka r,telo (2) premakne za ds .
(2)

(1) Iy

my

Pri tem premiku gravitacijska sila opravi delo

dA = Fds = —Fdr ="
r

Tu je dr sprememba oddaljenosti med telesoma. Delo gravitacijske sile pri ve¢jem
premiku je enako

A=

)
j kmm,dr — kmm, kmm,
_ — +
> :

" )

Delo gravitacijske sile je odvisno samo od zacetne in kon¢ne razdalje med telesoma, ni
pa odvisno od poti. Gravitacijska sila je torej konservativna sila. Njeno delo zapiSemo v
obliki A = Wy — Wp,. Tu je W, potencialna energija v zaCetni legi , Wy, pa potencialna
energija v kon¢ni legi opazovanega premika. Gravitacijska potencialna energija dveh
»tockastih« teles v razdalji r je torej enaka

Km,m
W =——1"24 konst.

i r
Konstanto, ki je sicer poljubna, ponavadi izberemo tako, da je pri neskon¢ni oddaljenosti
med telesoma gravitacijska potencialna energija enaka ni¢. Konstanta je torej enaka nic.
Gravitacijska potencialna energija je negativna, kar je povezano s tem, da se telesi
privlagita. Ce ju ho&emo spraviti v neskonéno oddaljenost moramo dovesti delo, zato je
potencialna energija negativna.

Izraz za gravitacijsko potencialno energijo dveh tockastih teles velja tudi, ¢e
imamo opravka s krogelnimi telesi, katerih gostota je odvisna samo od oddaljenosti od
sredisca.

Kot zgled izratunajmo ubezno hitrost z zemlje. Zracni upor zanemarimo. V
blizini povr§ja zemlje je kineticna energija telesa, ki naj bi ravno ubezalo z zemlje, enaka
mv?/2, potencialna pa —xmM/R. V veliko oddaljenosti od zemlje sta obe energiji enaki
ni¢. Ker se energija ohranja velja

V= %z«ﬂgR =11.2km/s.

Ce sestavlja sistem ve¢ teles, je gravitacijska potencialna energija sistema enaka
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Sestevamo po vseh parih in vsak par upostevamo enkrat.

Ce poznamo gravitacijsko potencialno energijo telesa z maso m v odvisnosti od
lege, lahko izra¢unamo silo na to telo. Premik velikosti ds v smeri sile povzroci najvecje
zmanjSanje potencialne energije: dW,, = -Fds. Sila je torej enaka negativni vrednosti
odvoda potencialne energije po premiku v smeri, v kateri potencialna energija
najmocneje narasc¢a. V praksi izra¢unamo silo kot negativno vrednost gradienta
potencialne energije:

F =—gradW, = (—0W, | dx,~0W,, | 8y,~0W, | &z).

Kot primer poglejmo potencialno energijo telesa z maso m v gravitacijskem polju zemlje.
Os z usmerimo pravokotno na Zemljino povrsje stran od srediS¢a zemlje Izhodisce
izberimo na povrsju zemlje. Pri koordinati z je potencialna energija telesa enaka

Wp = -kmM/(R+z). Izracunajmo silo:

F =—gradW, = (0,0,—xmM /(R + z)°).

Sila torej kaze proti srediS¢u zemlje, njena velikost pa se ujema z znanim izrazom. V tem
primeru sicer nismo dobili ni€ novega, je pa zato zgornja zveza koristna, ko je
gravitacijsko polje bolj zapleteno.

Za zakljucek obravnavajmo Se krozenje dveh teles med katerima deluje
gravitacijska sila. Razdalja med telesoma naj bo r. Ce drugih teles ni, ni zunanjih sil in

teziSCe sistema miruje, ali pa se giblje premo in enakomerno, odvisno od opazovalnega
sistem. Opazujmo telesi v teziS¢nem sistemu. V tem sistemu kroZita telesi okrog teziSca.

m1 m2

OO0

Gravitacijska sila je centripetalna sila. Velja:

Km,m
m’r, =—--2
r
2 Kmm,
mw’r, =
htn=r.

Kotna hitrost vrtenja je enaka

K(m +m
K o),

polmera krozenja pa sta

m, . m,

h=r———int=r .
m, +m, m, +m,

68



HIDROSTATIKA

Pod izrazom tekocine bomo razumeli tekoc¢ine v vsakdanjem pomenu, ki jih bomo
imenovali kapljevine in pline. Tekoc¢ine nimajo oblike, ampak zavzamejo obliko posode,
v kateri so. Po drugi strani pa predmeti iz trdnih snovi v obicajnih razmerah ne
spreminjajo oblike.

Tlak

Oglejmo si najprej teko€ine v mirovanju. Na vsako ploskev predmeta, ki je
potopljen v tekoCino, deluje tekocina s silo. Ta sila je pravokotna na ploskev. V
mirovanju v teko€ini ni striznih sil. Poskus pokaZze, da se sila na ploskev ne spreminja, ko
spreminjamo orientacijo ploskve. Ce pogledamo sile na stranske ploskve namisljene
tanke vodoravno lezec€e trikotne prizme in pri tem zanemarimo tezo, morajo biti vse tri

sile v ravnovesju:
F F
N\ |E
[ Fﬂ |

I_:hb

E+E+E=Q
ke

Trikotnik sil je podoben trikotniku robov osnovne ploskve prizme, zato velja
F.Ja=Fyb=FJ/c=F/S,=FySy, =F/S.:=p.

S ¢rko p smo oznacili tlak v teko€ini, ki ga imenujemo hidrostati¢ni tlak. Sila, s katero
tekoc¢ina deluje na poljubno orientirano ploskev velikosti S, je torej enaka F = pS. Enota
za tlak je N/m” ali Pa (pascal). Ve&ja enota za tlak je bar: 1 bar = 10> Pa. Zvezo med silo,
tlakom in ploskvijo lahko zapisSemo tudi v vektorski obliki,

F =pS,

Pri ¢emer je vektor S pravokoten na ploskev, kaze pa ven iz tekoCine. Velikost vektorja
S je seveda enaka velikosti ploskve.

Hidrostati¢ni tlak z globino nara$c¢a. Kako nara$¢a, bomo ugotovili po naslednjem
razmisleku. Vzemimo namisljeno pokon¢no prizmo v mirujo¢i kapljevini. Prizma naj ima
viSino h in velikost osnovne ploskve S. Kapljevina znotraj te namisljene prizme miruje,
zato mora biti vsota sil, ki delujejo nanjo, enaka nic.

= P2)S g
Ji .
h i,i . / Q_F
i F fllmg
== ;[ -------- 7
p(z+h)S
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Nanjo deluje okoljna kapljevina in teza. Naj bo zgornja ploskev prizme v globini z pod
gladino, spodnja ploskev pa v globini z+h. Ce ho¢emo, da sila okoljne kapljevine v
navpicni smeri uravnotezi tezo, mora biti tlak ob spodnji ploskvi p(z+h) ve¢ji kot tlak od
zgornji ploskvi p(z). Velja

p(z+h)S —p(z)S = mg = pShg, oziroma

p(zth) = p(z) +pgh. 5

Naj bo tik nad gladino kapljevine zrac¢ni tlak py. Ce je gladina ravna je tik pod gladino
tudi tlak po. V globini h je tlak

p(h) = po + pgh.

Podobna zveza velja tudi v plinu, ¢e sprememba viSine h in s tem tlaka ni prevelika. S
tlakom se namre¢ spreminja tudi gostota plina. Ce splezamo na hrib, katerega vi§ina nad
okolico je h, bo zra¢ni tlak padel za pgh. Na tej osnovi delujejo preprosti merilniki visine.
Pri ve¢jih spremembah viSine pa se z viSino spreminjata tlak in temperatura in s tem tudi
gostota zraka in je zato spreminjanje tlaka bolj zapleteno.

Kot modelni primer obravnavajmo spreminjanje zranega tlaka z viSino v
izotermni mirujo¢i atmosferi. Ce je temperatura plina konstantna, je konstantno tudi
razmerje p/p. Naj bo tik ob zemeljskem povrsju zracni tlak po = 1 bar, gostota zraka pa
naj bo enaka
po~ 1.26 kg/m’. V poljubni viini z je razmerje p/p enako po/po. Vzemimo navpicen stolp
zraka s presekom S. Tanka plast zraka med viSinama z in z+dz je v ravnovesju, zato je
vsota sil nanjo enaka ni¢. Sila okoljnega zraka v navpicni smeri je torej enaka tezi:

p(z)S — p(z+dz)S = pgSd:z.

Enacbo delimo s Sdz pa dobimo

-dp/dz = pg.

Ce bi bila gostota zraka konstantna, bi bila resitev te enatbe p = py - pgz. Tako resitev

smo dobili pri kapljevinah, za katere smo predpostavili, da so nestisljive. V nasem

modelu se gostota plina spreminja in sicer velja

P = (Py/po)p-

Vstavimo ta izraz v gornjo enacbo in lo¢imo spremenljivki:

dp/p = -(pog/po)dz.

Integrirajmo izraz po visini v mejah od 0 do z in po tlaku v mejah od py do p(z).Dobimo:
Po&= z

p(2)=pe " =pe .
V izotermni atmosferi tlak eksponentno pada z viSino. Znacilna visina zy, v kateri tlak
pade na po/e = p¢/3 je enaka zy = po/pog = 8.6 km. V resnici je padanje tlaka z viSino
hitrejSe, ker z naraS¢ajoco visino pada tudi temperatura.

Tlak v tekoc¢ini lahko tudi pove¢amo. Vzemimo, da posodo s kapljevino zapira bat
s presekom S. Ko pritisnemo na bat s silo F, se ta zaradi stisljivosti kapljevine
zanemarljivo premakne, potem pa obmiruje. Na bat delujeta na eni strani zrak s silo poS
in sila F, na drugi strani pa kapljevina s silo pS.
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Ce tezo bata zanemarimo velja

pS = poS +F, oziroma

p =po+ F/S.

Hidrostati¢ni tlak v posodi naraste za F/S. Ce je v isti visini kot omenjeni bat $e drugi bat
s presekom S', deluje nanj sila

F'= (p-py)S' = F(S'/S).

FS
Sl

Sila F' je lahko mnogo vecja od sile F, ¢e je S'/S>>1. Na tem principu delujejo
hidravli¢ne naprave: stiskalnice, dvigala... Naj bo premik prvega bata x, premik drugega
bata pa x'. Ker je kapljevina prakti¢no nestisljiva velja xS = x'S". Premik vecjega bata je
seveda manjsi, delo sile F pa je enako delusile F': 4 = Fx = F'x'.

V mirujoc¢i tekoc¢ini opazujmo del tekocCine, ki ga omejuje poljubna zakljucena
ploskev. Ker ta del tekoCine miruje, mora sila okoljne tekocine na tekocino znotraj
zakljucene ploskve,

F = § pd§ ,

kazati navpicno navzgor, po velikosti pa mora biti enaka tezi teko¢ine znotraj zakljuc¢ene
ploskve. Ce v tekodino potopimo predmet, katerega povrsje se ujema s prej omenjeno
zakljuceno ploskvijo, je sila okoljne tekoc¢ine enaka kot prej: kaZe navpi¢no navzgor, po
velikosti pa je enaka tezi izpodrinjene tekocCine. To silo imenujemo vzgon. Vzgon
opazimo v kapljevinah in plinih. Ko je povprecna gostota potopljenega predmeta
p =m/V vecja od gostote tekocine, predmet pada navzdol, ker je teza vecja od vzgona.
Ko je vzgon vecji od teze, do Cesar pride, ko je povpre¢na gostota predmeta manjsa od
gostote tekocine, potuje predmet navzgor. V primeru kapljevine tak predmet plava na
povrsini. Potopljen je tolikSen del predmeta, da je vzgon enak tezi. Ko je povprecna
gostota predmeta enaka gostoti tekocine, predmet lebdi. To lahko ilustriramo s primerom
balona na segret zrak. Ko segrejemo zrak v balonu, ga nekaj zapusti balon, povprecna
gostota balona s tem pade in balon se za¢ne dvigati. Ko se balon hladi, vstopa vanj zrak
iz okolice, kajti balon je odprt in tlak v balonu je enak tlaku v okolici. Pri tem povprecna
gostota balona raste in, ko ta preseze gostoto zraka, za¢ne balon padati.

71



Vzgon uporabljamo za merjenje gostote kapljevin. Plava¢ (areometer) plava na povrsju
kapljevine. Del plavaca, ki gleda iz kapljevine, je tem vecji, ¢im vecja je gostota
kapljevine.

Za merjenje tlaka uporabljamo manometre. Primer manometra je manometer na

prozno opno. Ce sta na obeh straneh opne razli¢na tlaka, se bo opna prozno deformirala
(usloc¢ila). Velikost deformacije je sorazmerna razliki tlakov. Z manometrom na opno
torej merimo razliko tlakov. Ce ho¢emo z manometrom na opno meriti tlak, mora biti na
eni strani opne vakuum.
Za merjenje vecjih tlakov uporabljamo Bourdonovo cev. Osnova manometra je zvita
kovinska cev, ki je na enem koncu zamasena. Ko v cevi tlak naraste, se ta poskusa
zravnati. Pri tem pride do prozne deformacije kovine. ZmanjSanje ukrivljenosti cevi je
sorazmerno razliki med tlakom v cevi in tlakom v okolici. Konec cevi je preko vzvodov
pritrjen na kazalec, katerega zasuk je sorazmeren razliki med tlakom v cevi in tlakom v
okolici.

AX

Tap
Majhne razlike tlakov merimo z manometrom na cevko v obliki ¢rke U. V cevki je
kapljevina, ponavadi Zivo srebro, lahko pa tudi voda. Ce sta v krakih manometra razli¢na
tlaka, je tudi visina gladin razli¢na. Visinska razlika gladin Ah je enaka Ap/pg. Pri tem je
Ap razlika tlakov v krakih manometra, p pa gostota kapljevine.

p+Ap P

Ah

Oglejmo si naslednji zgled. Polkrozna lupina s polmerom R se tesno prilega k
ravni steni. Iz lupine deloma izsesamo zrak. Tlak v lupini je p, zunaj lupine pa po (p<po).
S kolik$no silo moramo vleci lupino, da jo odtrgamo od stene?
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Sila, s katero vle¢emo, mora biti enaka sili, s katero zrak pritiska na polkroglo. Smer sile
okoljnega zraka lahko uganemo. Kazala bo v smeri od srednje tocke na povr§ju lupine
proti srediS¢u krogle, torej pravokotno na steno. Izhodis¢e koordinatnega sistema
postavimo v sredis¢e krogle, kot 3 pa merimo proti zveznici med srednjo tocko na
povrsju lupine in srediS¢em krogle Ozek pas na povrsju krogle, ki ustreza intervalu kota
med 9 in 9+d9 ima povrsino dS = (2nRsin9)RA9 = 27R*sin9d9. Velikost sile okoljnega
zraka na ta pas v smeri rezultante je enaka dF = (po-p)dScos3 = (po-p)2nR*sindcosId9.

Z integriranjem po pasovih izraCunamo celotno silo:
/2

F=(p,— p)2nR’ J-singcosSdS =(p, — p)7R’.

0
Sila je torej enaka produktu razlike tlakov po — p in pre¢nega preseka polkrogle nR?. V
primeru, ko je razlika tlakov 1 bar polmer polkrogle pa 10 cm je potrebna sila 3140 N.

PovrsSinska napetost

Drsalci drsijo po povrsini vode , ne da bi se potopili. Ce na vodno povriino
previdno polozimo iglo ali britev ta plava na povrsju in se ne potopi. Ko iglo ali britev
potopimo pod povrsje, se potopi na dno. Ce vodovodno pipo malo odpremo tako, da bo
curek vode tenak, bo ta razpadel v kapljice. Vse to je posledica povrSinske napetosti
vode.
Preprost poskus lahko naredimo z okvirjem z gibljivo precko. Ko med okvir in precko
napnemo milni¢no opno opazimo silo na precko.

r

Ce precko spustimo se zaéne premikati v taki smeri, da se povrsje kapljevine zmanjsuje.
Silo povzroca povrsje kapljevine zato pravimo, da je povr§je kapljevine napeto. Meritve
pokazejo, da je sila sorazmerna dolzini precke 1. ZapiSemo jo v obliki
F=2y
Faktor 2 nastopa, ker ima milnica dve povrsji, y pa imenujemo povrSinska napetost.
Enota za povrsinsko napetost je N/m. Pri sobni temperaturi je povrSinska napetost vode
0.073 N/m, milnice 0.025 N/m, Zivega srebra pa 0.47 N/m.

Povrsinsko napetost merimo tako, da merimo silo, ki je potrebna, da od povrsja
kapljevine odtrgamo tanko krozno platinasto zanko s polmerom r. Sila, s katero povrsje
kapljevine vlece zanko navzdol je enaka F = 2y2nr.
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Napetost povrsja lahko povezemo s povrsinsko energijo. Ko se gibljiva precka na
okviru premakne za x, se povrSina kapljevine zmanjSa za AS = 2Ix, sila povr§ja
kapljevine pa opravi delo A = y2Ix = yAS. To delo je po velikosti enako spremembi
povrsinske energije. PovrSinska energija kapljevine je torej enaka
Wpov = 15.

Povrsinsko energijo si lahko predstavljamo, ¢e pomislimo, da so molekule v kapljevini
bolj vezane, kot molekule na povrsju, zato je tudi njihova energija nizja. Vecji povrsini
ustreza ve¢ molekul na povrsju, zato je tudi povrsSinska energija vecja.

Zaradi povrSinske napetosti tezi povrsje kapljevine k temu, da bi bilo ¢im manjse.
Majhni deli kapljevine se oblikujejo v kroglice, saj ima krogla pri dani prostornini
najmanjSo povrsino.

Milnica ima druga¢no povrSinsko napetost kot voda, ker se dodane molekule
naberejo na povrSju. Njihov hidrofilni del se dotika vode hidrofobni del pa je obrnjen
stran od vode. Te molekule so tudi daljSe in med seboj prepletene, zato se povrsje teze
»pretrga«, kot v primeru vode in omogoca tvorbo open.

Tlak v majhni okrogli kapljici s polmerom r je zaradi povrSinske napetosti vecji
od tlaka v okolici. Ce si mislimo, da je kapljica sestavljena iz dveh polovic, delujeta na
eno polovico dve nasprotni sili: sila zaradi povrSinske napetosti y2nr proti drugi polovici
kapljice in sila zaradi razlike tlakov Apnr® stran od druge polovice kapljice. Sili sta po
velikosti enaki. Zato je razlika tlakov Ap enaka
Ap =2y
Tlak v kapljici naras¢a s padajocim polmerom. V milnem mehurcku je tlak vecji od tlaka
v okolici za Ap = 4y/r, ker ima mehurcek dve povrsji.

V splo$nem sta na straneh ukrivljene kapljevinske povrsine tlaka razli¢na. Razlika tlakov
je enaka

Ap = H(1/r; + 1/r),

pri ¢emer sta r; in r najvecji in najmanjsi polmer pritisnjenega kroga na povrsino. V
primeru krogelne kapljice je r; =, =r, razlika tlakov pa je enaka Ap = 2y/r.

Ce potopimo v kapljevino trden predmet se v skrajni tocki, v kateri se kapljevina dotika
predmeta povrsje tekocine usmeri tako, da tvori s povrSino trdnega predmeta kot, ki je
odvisen od kapljevine, snovi iz katere je narejen trden predmet in tretje snovi, ki je v tem
primeru zrak. Enak kot tvori na meji povrsje kapljevine s povr§jem trdne snovi tudi ce
kanemo kapljo kapljevine na trdno snov. Kot imenujemo mejni kot 6.
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V primeru, ko je tretja snov zrak, je ob stiku vode in stekla mejni kot 0°, vode in srebra
90", vode in parafina 107° in Zivega srebra in stekla 140°. Ce je mejni kot manjsi od 90°,
se ob stiku s trdno steno kapljevina dvigne. V tem primeru kapljevina omodi steno. Ce je
mejni kot ve&ji od 90°, se kapljevina spusti. Kapljevina ne omo¢i stene. Dvig ali spust
kapljevine ob steni je reda velikosti mm. Dosti vecji dvig ali spust kapljevine opazimo,
ko v njo potopimo kapilaro s polmerom r. Vzemimo tako kapilaro, da kapljevina omoci
steno. Pri tem je mejni kot © manjsi od 90°, kapljevina pa se v kapilari dvigne. Povrgje
kapljevine tvori na meji s kapilaro kot 6.

R
0
r

N

Obravnavamo ga kot del krogelne povrsine s polmerom R = r/cos 6. Temu ustreza razlika
tlakov
Ap = 2y/R = 2ycosOr.
Tik pod gladino kapljevine v kapilari je tlak za Ap manjsi od zracnega tlaka po. Ker je
tam, kjer je kapilara potopljena v kapljevino, tlak enak zunanjemu zracnemu tlaku py, je
hidrostati¢ni tlak ob gladini kapljevine v kapilari enak po — pgh, pri ¢emer je h dvig
kapljevine v kapilari. Velja torej
2ycos Oy = pgh.
Kapilarni dvig je enak
h = 2ycos @/ pgr.
V stekleni cevki s polmerom 0.5 mm se voda dvigne za 29 mm.
Kapilarni dvig je eden izmed mehanizmov transporta vode v rastlinah.

Za zakljucek izracunajmo, za koliko se dvigne voda ob steni Cistega steklenega
kozarca. Uporabimo zvezo

Ap = pgy = y(1/r; + 1/r).
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Eden od krivinskih polmerov —vzdolZz stene kozarca - je velik in 1/r zanemarimo, za
drugega — pravokotno na steno - pa uporabimo enacbo za krivinski polmer krivulje:

1 B yH

¥ - (1+yv2)3/2'

Izhodis¢e koordinatnega sistema smo postavili ob steno kozarca v presecisce premice v
smeri nemotene povrsine kapljevine in stene kozarca. Os x kaze proti sredini kozarca. Pri
danem x je tlak v kapljevini tik pod povrSino enak py — pgy, razlika tlakov nad in pod

povrsino pa je enaka pgy ali y/t:

"

a4
(1 +yv2 )3/2 = P8Y-

Drugi odvod y" zapisSemo kot y"=y'dy'/dy, lo¢imo spremenljivki y in y' in integriramo
0 "7 0
y'dy P8
— =5 = | ydy.
Jgg (1+y7)" ! 4
Tik ob steni je dvig kapljevine enak h, odvod y'=dy/dx pa je enak negativni vrednosti

kotangensa mejnega kota. Dale¢ od stene je povrSina kapljevine ravna (y'=0), dvig
kapljevine y pa je enak ni¢. Dvig kapljevine ob steni je enak

h= /2—y(1—sin9).
rg

V primeru vode in stekla je dvig 3.4 mm.

DINAMIKA NEVISKOZNE TEKOCINE.

Tok tekoc¢ine opiSemo na ta nacin, da povemo , kako sta hitrost teko¢ine v(7,¢)in
gostota tekogine p(7,¢)odvisni od kraja in asa. Ce je tok stacionaren se hitrost in
gostota tekoCine ne spreminjata s Casom.

Tok delov teko¢ine bomo ponazorili s tokovnicami. Tokovnica predstavlja tir, po
katerem se giblje majhen del tekocine. Ozek snop tokovnic sestavlja tokovno nit, Sirok
snop tokovnic pa tokovno cev. Volumski tok skozi tokovno nit je enak ®y = dV/dt = vS.
Pri tem je v hitrost tekocine, S pa presek tokovne niti. Masni tok @y, skozi tokovno nit je
enak @y, = dm/dt = p®y = pvS. Ce je tok tekocine stacionaren je vzdolZ tokovne niti
masni tok konstanten. Pri tem se v sploSnem spreminjajo gostota tekoc¢ine, njena hitrost
in presek tokovne niti, njihov produkt, pvS, pa ostaja konstanten. To je posledica zakona
o ohranitvi mase.

Tokovna nit je ozka, zato smo predpostavili, da je hitrost tekoCine po celem
preseku niti enaka. Tokovna cev je $irSa, zato ne moremo vec predpostaviti, da je hitrost

tekocine po celem preseku konstantna. V tem primeru je volumski tok enak @, = I vdS.

Povprecna hitrost teko€ine v tokovni cevi je enaka v =®, /S.Tu je S presek tokovne
cevi. Ker se lahko po preseku cevi spreminja tudi gostota, je masni tok enak
D, = J- pvdS. Zaradi zakona o ohranitvi mase je pri stacionarnem toku vzdolz tokovne
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cevi masni tok konstanten. To je kontinuitetna enacba za primer, ko ni izvorov in
ponorov toka.

Pri gibanju realne viskozne tekocine po cevi lo¢imo turbulentni in laminarni tok.
Pri laminarnem toku se vsak del tekocine giblje po dobro definirani poti, tokovnici. Pri
turbulentnem toku se pojavljajo vrtinci in pot dela tekocine po cevi ni ve¢ dobro
definirana. Tokovnice se premikajo in prepletajo. Laminarni tok se pojavlja pri poasnem
toku viskozne tekocine. Tik ob steni je hitrost teko¢ine enaka ni€. Proti sredini cevi
hitrost tekoc¢ine narasca. Profil hitrosti je paraboli¢en. Drugace je pri turbulentnem toku.
Tudi tu je tik ob steni hitrost teko¢ine enaka ni¢. Ob steni je tanka laminarna mejna plast,
kamor vrtinci ne sezejo. Po vecjem delu cevi se pojavljajo vrtinci. O profilu hitrosti tu ne
moremo govoriti. Lahko pa govorimo o profilu povprecne hitrosti. Ta je po vecjem delu
cevi priblizno konstantna, ob stenah cevi pa skozi laminarno mejno plast pade na nic.

neviskozna laminarni turbulentni
tekocina tok tok
\'} \'J <\y>

Namesto realne tekocine se najprej lotimo neviskozne tekoc¢ine. Predpostavimo,
da je tekocCina nestisljiva in brez trenja drsi ob stenah cevi. Noben od teh pogojev ne velja
za realno tekoc€ino, je pa to boljsi priblizek za turbulentni, kot za laminarni tok.
Obravnavajmo stacionarni tok neviskozne tekocine po cevi. Pri tem toku je hitrost po
celem preseku cevi konstantna in od ¢asa neodvisna. Vzemimo dve poljubni mesti (1) in
(2) vzdolz toka tekocine.

Na mestu (1) je tlak py, hitrost tekoCine v, presek cevi S; in viSina nad izbranim nivojem
z;. Na mestu (2) je tlak p,, hitrost tekoCine v,, presek cevi S, in viSina nad izbranim
nivojem z,. Obravnavajmo stolpec tekocine, ki je bil ob ¢asu t med mestoma (1) in (2).
Ob casu t+dt se zgornja meja premakne za v,dt, spodnja pa za v,dt. Ker je tekoc¢ina
nestisljiva velja S;v;dt = S,vodt = AV. 1zrek o kineti¢ni energiji za obravnavano tekocino
pove:
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PIAV = py AV = pAV(v = v2)/2+ pAVg(z, — z)),

ali ¢e delimo z AV in preuredimo

pi+ pvi/2 +pgz; = py + pva’/2 + pgzo.

Ker sta mesti (1) in (2) izbrani poljubno velja ta enakost za katerikoli dve mesti. To
pomeni, da je vzdolZ toka vsota tlaka, gostote kineti¢ne energije in gostote potencialne
energije konstantna. Dobili smo Bernoullijevo enacbo

p + pv’/2 + pgz = konst.

Bernoullijeva enacba velja pri stacionarnem toku neviskozne tekocine. Pri toku
realne tekoCine se vsota tlaka, gostote kineticne energije in gostote potencialne energije
vzdolz toka manjsa. UposStevati je namrec treba delo sile cevi. Ker pogoji za veljavnost
Bernoullijeve enacbe v sploSnem niso izpolnjeni, jo bomo uporabili predvsem za ocene.

Ocenimo, s kolik$no hitrostjo izteka kapljevina skozi odprtino na dnu posode, ¢e
je visina kapljevine v posodi enaka h.

Tok kapljevine ni stacionaren, a ¢e je presek posode Sp mnogo vecji od preseka
odprtine S, lahko reCemo da je tok priblizno stacionaren in uporabimo Bernoullijevo
enacbo. Mesto (1) naj predstavlja gladina kapljevine v posodi, mesto (2) pa naj bo tik za
izhodom kapljevine iz odprtine. Visina mesta (2) naj bo enaka ni¢. Hitrost kapljevine na
mestu (1) zanemarimo, na mestu (2) pa naj bo enaka v. Tlak je na obeh mestih enak
zratnemu tlaku py. ZapiSimo Bernoullijevo enacbo:
po+ pgh =po + pv’/2.

Hitrost kapljevine po izhodu iz posode je enaka v =,/2gh. To je ravno hitrost prostega
pada z vigine h. Ce curek usmerimo navzgor bi moral dosegi visino gladine. Poskus
pokaze da curek te viSine ne doseZze, a razlika ni prevelika.

Kot drugi primer ocenimo, v kolik§nem ¢asu bi z natego izpraznili posodo, v
kateri je kapljevina s prostornino V. V posodo potopimo s kapljevino napolnjeno cev s
presekom S. Zgornji konec cevi je na dnu posode, spodnji konec cevi pa je nizje. Ko je
posoda polna naj bo viSinska razlika med spodnjim koncem cevi in gladino kapljevine
enaka h;. Visinska razlika med dnom posode in spodnjim koncem cevi pa naj bo h,.
Uporabimo Bernoullijevo enacbo. Mesto (1) naj bo na gladini kapljevine v posodi, mesto
(2) pa tik po izhodu kapljevine iz cevi. Enako kot v prejSnjem primeru izraCunamo hitrost

tekocine po izstopu iz cevi. Enaka je v =,/2gh. pri tem je h viSinska razlika med gladino

kapljevine in spodnjim koncem cevi. Ko se gladina niza se hitrost manjSa. Pri nasi oceni
bomo racunali s konstantno hitrostjo, ki ustreza povprecni visinski razliki

h = T(h+hy)v= \/2gh . Prostorninski tok je tedaj enak

@y = vS, Cas iztekanja t pa je priblizno enak

V V
t=—o

O, S.2gh

Venturijevo cev uporabljamo za merjenje hitrosti tekocine. To je cev, ki se s
preseka S zozi na presek S' in potem zopet razsiri na presek S. V SirSem delu cevi je
hitrost tekoc¢ine enaka v, v oZjem pa v'. Tlak v SirSem delu cevi oznacimo s p, v ozjem
delu cevi pa s p'. Predpostavimo, da je tekocina nestisljiva. V tem primeru je
prostorninski tok povsod enak: @y =vS =v'S".

78



Zapisimo Bernoullijevo enacbo za primer, ko je cev vodoravna:

pVZ pv|2

+—=p+—.
Proym =T,

Razlika tlakov p-p' je enaka

Py o 2R (S)
p-p=L0) =2 {[Sj 1}

Za merjenje razlike tlakov uporabimo manometer s cevko v obliko ¢rke U, v kateri je
kapljevina (ponavadi Hg) z gostoto p'. Visinska razlika gladin kapljevine v manometru
Ah je enaka

2 2
Al = (p—p)(p'— plg=—"—— [ﬁj ~1|.
(p=p)(p' - p)g 2% (p,_p)( o ]
Z merjenjem razlike tlakov izmerimo hitrost teko¢ine. Merilnik ni linearen. Manj je
obcutljiv pri majhnih hitrostih, bolj pa pri velikih.

S pomocjo Bernoullijeve enacbe lahko razlozimo tudi silo na letalsko krilo. Krilo
je oblikovano tako, da je hitrost zraka, ki ga obteka, na zgornji strani vecja kot na spodnji
strani. Zaradi tega je, da je nad krilom manjsi tlak, kot pod krilom. Posledica tega je sila,
ki deluje navzgor, ko se letalo giblje. To silo imenujemo dinami¢ni vzgon.

Ce v tok tekocine postavimo oviro, ob njej tlak naraste. Vzemimo tokovno nit, ki
ima smer proti oviri in uporabimo Bernoullijevo enac¢bo. Dale¢ od ovire je hitrost
tekocine enaka v, ob oviri pa ni¢. Dale¢ od ovire je tlak py, ob oviri pa p. Ce

predpostavimo, da teCe tekoc¢ina vodoravno velja
2

pv

P=pPyt 5
Tlak ob oviri je za pv*/2 vegji od tlaka v okolici. To razliko tlakov imenujemo zastojni
tlak. Zastojni tlak izmerimo s Prandtlovo cevjo. To je cev, ki ima eno odprtino obrnjeno v
smer iz katere tece tekocCina, drugo pa pri strani. Cev, na zacetku katere je tlak povecan za
zastojni tlak in cev, na zacetku katere tlak ni povecan, sta prikljuceni na kraka manometra
v obliki ¢rke U. Manometer meri zastojni tlak. Prandtlovo cev lahko uporabimo tudi za
merjenje hitrosti pri gibanju v tekoéini. Ce se Prandtlova cev giblje po mirujoéi teko¢ini s
hitrostjo v, kaze manometer razliko tlakov pv?/2.

Kot zgled ocenimo silo, s katero moramo vle¢i kljuko na vratih, da jih odpremo,
¢e piha proti vratom veter s hitrostjo v =10 m/s. Vrata maj bodo visoka a = 2m in Siroka

79



b = 1m, pravokotna razdalja od kljuke do osi pa naj bo r = 0.9 m. Gostota zraka je enaka
p=126kg/m’.

Os x usmerimo pravokotno od osi proti prostemu koncu vrat. Na ozek trak s Sirino dx, ki
lezi v razdalji med x in x+dx od osi, deluje veter s silo

dF = (pv’/2)adbx.

Tej sili ustreza navor

dM = xdF = (pv’/2)axdbx.

Z integracijo po x od ni¢ do b dobimo navor

M = (pv’/2)(ab’/2),

sila F, s katero moramo vleci za kljuko, pa je enaka

F = M/r = (pv*/2)(ab’/2r) = 70 N.

Zastojni tlak uporabimo pri raCunanju upora. Vzemimo, da tece tekocina s
hitrostjo v pravokotni smeri proti ravni plosci s plos¢ino S. Pred plosco tlak naraste. Tlak
najbrz ne naraste povsod enako, a mi bomo predpostavili, da pred celo plosco tlak naraste
za zastojni tlak. Za ploS€o se pojavijo vrtinci in tam se tlak dosti ne spreminja.
Predpostavili bomo, da je za plosc¢o tak tlak, kot v okolici.

B
s

N R

Sila, ki pri tem deluje na plosco je priblizno enaka
F = (pv*/2)S. Ena&bi dodamo koeficient upora c,, ki ga moramo dologiti
eksperimentalno:

\

2
F:cuﬂS.
2

Zapisali smo kvadratni zakon upora, ki velja, ko tekocina obliva telo ali pa, ko se telo
giblje po tekocini. Pri tem je v relativna hitrost telesa glede na tekocino, S pre¢ni presek
telesa, koeficient upora c, pa je odvisen od oblike in orientacije telesa ter ga je treba
dolociti eksperimentalno. Za plosco, ki se giblje pravokotno glede na tekocino, je ¢, =
1.1, za kroglo pa 0.4. Telo s hidrodinami¢no obliko ima koeficient upora 0.04, avtomobili
pa ponavadi med 0.3 in 0.4.

Kot zgled izracunajmo hitrost, s katero pada v vodi kamen v obliki krogle s
polmerom 1 cm. Gostota kamna p naj bo p = 3 kg/dm’.
Na kamen delujejo teza, vzgon in upor. Upor je odvisen od hitrosti in hitrost kamna
naraSca toliko ¢asa dokler niso vse tri sile v ravnovesju:
3 4727/'3

= +c

Z po smo oznacili gostoto vode. Iz te enacbe izraCunamo hitrost:

2
14 2
poom,.

4
o)
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v, = M =12m/s.
’ 3cup0

Ocenimo $e, koliko Casa traja pospeSevanje kamna in, kolik§no pot pri tem napravi.
Predpostavimo, da je zaCetna hitrost kamna ni¢. Zacetni pospesek kamna a je enak
a=g(p— po)/p = 6.5 m/s*. Cas pospesevanja At bomo ocenili tako, da bomo izratunali, v
kolik§nem ¢asu bi kamen dosegel kon¢no hitrost vo = 1.2 m/s, ¢e bi bil pospesek vseskozi
enak a:
At=vo/a=0.18s.
V resnici traja pospesevanje kamna nekaj At. Pot s , ki jo naredi kamen med
pospesevanjem, bomo ocenili tako, da bomo Cas pospesevanja pomnozili s hitrostjo vy:
S =vVvoAt=0.22 m.

Zdaj, ko smo napravili oceno, se lahko lotimo Se bolj zahtevnega racuna.

Zapisimo drugi Newtonov zakon za kamen:

4m? 4’ 4m? PR po(ve =v)
a= - —-c,——m" =c,————=mr".
3 p 3 g pO 3 g u 2 u 2

Pospesek je enak:

yol

a= 3Py (ve =Vv7).

8pr
Zapisimo a = dv/dt, lo¢imo spremenljivki pa dobimo
dv dv
+ =dt/r.

Vo=V VTtV

Tuje r=—"_ _0.083s.

3¢, Povo
Resitev gornje enacbe je
1 _ e—t/z’
N e

Hitrost kamna se priblizuje kon¢ni hitrosti vy eksponentno z znacilnim ¢asom t. Ta je
priblizno enak polovici ocenjenega ¢asa At kar pomeni, da smo ¢as pospesevanja kar
dobro ocenili.

Na enak nacin lahko ocenimo hitrost padanja padalca, lista papirja...

VISKOZNOST

Dajmo med dve stekleni plos¢i kapljo medu in poskusimo premikati plos¢i drugo
proti drugi. PokaZe se, da je za enakomerno premikanje ploS¢ potrebna sila. Sila linearno
naraSc¢a z narascajoco hitrostjo. Podobno opazimo, ko se v cevi vrti valj, prostor med
valjem in cevjo pa je izpolnjen z oljem. Za enakomerno vrtenje valja je potreben navor. Z
nara$¢ajoco kotno hitrostjo navor linearno narasca.

Sila in navor sta v teh primerih posledica viskoznosti. Plast kapljevine, ki je v
stiku s trdno steno, glede na steno miruje. V primeru dveh vzporednih plos¢, med
katerima je kapljevina, se plast kapljevine, ki je v stiku s premikajoco se plosco, giblje s
hitrostjo plosce, plast kapljevine, ki je v stiku z mirujoco plosco pa miruje. Vmes pride do
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trenja med plastmi kapljevine, katerih hitrost linearno narasca v smeri od mirujoce proti

premikajoci se plosci.

.

|

Vse skupaj seveda velja, Ce je plast kapljevine tanka. Sila, ki je potrebna za premikanje
ene plosce proti drugi je odvisna od velikosti povrsine plosce S, ki je v siku s kapljevino,
in strizne hitrosti v/d. Tu je v hitrost ene plosce proti drugi, d pa debelina kapljevinske

plasti. Velja torej

F = Snv/d.

Koeficient 1 imenujemo viskoznost. Viskoznost je odvisna od snovi in temperature.
Naslednja tabela podaja viskoznost nekaterih kapljevin pri 20 °C.

| kapljevina | n [Ns/m?|
etilni alkohol 0.248 x 107
laceton 0.326 x 107
metilni alkohol 0.59 x 107
benzen 0.64 x 107
voda 11.0030 x 1073
|nitrobenzen |2.0 x 107
|Zivo srebro |17.0 x 107
|Zvep1ena kislina |30 x 107
|olivno olje |81 x 107
|ricinusovo olje |0.985
glicerin 11.485

|sta1j eni polimeri | 10°

|bitumen |107

Viskoznost opazimo tudi pri plinih. Pri 20 °C je viskoznost vode 10~ Ns/m?, glicerina
1.485 Ns/m?, strojnih olj nekaj desetin Ns/m?, zraka pa 1.7 10” Ns/m”. Ker se viskoznost
strojnih olj mo¢no spreminja s temperaturo uporabljamo pri razlicnih temperaturah

razli¢ne meSanice.

Ce v smeri, v kateri se spreminja hitrost, vpeljemo koordinato z, lahko strizno

hitrost v/d zapisemo tudi ko dv/dz, izraz za silo pa

F = Sndv/dz.

Kot zgled obravnavajmo preprost lezaj, pri katerem se v cevi dolzine | in polmera
r vrti valjasta os, med cevjo on osjo pa je tanka plast olja debeline d, d<<r. Naj se vrti os s
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kotno hitrostjo ®. Hitrost na obodu osi, ki je tudi hitrost oljne plasti tik ob osi je enaka
or. Navor, ki je za to potreben je

or  2anor’
M=8Sn—r-= ZRnOr

d d
Navor je sorazmeren viskoznosti in kotni hitrosti. Z merjenjem navora lahko izmerimo

viskoznost. Mo¢, ki se trosi v takem lezaju je enaka
2anw’r’
P=Mep=""12T
d
Moc¢ narasc¢a s kvadratom kotne hitrosti.

Ocenimo silo, ki deluje na kroglico, ki se giblje v viskozni tekocini.
Predpostavimo, da teko¢ina laminarno obliva kroglo.

Uporabimo enacbo F=Snv/d. Za S vzamemo povrsino kroglice, v je hitrost kroglice glede
na okoljno tekocCino, d pa razdalja, v kateri hitrost tekoCine glede na hitrost teko¢ine ob
kroglici znatno pade. Ta razdalja je priblizno enaka polmeru kroglice r. Pri teh
predpostavkah je ocena za silo upora, s katero viskozna tekocina deluje na kroglico enaka
F = 47nrv. Precej bolj zapleten racun da Stokesov zakon
F = 6mrny.
Vidimo, da je nasa ocena kar dober priblizek za silo upora.

Ocenimo Se, s kolik$no silo deluje viskozna tekocina na nit dolZine 1 in polmera r
(r<<l), ki jo obliva v pre¢ni smeri s hitrostjo v. Za S vzamemo plas¢ valja 2nrl, za d pa
polmer niti r in dobimo
F=2ndnv.
Sila je sorazmerna dolzini niti, ni pa odvisna od njenega polmera.

V splosnem bomo silo upora na predmet, ki se giblje v viskozni tekocini, ocenili
kot F'= Inv, pri ¢emer bomo za | izbrali znacCilno precno dimenzijo predmeta, ponavadi
vecjo.

Kot zgled izratunajmo hitrost padanja kroglice s polmerom r=1mm in z gostoto
p=7.6 kg/dm’ v viskozni tekogini z viskoznostjo n=0.2 Ns/m? in gostoto pp=0.8 kg/dm’.
Ko kroglico spustimo, zacne njena hitrost narasc¢ati, dokler ne doseze vrednosti vy, pri
kateri so teza, vzgon in upor v ravnovesju:

4 5 4
5727” pg = gmf Pog +6mnry,.
Hitrost vy je enaka

:w:7_6cm/s_
n

Vo
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Ocenimo lahko Se znacilni ¢as 7, s katerim se hitrost kroglice priblizuje hitrosti vy.
Zacetni pospesek kroglice a je enak a = g(p — po)/p. Znacilni ¢as 1 je enak v/a,

2
T = 2r°p = 8.4 ms.

o

Kroglica doseze koncno hitrost vy v nekaj znacilnih ¢asih 1. V tem casu prepotuje pot, ki
je enaka nekajkrat vyt = 0.64 mm. Znacilni €as T in ustrezna pot sta obic¢ajno zelo kratka.
Z merjenjem hitrosti padanja kroglice v teko€ini merimo viskoznost.

Pri rac¢unu upora v viskozni teko¢ini smo dobili linearni zakon upora, v
neviskozni pa kvadratni zakon upora. VpraSanje je, kdaj velja eden, kdaj drugi. Odgovor
nam da primerjava njunih velikosti. Linearni upor ocenimo kot F; = /nv, kvadratnega pa

kot F~ pv’I’. Razmerje kvadratnega in linearnega upora,
Fe P _Re.
L

je Stevilo, ki ga imenujemo Reynoldsovo Stevilo. Poskusi kazejo, da za Re<I velja
linearni zakon upora, za Re>1000 pa kvadratni zakon upora.

Viskoznost vpliva tudi na tok tekocine po cevi. Vzemimo cev kroznega preseka z
dolZino I in polmerom R . Po cevi naj laminarno in stacionarno tece tekocina z
viskoznostjo 1. Med koncema cevi naj bo tlacna razlika Ap. Oglejmo si valj tekoc¢ine s
polmerom r. V smeri gibanja deluje nanj sila Apnr, ki je posledica tlacne razlike. V
nasprotni smeri deluje viskozna sila, ki prijemlje na povr§ju valja in je enaka
n2mrl(-dv/dr). V oklepaju smo zapisali znak -, ker je dv/dr<0. Ker je gibanje tekocCine
stacionarno, sta ti dve sili enaki. Iz tega sledi
d_ A
dr  2nl
Enacbo pomnoZzimo z dr in integriramo po radiju od r do R. Pri tem se hitrost spremeni
od v do ni¢. Kot rezultat dobimo
V= g(R2 7).

4nl
Profil hitrosti je paraboli¢en, najvecja pa je hitrost tekoc€ine na sredi cevi, kjer je enaka

ApR?/4n]. Prostorninski tok je enak
T 7ApR*

D, =J.vdS:jv27z7fdr= pE
0 &nl

Povpre¢na hitrost v = ®, /7R’ je enaka ApR?/8nL, kar je ravno polovica najveje hitrosti.

Z merjenjem prostorninskega toka skozi tanko cev pri znani tlacni razliki Ap
lahko izmerimo viskoznost tekocine.

Kot smo ze omenili je tok po ceveh lahko laminaren ali turbulenten. Kriterij, ki
pove, s kak§nim tokom imamo opravka, je zopet Reynoldsovo Stevilo. V primeru cevi
kroznega preseka je definirano kot Re = pv(2R)/n. Ko je Re <2000 je tok laminaren,
pri Re > 3000 pa turbulenten. Vmes je tok nestabilen. Nekaj ¢asa je laminaren, potem
postane turbulenten pa spet laminaren...
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