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1. Idealne tekocCine

Preglejmo osnovne koncepte. Dinamiko neviskoznih tekocin opiSe Eulerjeva enacba (2.
Newtonov zakon za delCek tekoCine, zapisan na enoto prostornine):
dv ov
_— = —_— . v = 7v 1.1
T p(m%w W) P (1.1)

kjer je v hitrost tekocine v neki tocki, p pa tlak v njej. Ohranitev mase zapiSemo s kontinui-
tetno enacbo za gostoto p:

dp

— +V. =0, 1.2

5 TV () (1.2)
kjer je pv gostota masnega toka (masni tok na enoto povrsine). Tudi Eulerjevo enacbo lahko
zapiSemo v obliki kontinuitetne enacbe — za gostoto gibalne koli¢ine g (zaradi jasnosti tokrat

v komponentni obliki):
8gi 0
- 4+ —1II;; =0, 1.3
ot + 8xj J ( )
kjer je 11;; = pv;v; + pd;; gostota toka gibalne kolicine, ki je tenzor, saj je gibalna koli¢ina
vektor.
Ce poznamo vrtin¢nost w(r) = V x v hitrostnega polja, le-to (do konstante in brezvr-

tincnega dela) dobimo po Biot-Savartu (popolna analogija z magnetnim poljem, V x H =
j «— Vxv=uw):

_ 1 [ ,w() x(r—1)
v(r) = g /d T TP (1.4)
oziroma r a x ( N
r—r
Wﬂ4ﬂ/h—ﬂﬁ’ (1.5)

¢e je vsa vrtin¢nost zbrana na neskon¢no tanki vrtincni niti s cirkulacijo I' in integracija tece
vzdolzZ nje.

Bernoullijeve enatbe so posledica ohranitve energije. Ce je tok brezvrtinéen (V x v = 0,
v = Vo), velja
1y 09
= — | =0, 1.6
2" T o (1.6
kjer je ® potencial na enoto mase, npr. gravitacijski potencial & = gz, kjer je z viSina. Vre-
dnost izraza v oklepaju je torej v danem trenutku po vsej teko€ini enaka. Ce je tok obenem
Se stacionaren, neodvisno od ¢asa velja

v<p+®+
1)

1
v<i+¢+2ﬁ)=0. 1.7)

2



Pretakanje po ceveh 3

Za stacionarno, a v splosSnem vrtincno hitrostno polje pa velja Bernoullijeva enacba le v
obliki

1
v.v<p+¢,+v2):o, (1.8)
p 2
torej je vrednost izraza v oklepaju konstantna le vzdolz tokovnice. Bernoullijeve enacbe smo

zapisali za primer nestisljive tekoCine (p = const.). Veljajo tudi v stisljivem primeru, Ce je
gostota le funkcija tlaka in ¢len p/p posplo§imo v fop dp/p(p).

Pri dvorazseZnem nestisljivem (V - v = 0) brezvrtinénem toku (torej V- V¢ = V2¢ = 0)
smemo zaradi V - v = ( definirati tokovno funkcijo

oy (90 00\ _ (0¢ 9y
(UzaUy) = (81}’ 8y> = (8y’ 8$) ) (L.9)

od koder sledi, da je tudi V21 = 0 ter da je
v-Vi=0 (1.10)

in je torej ¥ konstanten vzdolz tokovnice (odtod ime). Iz Cauchy-Riemannovih zvez (1.9) pa
sledi, da je
w(z) = ¢(z,y) +i(r,y), z==z+iy, (L.11)

analiti¢na funkcija v kompleksnem, ki torej vedno predstavlja nek nestisljiv brezvrtincni tok.
Njen odvod je
dw 09 0 dp O
&z ox  oxr 1oy oy
Volumski pretok @ ¢ez poljubno krivuljo (smo v 2D), ki poteka med to¢kama r; in ro, se
izraza s tokovno funkcijo kot

Vg — vy, (1.12)

Q:/I‘lev-n:/TQUggdy_Uyd.’L‘:w(I‘g)—w(rl), (1.13)

ry

z normalo na krivuljo n = (dy, —dx)/dl in upo$tevanjem definicije (1.9).

1.1 Pretakanje po ceveh

Naloga Lj

Curek tekocine pada pravokotno na steno in spolzi ob njej. Koliksna je sila na steno?

Rezultat Ze poznamo, zato bomo ta primer izkoristili za ilustracijo postopka reSevanja.
Zaradi stacionarnosti hitrostnega polja je gibalna koli¢ina izbranega dela tekoCine — curka
med koncem cevi in steno — konstantna:

aG; dg; d
= = = — _— g - . - .
0=" /dV = /dV o, I, f{ ds; 11, (1.14)
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Slika 1.1: Curek, ki priteCe iz cevi, pada pravokotno na steno in nato spolzi ob nje;j.

kjer smo najprej uporabili enacbo (1.3), nazadnje pa volumski integral prevedli na integral po
povrsinah Sp, S5 in S3. Tlaka ob prvih dveh sta enaka zracnemu, ki ga lahko postavimo na 0,
tlak p3 ob steni pa bo ravno podajal ZapiSimo po komponentah (os x naj bo v smeri hitrosti):

0 = senadaljuje... (1.15)

Izberimo koordinatni sistem tako, da bo os x vzporedna curku in bo kazala v nasprotni
smeri kot normala na ploskev. Za del curka, kjer voda ni ve¢ v cevi in ga na sliki omejujejo
ploskve Si, Sy in S5, zapiSimo enacbo (??) po komponentah. Pri zapisu tlakov p;, ps in
p3 bomo upostevali, da je za vodo med cevjo in steno tlak znotraj mejne ploskve enak tlaku
zunaj nje. Zato sta p; in po enaka nic, p3 pa je sila vode na enoto povrSine stene.

0G
o :/Qvfx dSlfC+/(p3+QU§x) dS3q, (1.16)
oG
Tty :/Q’Ulmvly dSlm"‘/QvSmUBy dSSz (117)

Upostevali smo, da imata ploskvi S in S3 samo komponento v smeri x, za ploskev Sy pa
velja, da je hitrost povsod na povrsini pravokotna na normalo ploskve in je zato ¢len o(v-f1)v
enak nic. Ker je tudi ps = 0, je prispevek ploskve 2 v enacbah (1.16) in (1.17) enak nic.

Upostevajmo Se, da je stanje kvazistacionarno in velja, da je %—? =0inF3 = [pdS;.
Za primer, ko v cevi ni nadtlaka, tako sledita izraza

0G,
ot

oG,
ot

= —Fp, = 0.

:/gv%dSl—ngzo in

Komponenti sile sta potem enaki
2
F 2¢ — 0V S 1

Fay = 0.
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Naloga Lﬁ

Nestisljiva neviskozna tekocina tece po cevi s kolenom, ki zasuka smer curka za kot o. S
koliksno silo deluje voda na cev, Ce je v kraku pod kolenom hitrost tekocine v1, nadtlak enak
p1 in presek cevi S1, v kraku za kolenom pa ima tekocina hitrost v, nadtlak v cevi je po,
presek cevi pa je So?

Slika 1.2: Nestisljiva tekocina tece po cevi s kolenom, ki zasuka smer curka.

Zapisimo komponenti ¢asovnega odvoda gibalne koli¢ine tekocine v cevi in upostevajmo,
da je hitrost ob stenah cevi pravokotna na normalo stene. Integral tlaka po povrSini cevi
zapi§imo z F,,. Hitrost v, je enaka v1(1,0), v3 = (cos avs,sinavs), dS; = dS1(—1,0) in
dS5 = dS5(cos v, sin ), gibanje pa je kvazistacionarno.

0G
a / (p1 + 0vf) dSy — F, — / (p2 + ov3 cos® a) cos v dSs —
— /QU?Q) cosasin® adS; = 0,
aGy——F—(+2'2 inadSs — [ ovisi 2adS; =0
5 — Tty P2 + ov5 sin” a) sina dSs ov3 sinacos® adS3 = 0.
Ko izraza uredimo in integriramo, vidimo, da je

F, = (p1 + ov})S1 — (p3 + 0v3) S5 cos v, (1.18)
F, = —(p3 + ov3)Szsin a. (1.19)

V nadaljevanju si bomo ogledali tri posebne primere:

e 51 = S5 = S. Iz zakona o ohranitvi pretoka sledi, da je
Svy = Svy = v =g,

iz Bernoullijeve enacbe
1

pl—i-2

1
0v3 + oghi = p2 + 591}3 + oghs (1.20)
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pa preberemo Se, da je p; = po, saj sta v naSem primeru oba konca cevi na isti visini.
Tako dobimo za silo na cev izraza

F, = (p1 + ov})S(1 — cos ) in F, = —(p1 + ov})Ssina. (1.21)

e S5 =5y = Sinp; = pp = 0, kar pomeni, da je tlak v obeh krakih cevi enak
zunanjemu zra¢nemu tlaku. Vstavimo p; = pa = 0 v enacbi (1.21), pa dobimo

F, = oviS(1 — cos ),
F, = —oviSsina.

e Cev je zozZena, a brez kolena (« = 0). Vstavimo v enacbi (1.18) in (1.19) a = 0,
upostevajmo kontinuitetno enacbo S;v; = Syvs in Bernoullijevo enacbo (1.20):

1
F, =p1(S1 — S9) + oviS1 <1 - 5(52/51 + 51/52)> ;

F, =0.

Ce izenaCimo S in So, kar ustreza cevi s konstantnim presekom, postane sila F,, enaka
ni¢. Na ravno ceyv, po kateri teCe neviskozna tekocina, pac¢ ne deluje nobena sila.

1.2 Dvorazsezni primeri

V nadaljevanju nas bodo zanimale nestisljive in brezvrtin¢ne tekocine. Poiskali bomo hitro-
stna polja v vec razli¢nih dvodimenzionalnih primerih. Za nestisljive tekoCine velja % =0,

zato sledi iz kontinuitetne enacbe % +V-v=02zveza
V-v=0. (1.22)

Upostevajmo Se, da nas zanimajo dvodimenzionalni primeri, in sicer ravnine, ki so pravoko-
tne na g. V tem primeru lahko zadnji &len v Eulerjevi enacbi, 2¥ + (v - V)v = -V(E) +e.
zanemarimo. Ce delujemo nato na celo enacbo $e z operatorjem V x in upo§tevamo, da je
1V(v?) = v x (V x v) + (v - V)v, sledi enacba, Katere reSitev je V x v = 0. Ker je
V x (V¢) = 0, lahko v izrazimo z gradientom neke funkcije ¢:

Vxv=0 = v:V¢:(gf,(;(5>. (1.23)
Upostevajmo Se enacbo (1.22), pa dobimo
A¢p = 0. (1.24)
V nadaljevanju bomo uvedli $e funkcijo v, ki naj bo definirana takole:
vmza—w, vy:—a—w. (1.25)
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Pokazimo, da opisuje v tokovnico. Spremembo 1) vzdolz tokovnice zapiSemo kot

&p dgc + g—d}dy = —vydx + v.dy, (1.26)

dy =
kjer mora kazati vektor (dx,dy) vzdolZ tokovnice, torej je vzporeden hitrosti. Vzporedna
vektorja imata isti naklon: Z—y = %. Vstavimo tole enacbo v enacbo (1.26), pa dobimo

dy = 0.

Vprasali se bomo Se, kolikSen je prostorninski pretok () med dvema tockama v tekocini.
Oznac¢imo tocki z A in B. Pretok bomo izracunali tako, da bomo po poti iz to¢ke A v tocko
B sesteli prispevke v - dl,. Krivulja naj bo ves ¢as pravokotna na tokovnice. Izberimo, da
naj kaze vektor (dx,dy) ves as vzdolZ tokovnice. Tako ima dl., ki je nanj pravokoten,
komponenti (dy, —dz). Za pretok torej velja:

Q = /Bv.dl*:/B(Um,vy).(dy’_dm):

A A

_ oY o B
- /A <8y Wt dx)/A dp =¥ — . (1.27)

V zgornjem izrazu smo upostevali zvezi (1.25) in pokazali, da lahko pretok skozi obmocje
med toCkama A in B izratunamo kar kot razliko v-jev v teh dveh tockah.

Poiscimo Se zvezo med hitrostjo tekocine in tlakom v tekocini. V ta namen bomo upo-
rabili Eulerjevo enacbo, % + (v -V)v = —V(%) + g. V dvodimenzionalnem primeru
g nima opazne vloge, saj je ravnina, v kateri nas zanima gibanje tekocine, pravokotna na g.
Upostevajo¢ enacbo (1.23), v = V¢, ter zvezo iz vektorske analize, (v-V)v+v x (Vxv) =

%sz, lahko Eulerjevo enacbo zapisSemo kot

(Vo)
ot

+ w >—v><<V><v>+V<§>=

Ce upostevamo, da je V x v = 0, sledi, da je

V(a(b—l- +p)=0 - 2,
ot p

2+ = ). (1.28)
p
IzkaZe se, da funkcijo ¢ najlaze pois¢emo z reSevanjem v kompleksnem. Funkciji ¢ in 1
bom zapisali kot realni in imaginarni del neke nove funkcije w(z), kjer bo z = = + iy:

’UJ(Z) = ¢(xﬂ y) + u/)(x,y)

Funkcija f(z) bo odvedljiva v kompleksnem, saj nas bodo zanimale samo take funkcije ¢ in

1, ki so zvezne funkcije spremenljivk z in y, enacbi (1.23) in (1.25) pa nam povesta, da so
oy

izpolnjeni tudi Cauchy-Riemanovi pogoji: 99 — 9 iy 8¢

ox Jy % :
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Slika 1.3: Dolocili bomo tok vode v obmodju, ki ga omejujeta dve steni. Ti oklepata kot a.

Naloga Lﬁ

Za prvi zgled izracunajmo hitrostni profil tekoCine v obmocju, ki je omejeno z dvema polrav-
ninama tako, kot kaZe slika. Kot med ravninama je c.

Racunanja se bomo najprej lotili tako, da bomo zapisali reSitve enaébe A¢ = 0 in
upostevali robni pogoj: hitrost vode mora biti ob povrSini vzporedna s povrsino.

Da bi bila nasa reSitev uporabna za vse kote v in ne samo za o = 7 ali 0, jo bomo zapisali
v cilindri¢nih koordinatah. Koordinatno izhodis¢e bomo izbrali v preseciscu polravnin, na
sliki (1.3) je oznaceno s tocko A.

Ap(r,) =0 = ¢(r,p) = Z(Al sinly + By cos l<p)(rl + Clr_l).
1

Konstanta C; v zgornji ena¢bi mora biti enaka niC, saj ¢ ne sme divergirati pri r = 0.
ZapiSimo Se robna pogoja:

Upostevajmo, da je v, = %g—ﬁ, pa dobimo

1 0¢

;% = ;rl_ll (A;cosly — By Sinl@)ha:o,a =0,

@=0,a
N
A=0 in la=Nr=l=—"
a
Funkcija ¢ je torej takole odvisna od r in ¢:

. N
o(r, ) = XN: Byr' cos %(p- (1.29)

Da bi dolocili konstante By, moramo imeti Se kakSen podatek o hitrostnem profilu tekoCine,
recimo Se hitrost vode zelo dale¢ stran od preseci$¢a polravnin. Za primer, ko je o = 7, ta
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pogoj poznamo. Hitrost vode je povsod vzporedna steni, zato velja g—f = vg. To pa
] T

)

pomeni, da je od ni€ razlicen le koeficient By pri N = 1.

Iz zvez (1.23) in (1.25) izraCunamo tudi tokovnice. To prepus¢amo bralcu za vajo, rezultat
bo nasel v naslednjem odstavku.

Funkcijo ¢, ki opisuje hitrostni profil tekoc¢ine na sliki (1.3), lahko dolo¢imo tudi drugace,
z uvedbo kompleksne funkcije w(z) = ¢(z,y)+i(x, y). Zatok vode ob ravni steni bo w(z)
kar enak vz, saj dobimo samo v tem primeru pravilen izraz za hitrost. Ce funkciji ¢ in v
spet izrazimo s polarnimi koordinatami, dobimo

w(z) = vz = vore'? = vor(cos ¢ + isingp).

Sledi ¢ = v, cos ¢ in 1) = wv,rsin ¢. Hitrostno polje ima torej komponenti v, = vg cos ¢,
v, = —g sin @, tokovnice pa opisuje enacba vgr sin ¢ = konst.

Kakor hitro poznamo w(z’) za tok vode ob ravni steni, je izraz za w(z) v primeru dveh
sten, ki oklepata kot « (slika 1.3), na dlani. Polprostor ob ravni steni namre¢ lahko preslikamo
v obmogje, oznateno na sliki 1.3, s kompleksno transformacijo z = (2')*/7, kjer so 2’ totke
v polprostoru, z pa tocke z obmo¢ja na sliki 1.3. Ker funkcijo w, izraZeno z 2, Ze poznamo,
enaka je w(z') = v,z’, bomo funkcijo w, ki opisuje tok vode v ravnini obmocja med stenama
(2), dobili tako, da bomo 2/ izrazili z z: 2’ = z™/*. Tako je

w(z) = v,2™ Y = vr™/* (cos T o+ isin Ego) : (1.30)
o a

Funkciji ¢ in 1) se torej glasita ¢ = v,r™/* cos Tpiny = vor™/ * sin ~¢, hitrost pa ima
naslednji kpmponenti vy = % = %vor'ﬁ/afl cos Lo, v, = %%ﬁ = 721;07"”/0‘*1 sin gcp
Bralca Zelimo opozoriti, da smo morali pred izvedbo konformnih preslikav z predelati v
brezdimenzijsko obliko, sicer bi imeli teZave z enotami.

Funkcija ¢ je za @ = /2 narisana na sliki 1.4.

Primerjava enacb (1.29) in (1.30) nam pove, da smo pri reSevanju z uvedbo kompleksnih
funkcij konstante By Ze dolocili. Izbrali smo jih tako, da je v primeru o = 7 hitrost vode
povsod ob povrsini stene konstantna.

Omenimo $e to, da reSitev (1.30) ni smiselna za vse kote «v. Pri m/a < 1 namre¢ hitrost
pri 7 = 0 divergira. V tem primeru moramo reSitev zapisati z enacbo (1.29).

Naloga Lﬁ

Poisc¢imo Se hitrostno polje vode ob steni, ki je narisana na sliki 1.5.

Pri zapisu funkcije w(z) si bomo spet pomagali s transformacijami v kompleksni ravnini.
Najprej bomo polprostor z” preslikali v polprostor s kroZnim izsekom 2’ (slika 1.6). Enacba,

. . v v . . 2
ki povezuje tocke v polprostoru z” s to¢kami v polprostoru z’, se glasi 2/ = (z' + %)
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Slika 1.4: Tokovnice vode v obmo&ju med dvema stenama, ki oklepata kot /2.

Slika 1.5: Tekocino omejujeta dve steni, ki oklepata kot .. Presecisce sten obdaja polkrozna
izboklina s polmerom b.
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S Y W

Slika 1.6: Obmocje ob ravni steni preslikamo v polprostor s krozno izboklino.

Polprostor s kroznim izsekom pa preslikamo v obmocje na sliki 1.5 z enako transformacijo
kot v prej$njem primeru 2’ = 2™/,

Funkcijo w(z") za hitrostno polje ob ravni steni Ze poznamo: w(z") = az”. Za obmodje
na sliki 1.5 pa to funkcijo z zgoraj omenjenimi transformacijami preslikamo v

U)(Z) = ¢(7‘,<p)+i¢(7‘,<p)= (1.31)

_ A
—UoZ+Z,—

— ,UO(Zvr/oc +a2zf7r/a)
= 0o(r™* 4+ a7 /%) cos E(p + i, (r™® — a2~/ %) sin ch.
a a

Zapi§imo sedaj obe komponenti hitrosti

vy = % = Evo [r”/a_l — azr_(”/a"’l)] cos ﬁ(p,
r o o
10
Vp = 19¢ = —Evo {r”/a_l + aQT_(”/O‘H)} sin ﬁ@.
r dp «@ @

Tokovnice opisuje enacba (r™/® — a?r~™/*)sin Z =konst.

Preverimo Se, ali je hitrost povsod ob steni vzporedna z njo. Ob kroZnem izseku velja
’Ur(T —ph= aa/‘/r) _ zvo [aa/ﬂ-ﬂ/aa—a/ﬂ' _ a2a—a/7r-7r/oza—a/7r} coS EQD =0,
o o

ob vodoravnem delu stene pa

Na sliki 1.7 so narisane tokovnice.

V ravnini bi Zeleli s pomocjo kompleksnih funkcij opisati tudi izvore in ponore tekocine
ter vrtince. Iskanja funkcije w(z) za tak primer se bomo lotili s pomo¢jo namiga, ki pravi, da
opisemo ponore s funkcijo w(z) = % In z, vrtince pa s funkcijo z% In z. Preverimo najprej,
kaksno hitrostno polje opisuje prva izmed funkcij:

Q Q

w(z) = ¢+ i = 5 Iz = %ln(re“") = %lnr—l—ig

. 1.32
5 ? (1.32)
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P

Slika 1.7: Tokovnice ob steni s polkrozno izboklino. V prvem primeru je a = 7, v drugem
7/2 ter v tretjem /3.
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Slika 1.8: Tokovnice opisujejo tockast izvor tekoCine.

z

Slika 1.9: Tokovnice vrtinca.

Tokovnice torej opisuje enacba ¢ = konst.. Na sliki 1.10 jih prepoznamo po jezku. Hitrost
pa ima komponenti

L. Q1o

Tor 2mr Y rop

(s

w(z) = % In z res opisuje izvor tekoc€ine, oziroma njen ponor, ¢e je () negativen. Vprasajmo
se Se, kaj pomeni . Izracunajmo v ta namen pretok skozi kroznico z radijem r (enacba 1.27):

Q
Yo =0 = 5= 2= Q0= Q.
7r
Parameter () torej opisuje ravno moc¢ izvora.

Analizirajmo 3e funkcijo w(z) = 4t In 2:

I ) I I
w(z)zqﬁ—i—iw:;71117“6“9:—%@—1—2'%1117". (1.33)
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N
\

Slika 1.10: Tockast izvir je postavljen ob ravno steno. Razdalja med izvirom in steno je enaka
a.

Tokovnice opisuje v tem primeru enacba » = konst, kar je mnoZica koncentri¢nih krogov.
Izracunajmo hitrosti

__, 19 T

e "=

Funkcija w iz enacbe (1.33) opisuje torej vrtinec. Ce je I pozitiven, kroZi tekocina v smeri
urinega kazalca.

Preverimo za vajo Se to, ali sta ¢ in ¥ iz enacbe (1.33) sploh resitvi Laplaceove enacbe.
Za funkcijo ¢ velja
¢ 109 1 0%
A = — _— —_—— =
¢ or? + ror  r20p?

saj je ¢ linearno odvisna od ¢ in neodvisna od 7. Tudi Laplace na i) nam da nic.

0,

Naloga Lﬁ

Znanje o zapisu izvirov bomo sedaj uporabili za izracun hitrosti in tokovnic vode, ki izvira iz
tockastega izvira. Izvir je postaviljen v bliZino ravne stene, razdalja med izvirom in steno je
enaka a (slika 1.10). Zanimalo nas bo, s koliksno silo deluje izvir na steno.

Pri zapisu funkcije w bomo upostevali, da je Laplace linearen operator in zato vsota ¢-jev,
ki resijo ena¢bo A¢ = 0, tudi resi to enacbo. Hkrati bomo uporabili $e trik, ki ga poznamo Ze
iz elektromagnetizma. Zahtevo, da mora biti hitrost vode ob steni vzporedna s steno, bomo
namrec¢ izpolnili tako, da bomo desno od stene postavili Se en izvir. Ta ,,navidezni izvir” bo
po velikosti enak realnemu. Funkcija w se torej glasi

w(z) = %[ln(z —a) +1n(z + a)].
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Slika 1.11: Tok tekocine, ki ga povzro€i izvir ob ravni steni.

Izhodisce koordinatnega sistema smo izbrali v preseciS€u zveznice izvirov in stene. UpoStevajmo,
da je z = x + 1y, pa dobimo

w(z) = Q [ln ([(x_a)2+y2]1/2.eiarctg mga) n

2

+ In ([(a:—i—a)2 + 9?2 gfarcte g ")] =

_ % B In[(z — a)® + %] + %ln[(w +a)’ +y7 +

+ iarctgi + ¢ arctg y} .
r—a r+ta

Izracunajmo sedaj hitrost:

; _ 09 _Q  (z—a) +Q z+a
0 2m(x—a)2+y? 27 (z+a)?+y?’

_0p _Q Yy Q y

W By T or(x—a)2+y?2  2n(z+a)?+y?

Iz zgornjih enacb sledi, da je pri x = 0 v, = 0, v, pa je enak g aQi’_yz . Rezultat je smiseln,

saj mora biti pri z = 0 hitrost vzporedna s povr§ino. Prav tako je izpolnjena zahteva, da mora
biti v, enak ni¢ pri y = 0. Na zgornji polravnini odteka voda namre¢ v smeri osi g/, na spodnji
polravnini pa v smeri —y. Pri y = 0 miruje. Tudi limito v, (y — co) = 0 lahko upravi¢imo.
Zelo dalec stran od izvira voda skoraj miruje.

ZapiSimo Se tokovnice:

P = Q arctg v + arctg LA konst.
27 T —a z+a
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(0,2id) (0,id) (_T o (0,-id) (0,-2id)
y

Slika 1.12: Izvir tekoCine je ujet med dve vzporedni steni.

Narisane so na sliki 1.11.

Izracunajmo $e silo curka na steno. V ta namen moramo najprej izraCunati tlak tekocine
ob steni. Uporabili bomo Bernoullijevo enacbo py = p+ % pv?, kjer je po tlak zelo daleg stran
od izvira. Tam je namrec hitrost tekoCine enaka ni¢. Pri x = 0 torej velja p = pg — % pv? =

2 2
Do — % pvf/ =po — % p%(azziyg,)z\ Sila na enoto dolZine je enaka vsoti prispevkov po vsej
polravnini in je enaka

[e’e) 1 2 [ee} 2 2
Fx=/ (p—po)dy = — Q—/ (ydyz—pQ (1.34)

o 202 | (6 +y2)? dma’

Tlak p je pri vseh y manjsi od tlaka v neskonCnosti, zato izvir steno privlaci. Isto nam pove
predznak minus v zgornjem izrazu. Bralca Zelimo opozoriti Se na to, da ima ,,sila” v zgornjem
izrazu enoto sile na dolZino. Celotno silo izvira dobimo tako, da izraz (1.34) pomnoZimo z
globino vode.

Naloga Lﬁ

Za konec poglavja izraCunajmo Se hitrostno polje tekocCine, ki izvira med dvema vzporednima
stenama. Razdalja med njima naj bo d.

Spet si bomo pomagali s trikom iz elektromagnetizma. Robne pogoje bomo izpolnili tako,
da bomo v obmocje za stenama dodali neskon¢no mnoZico navideznih izvirov. Izviri bodo
lezali v tockah (0,d), (0,2id), (0,3id)... ter (0,—id), (0, —2id), (0,—3id)... Funkcija
w(z) bo sestavljena iz prispevkov vseh teh izvirov,

w(z) = % Z In(z + ind) = %lnsh %Z

n=—oo

Vsoto zgornje vrste bo nasel bralec v literaturi, na primer v knjigi Gradstejna in Ryzika.

Pri racunanju komponent hitrosti bomo upostevali, da je w’(z) = % +i % = % —ig—ﬁ =
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Slika 1.13: Tok vode, ki ga povzroci izvir med dvema vzporednima stenama.

Vg — 10y, Sledi:

w'(z) = vy — vy =

athy 1 Mmm I f b
IR RUANTL R T Y
TM h \\ iy w ) i f%/f ! M
AR \Mﬁ f WM é’f//;/ fiterdi
‘MK\\\\\ \\\\\\\ AR f,///% Kl
\\ \\\‘\\\ AR Ny \\Wfff/// ////////// /“f
AN T 2 e )
SN
eSS 7 2/
A N\ ol
s e

T A NS
f i ///?/%/jf//////g / Qm w\\\;\g\\\%\@\\*\?\\

¢

v W " My 24%//5/4 N/W | L%x\\@x\fﬁi\\\\\\:\ :Eﬁ\ N&k
iy gl MN\& A
A T
M”i“i PATTL i §!

T Qchid Q L

T d2rshzd 24 d-

Spremenljivko z bomo izrazili s kartezi¢nimi koordinatami, z = x + ¢y. Zgornji izraz

lahko preoblikujemo takole:

Q eTTTIEY 4 o= TTIGY Qe T THIFY 4]

Vg — 10y

Az

T 24 cATiEY oG8y 2doTeriZy 1

2rx . . 2
Qed —ed 2isin=TY —1

- Anx 2wz N
2d e77" — eT2COSZ7ny +1

V drugi vrstici smo odpravili imaginarnost v imenovalcu. Sedaj Ze lahko preberemo kompo-

nenti vektorja hitrosti

4w

Q e d —1
Ve = 57 mz pErS ) >
2de™a —2e7a cos Y + 1
2rx M 2
Q e sin =Y
Uy = pEs

Ty anz 2z 2 :
d ¢™3" — 2¢7d cos T 41

Komponenta hitrosti y je tik ob povrSini enaka ni¢, tako kot smo pricakovali. Hitrostno polje

v bliZini izvira je predstavljeno na sliki 1.13.
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Naloga Lﬁ

Izracunajmo Se tok vode ob vrtecem se valju.

Resevanja se bomo spet lotili v kompleksnem. Funkcijo w(z) bomo v tem primeru sesta-
vili iz prispevka, ki opisuje tok vode okrog cilindra z radijem a (enacba 1.31) ter vrtinca,

a? T
w(z) = vo(z + ?) + zglnz.

Ce izrazimo spremenljivko z s polarnimi koordinatami r in ¢, sledi

i a® T i
w(z)=vy | e+ —e P | +i—Inre'¥ =
r 2w

a? r . a? . r
v |r+—Jcosp——p+i|lvy|r——|sinpg+ —Inr|.
T 2m r 2m

Realni del w(z) predstavlja funkcijo ¢(r, ¢), imaginarni pa funkcijo ¢ (r, ). Bralec lahko
takoj opazi, da je ¢(r = a) neodvisen od ¢. To pa pomeni, da poteka tokovnica po povrsini
valja. Izraunajmo Se tangencialno komponento hitrosti ob povrSini valja:

1 0¢ a?\ . r
Vp=—7—=—U |1+ — |sing — —,
Y rop r2 27y

V,(r = a) = —2vgsinp — Sma”

Tocke, v katerih je v, enaka ni¢, imenujemo stagnacijske tocke.

r
drvea

vy(r=a) =0 = singp = —

Ce je I' < 4mv,a, obstajata ob povrSini dve stagnacijski tocki.

=
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PriI' = 4mvpa je to¢ka samo ena.

i

Kadar pa je I' > 47mvga, stagnacijskih tock ni in tok vode je videti takole

)%

IzraCunajmo Se tlak na tak cilinder. Uporabili bomo enacbo (1.34), v kateri bomo upostevali,
da je tok vode stacionaren in je vg hitrost vode dale¢ od valja. Tlak vode je tako enak

pla, ) = po = 30(vg —v?) = 50 (v§ — (v} +v3)) =
2
= Lov} (1 - (2sin<p+ 27rlv:oa) ) .

Komponento sile na dolZinsko enoto, ki kaze v smeri gibanja tekocine dale¢ stran od
valja, imenujemo upor. Pri vrteCem se valju je enak

27
fu = / pacospdp =
0

1, /2” . 2 q
= -ovya — —5—55 | cos -
2 2% 0 420202 e



Trirazsezni primeri 20

2w 21—\ 27
f/ sing@cosgodgof/ 4sin2gpcos<pd<p} =0.
0 0

Vo

Komponento sile na dolZinsko enoto, ki je pravokotna na F),, pa imenujemo silo dviga.

27
fa :/ pasinpdy =
0

1 ) /271’ 1 1'\2 ) d /27‘( 21—\ s d /271’ 4 3 d
= —pvia — —— | sin — sin — sin =
9 9% o 4202 a? L 0 TUoa vay 0 L

2w

= —Q’U()l—‘.

1 5, 2r 1 n 1. 9
= —ovga—— | —= — sin
2Q O rvoa 2<'0 4 14 o
Negativen predznak v zgornjem izrazu pomeni, da deluje sila navzgor, saj kaZe sila tlaka
od povrsine proti srediS¢u valja, mi pa smo od celotne sile izlus¢ili samo njeno navpi¢no

komponento.

Z rezultati obravnavanega modela lahko razloZimo tudi pojave iz vsakdanjega okolja.
Primer, ko leti Zogica po zraku in ima hitrost zaradi vrtenja na zgornji strani Zogice isto smer
kot hitrost gibanja teZiS€a, to pomeni nasprotno smer kot gibanje tekocine mimo kroglice,
opiSemo z —I' v zgornjem modelu. Sila dviga deluje v tem primeru navzdol. Nad Sporti
navdusen bralec je ta pojav gotovo Ze opazil. Pri tenisu, na primer, pade zarezana Zoga (top

spin) v nasprotnikovo polje blize mrezi kot Zogica, ki se ne vrti.

1.3 Trirazsezni primeri

Naloga Lﬂ

Toga kroglica z radijem a se pospeseno giblje v nestisljivi in neviskozni tekocini. S kolikSno
silo deluje tekocina na kroglico, Ce sta hitrost in pospesek med seboj vzporedna in enaka u
oziroma u? Kroglica se ne vrti.

Hitrost gibanja teko¢ine bomo zapisali v krogelnih koordinatah in zasukali koordinatni
sistem tako, da bo smer hitrosti oznaceval kot ¥ = 0, izhodis¢e koordinatnega sistema pa
bo v srediscu kroglice. Kroglica se bo glede na izhodisce koordinatnega sistema gibala s
hitrostjo w. Nato bomo hitrost izrazili s potencialom ¢, v = V¢, saj imamo opravka z
nestisljivo tekoCino in zato iz kontinuitetne enacbe sledi, da je V - v = 0. Potencial ¢ je zato
resitev enacbe (1.24) A¢ = 0. V sploSnem zapiSemo resitev te enacbe v krogelni geometriji
s sfernimi harmoniki in poten¢no vrsto po r

9] l

B0, 9) =32 D7 Yim(0:9) (Arr' + Bir ™),

=0 m=—1
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Slika 1.14: Toga kroglica se pospeseno giblje v nestisljivi in neviskozni tekocCini.

Sferne harmonike po navadi izrazimo z bolj domacimi Legendrovimi polinomi:

Yim(, ) oc Fimlcosiems, o m 70,
) (cos ) (G + H), m=0.

V nasem primeru bodo konstante A; enake ni¢, saj je hitrost tekoCine dale¢ stran od
srediSca krogle enaka ni¢. Konstante B; pa bomo dolo¢ili iz pogoja, da mora biti na povrSini
kroglice, pri » = a, hitrost tekoCine v smeri, ki je pravokotna na povrSino, ravno enaka
projekciji u na smerni vektor v tej smeri. Omenjeni pogoj zapiSemo kot

_9¢
- or
kjer je i enotski vektor, ki je pravokoten na povrsino. Pri dolo¢anju konstant bomo upostevali

Se simetrijo problema. Hitrostno polje se s kotom ¢ ne spreminja, prav tako pa tudi ni razloga,
da bi bila komponenta hitrosti v smeri vektorja &, razli¢na od nic:

__1 9
~ rsind dyp

vp(r = a) (r=a)=ucos? =u-n, (1.35)

v, (r = (r=a)=0=m=0inG =0. (1.36)

UpostevajoC pogoja (1.35) in (1.36) zapiSemo potencial

a® wcos? a®u-h

(b(rvﬂv@):_?T—_?rT- (1.37)

V zgornjem izrazu smo cos ¥ izrazili s skalarnim produktom vektorjev u in i zato, da bodo
v nadaljevanju izracuni bolj enostavni. ZapiSimo Se hitrost gibanja tekocCine,

3
V:VQS:%ﬁJr%%ég:%u <ﬁcosz9+;é1gsin19>. (1.38)

Zgornji izraz bomo namesto s smernim vektorjem &y izrazili raje z vektorjema fi in u. Pri
tem bomo upostevali, da povezuje i, €y in u enacba (glej sliko 1.15)

u = u(ficosd — &ysind).
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Slika 1.15: Zveza med vektorji 11 in € ter u.

Ce vstavimo uéy sin 9 iz zgornje enacbe v enacbo (1.38), dobimo

v = 2—743(3(uof1)f17u). (1.39)
Za izracun sile, ki deluje na kroglico, moramo najprej poiskati tlak tekocine ob povrSini
kroglice. Tega lahko doloc¢imo iz predelane Eulerjeve enacbe (1.28),
9¢ 1 4 p_po
vz £_2 1.40
5t +5vt 0 o (1.40)
Zapisimo najprej krajevno odvisna prispevka. Iz enacbe (1.39) sledi, da je |v|? enaka
5 aS a®

= 08— 6 ) ) -

—R(S(u-ﬁ)Q—&—uQ). (1.41)

V zgornjem izrazu smo upostevali, da je i enotski vektor. Parcialni odvod potenciala po Casu
bomo izracunali tako, da bomo najprej poiskali totalni odvod ¢-ja po Casu:

dp _9¢ 94 . _ 0¢
at ot Tor T T ot

Upostevali bomo Se to, da se potencial ob povrSini spreminja le v tedaj, ko se spreminja
hitrost gibanja kroglice in je zato i—f = % - 1. Zato lahko zapiSemo:

+v- (Vo).

dp _d¢ . _do o
ot ~aqu MV VO =g nm =
3 6
= _%A - %(i%(uil)2 +u?). (1.42)

Iz enacb (1.40), (1.41) in (1.42) sledi, da ima tlak ob povrSini kroglic vrednost

———7(3(u-ﬁ)2+u2)+%ﬁ-f1+i(3(u-ﬁ)2+u2):

2
u8 gﬁ.ﬁ:%—i—%(i&coﬁﬂ—&—l)—i—%ucom?.

Pri izracunu sile bomo uporabili enac¢bo (??) % = — f I1;,dSk in upostevali, da je
odvod gibalne koli¢ine po €asu enak sili na kroglico. Izracunali bomo samo komponento sile
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v smeri gibanja kroglice, bralcu pa prepus€¢amo, da sam ugotovi, kolik$na je velikost drugih
komponent. 1z enacb (??) in (??) torej sledi

Fo= = flple. ) + geu(v- 2)(v- )]s,

P fp@z -7)dS — j{g(v L&.)(v-A)dS = — fp(éz 7).

V zgornjem izrazu smo upostevali, da je hitrost tekocine povsod na povrsini vzporedna z njo
in je zato Clen, ki vsebuje skalarni produkt v-ja in 11-ja, enak nic.

Ce upostevamo, da oklepata vektorja &, in dS kot 1, zapiiemo komponento sile v smeri
gibanja kroglice takole:

F, = / pcos 92ma? sind dd =
0

T QU2 2 3’LL2 i 9 3
=/ <p0+8) cos¥2ma Sin19d19+g? 2mwa” cos® ¥ sin ¥ A9+
0 0
T 2 . 4 3 .
+%u/ 27a? cos? ¥sind dY = gﬂa?’uf _uinma 0= EM.
2 Jo 372 3 2

Sila na kroglico je torej od ni€ razlicna samo tedaj, ko se giblje kroglica pospeSeno. V tem
primeru je sorazmerna z maso izpodrinjene tekocine (M) ter s pospeskom kroglice. Morda
bi bralec pricakoval, da bo sila od ni¢ razli¢na tudi pri enakomernem gibanju. Vzrok takemu
pricakovanju je viskoznost, ki smo jo v naSem racunu zanemarili, za vecino realnih tekocin
pa ni zanemarljiva.



2. Viskozne tekocCine

Splosen izraz za gibanje viskoznih tekoCin je Navier-Stokesova enacba

p (g: + (W)ﬁ) = —Vp+ V27

Stokesov pribliek obravnavo poenostavi, saj privzame, da so hitrosti majhne in njihova
¢asovna odvisnost zanemarljiva ter da so tekocine nestisljive, 0 = V, torej
0=—Vp+ nV34.

Za viskozne tekocCine velja tudi robni pogoj, da je hitrost na povrsini enaka nic.

Naloga Lﬂ

Trda kroglica s polmerom a stoji v tekoci nestisljivi tekoCini z viskoznostjo ). Dale¢ stran od
kroglice teCe tekocina v smeri osi z s hitrostjo vg. S koliksno silo deluje viskozna tekoCina
na kroglico? (Stokesov problem)

Vi = Vg cosd

VW

Vg = Vg sind

Slika 2.1: Trda kroglica stoji v tekoci viskozni tekocini.

Resitev bomo poiskali s pomocjo Navier-Stokesove enacbe, ki ima za nestisljive viskozne
tekocine obliko

ov

1 n
- U - J=—— *A_a. 21
t+(v V) pr—i—p U (2.1)

24
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V enacbi bomo zanemarlh clene ‘9” in (v V)¢ ter tako predpostav111 da sta hitrost in s tem

avee

lokalne hitrosti tekocine po Reynoldsovem Stevilu. Osnovni enacbi toka tekocine lahko torej
zapiSemo kot

0 = —Vp+uV37 in
Vi=0, (2.2)

kjer je p = % Prvi enacbi pravimo tudi Stokesova enacba.

Nasa naloga bo torej iz enacb (2.2) dolociti hitrostno polje ter tlak tekoCine v bliZini
kroglice. Kot bomo videli, nas bo potem do sile lo¢il samo $e korak.

Glede na polarno simetrijo problema (okoli osi z) ima hitrost teko¢ine samo dve kom-
ponenti, odvisni le od oddaljenosti od sredis¢a kroglice () in azimutnega kota 6, ¥(7) =
(vp(r,0),v9(r,0),0). ReSitev Stokesove enacbe mora zados¢ati tudi dvema robnima pogo-
jema. Dale¢ stran od kroglice mora biti hitrost tekoCine enaka

U(r — 00,0) = (vg cos b, —vg sin b, 0), (2.3)

na povrsini kroglice pa mora veljati, da sta komponenti hitrosti pravokotno na povrsino ter
vzporedno z njo enaki nic,

Komponenti hitrosti bomo poiskali s trikom, ki ga je predlagal Stokes. Izrazili ju bomo
namre¢ z neko novo funkcijo v, in sicer takole:

1 oy 1y

U = s Y Vg = ——— - -
" r2gin6 00’ rsinf Or

2.4)

Druga izmed enacb (2.2) je s takim nastavkom Ze izpolnjena, saj je
V. — 190 r2 O 1 0 (sinf 9y _
= r29r \r2sin6 00 rsinf 00 \rsinf or |
1 9% 1 0%
r2sinf 000r  r2sinf orod

v zgornj em izrazu smo upostevali zapis operatorja divergence v sferi¢nih koordinatah div ¢ =

5 8“ "T) + = 8(5”1 9"9) + - %";’. Nastavka (2.4) sta izbrana tako, da je tudi
R 31/} oY 1 oY 1 81/) 3w
V) = ooy
(v V) U o T 90 700  12sinf 00 Or rsinf or r00

kar pomeni, da je gradient ¢ pravokoten na hitrost. Kot smo se naudili v poglavju o ideal-
nih tekoc¢inah v dveh dimenzijah, pa to pomeni, da enacba 1) = konst. doloca tokovnico.
Analogijo s tokovi v dveh dimenzijah smemo uporabiti zato, ker je Stokesov problem prav-
zaprav dvodimenzionalen, saj je hitrost odvisna zgolj od dveh koordinat v primerno izbranem
koordinatnem sistemu.
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Poglejmo Se, kaj dobimo za V x 9. UpoStevajmo izraz za rotor v sferi¢nih koordinatah V x

U= (Tilne(%(sin bv,) — %—';f), rsilne %1:0" — %%(rv@, %(%(rw)) — 88”0?)) in zapi§imo:

(o 1O (L 0wy 10 (1 s\ _ U
V= (0’0,_7"37“ (sin@ 87") r3 00 (Sin9 80)) B <0’0’ rsin@E V)

(2.5)

kjer smo vpeljali diferencialni operator E? kot

8271/J+sin92 1L o
or? r2 00 \sinf 90 )~

E*p =
Ce upostevamo, da imamo opraviti z nestisljivo teko&ino, lahko prepisemo prvo izmed
enacb (2.2) v obliko
Vp = uV33 = pV(V-v) — puV x (V x 0) = —uV x (V x ).

Upostevali smo, da je V2 = grad div — rotrot ter da je div’ = 0. Upostevajo¢ izraz za
rot ¥ (2.5), lahko zgornjo enacbo prepiSemo v
1

2 —
rsin&E 1/J> B
B 1 0 /. 1 2 10 T
- H <Tsin9 a0 (SmgrsiHGE d)) " oror (rsinHE w) ’0> '

Vrnimo se sedaj k enacbi (2.2) in upoStevajmo (2.4). Tako Ze lahko zapiSemo za obe
komponenti gradienta tlaka enacbi

Vp = —,qu(0,0,—

E_TQSinﬂaﬁE ¥ mn

op _ po 0
rof rsinﬁaE Y- (2.6)

Ko ju kriZzno odvajamo in odstejemo, dobimo zvezo

0%p 0%p JTR) 1 0 4 0 1 0 5
T 9roe  900r 200 (sin@@@E ¢) —HJE (sinﬂarE 1/1> B

_p iQ 9 sinf 0 (1 9 4
~ Sing (aﬂE“ 2 90 \smpoe” ¥

oziroma v kon&ni obliki, & upostevamo Se definicijo operatorja E2,

E?E*) = 0. .7)

Enacbo (2.2) smo tako predelali v precej bolj enostavno obliko.
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Zgornjo enacbo moramo resiti pri robnih pogojih
oY 1oy
E(T = a, 0) = a%

saj mora biti hitrost tekoCine na povrsini kroglice enaka ni¢. Robni pogoj (2.3), ki opisuje
hitrost tekocine dale¢ od kroglice, pa nam da za 1/ enacbo

(r=a,0)=0, (2.8)

1
Y(r — 00,0) = 51)07“2 sin? 6.

Zato bomo predpostavili, da se da splosno reSitev zapisati v obliki

Y(r,0) = f(r)sin? 6, (2.9)

’

kjer mora biti f(r) za velike 7 enakalvor?, veljati pa mora tudi zveza f(a) = f (a) = 0.
UpostevajocC nastavek (2.9) lahko izraCunamo

E%) = (82f — 2f) sin? 6.

or? r2

Enacbo (2.7) lahko torej zapiSemo v obliki, ki vsebuje le Se funkcijo f(r):

9 2
(5 _22) f(r) =o. (2.10)

or?2 r

Problem iskanja hitrostnega polja smo si tako precej poenostavili, saj je zgornja enacba ho-
mogena v r in lahko zato i§¢emo reSitve z nastavkom

f(r)=Cr.
Ce vstavimo nastavek v enatbo (2.10), lahko preberemo
E*)p = Cr* 2 (a(a — 1) — 2)sin® 6 ter
E*E*) = Cr* *((a — 2)(a — 3) — 2)(a(a — 1) — 2)sin? 4 = 0.

Torej mora biti
(o —=2)(a—3) = 2)(afx—1) —2) =0.

Zgornja enacba ima resitve
a=-1, a=1, a=2 in a=4,

zato zapiSemo f(r) kot linearno kombinacijo
A 2 4
f(r)=—+ Br+ Cr° + Dr*.
r
Iz pogoja, da mora biti v neskonnosti f(r) enak Sv,r?, sledi, da je

1
C’:§v0 in D=0,
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konstanti A in B pa dobimo iz robnih pogojev na povrsini krogle (2.8):
fa) = f'(a) =0.
Tako velja
A 1
— +Ba+ -vpa®’=0 in
a 2
A
-—+ B + vga = 0.
a

Upostevajo¢ vrednosti konstant A, B, C in D ter nastavek (2.9) lahko kon¢no zapiSemo
1 3
P(r,0) = —vg (2r2 + L 3ar> sin? 6.
4 T
Iz enacbe (2.6) bomo izradunali $e gradient tlaka, zato najprej izratunajmo E21),

2
E2p=(f"- 2 sin® 0 = §ﬂSin2 6.
2 2
,

,
Sledi 0 ) 21c0s0'3 3
D m 9 1 cos 0 3 avg avg .
Or r2sin6 00 v rZ 27 r3 €08 mn
10p - 0 4 psin? 0 3avy  3avy |
it N S Y st = sin 6.
r00 rsinf or sin@ 272 273

Z integriranjem zgornjih enacb dobimo

3avg 0
=pg — —5 cosf.
pP="Do 902

Da bi dolodili silo na kroglico, bomo v naslednjem koraku izracunali komponente nape-
tostnega tenzorja. S hitrostjo in tlakom jih bomo povezali s pomocjo enacbe

81)2- 8’Uk
Pij = —Pdij + 1 Er + oz )

ki se v sferi¢nih koordinatah glasi

v, L 1 o
— _p42 K - %
Prr p+2u or’ Jer je Ur 2sinf 00’
0 [y 1 O, . 1 oy
_ ‘(= L k = — — 2.11
Pro o ( r ) r 00’ Jer e vo rsinf or’ @10
pro = 0.

Celotno silo na kroglo dobimo z integralom napetostnega tenzorja po povrsini,

F; = fp,»knk dS, n= (O, 1,0).
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Za silo v smeri hitrosti vy velja
Voi
Fy, = j{(Piknk)JdS,
Vo

kjer je (slika 2.1)
vor _ cos ter Lo _ _ sin 6.
Vo Vo

Ce upostevamo zgornji izraz ter dejstvo, da je le n, # 0, lahko zapiSemo

F,, = fpir% ds = j{(pw cos — pgrsinf) dS =

3 3
- 7{ P20 o520+ 2K 5in% 0 ) a2 dQ = 6mapw,.
2a 2a

V zgornji izpeljavi smo upostevali naslednje izraze za komponente napetostnega tenzorja:

prr(T:a):*p+2uaU —3%0 9+2ua ( ) 9sin 9)
a? or

ar r2sinf
_ 0 ( sin 29 of Hﬁ f2sinfcosf\
Pro = "Hi5. \ 72sind or r8 © r2sing )
19f
= fuasmé) (r2 87") - = fsm@\
pa sin 6

3
=0 f'(r=a)= —557)0 sin 6.

Izracunali smo jih iz (2.11).

Sila na kroglico, ki miruje v viskozni tekocini, je torej enaka 6mapvy.

Naloga Lﬁ

Med steno in pomi¢nim diskom z radijem a, ki sta na razdalji h ( % < 1), se nahaja nestisljiva
viskozna tekocina. Koliksna sila deluje med steno in diskom, Ce ju vle¢emo narazen (ali pa
porivamo skupaj) s hitrostjo h. (Stefanova sila)

Resitev bomo poiskali s pomocjo Navier-Stokesove enacbe (2.1), v kateri bomo zanema-
rili &lene 4 %7 in (- V) 4. Predpostavili bomo torej, da sta hitrost in s tem Reynoldsovo Stevilo
majhna. Pokazati se da, da je tak3en pribliZzek konsistenten, &e je le 2 S <L

Vzemimo os z pravokotno na steno in disk. Osnovni enacbi toka tekoCine lahko torej
zapiSemo kot
0= —Vp+ uV>3v,
V-9=0, (2.12)
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- — — — ht)

Slika 2.2: Prostor med kroznim diskom in ravno steno zapolnjuje viskozna tekocina. Plosco
vle¢emo proc¢ od stene.

kjer je p = %. Ker so tipi¢ne razdalje v smeri z po predpostavki veliko manjse kot v radialni
smeri, so gradienti v tej smeri bistveno vecji kot v radialni smeri, zato lahko uporabimo

. ow 2 v e . . .
priblizek V2 ~ %. Osnovne enacbe toka teko¢ine med steno in diskom tako postanejo

07
0 = -Vp+ AP
V.7=0, (2.13)

skupaj z robnim pogojem, da je ¥ = 0 na povrSini stene in na povrsini diska. Te enacbe
opisujejo tok moc¢no viskozne tekoCine v tanki plasti. Ker se debelina plasti tekoCine s casom
spreminja, h = h(t), privzamemo za hitrost nastavek

v = (vp(r, 2,t),0,0.(r, 2,t)) .

Glede na to, da je sloj tekoCine zelo tanek, je p do najnizZjega reda zgolj funkcija r in t. Tako
dobimo za p(r, t) enacbo
dp 0%v,
ar Mg
r 0z
Ce to enatbo dvakrat integriramo po z in upoitevamo robni pogoj v, = 0 pri z = 0 in
z = h(t), potem dobimo

Pogoj za nestisljivost V - ¥ = 0 lahko v naSem primeru zapiSemo v obliki

10 ov,

rar g,

=0.

Ce sedaj v zgornji izraz vstavimo Ze izracunano v,., integriramo po z in upoStevamo robni
pogoj v, = 0 pri z = 0, potem dobimo

__ L oo\ (2 _h?
U= 2ur Or "or 3 2 )
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Robni pogoj na povrsini diska v, = d};it) pri z = h(t) potem zahteva, da je
2 r@ _ 12pr dh(t)
or\ or) k3 dt

Ce to zvezo sedaj integriramo dvakrat po r, dobimo
3p dh(t)

Da se izognemo singularnosti pri 7 = 0, mora biti C'(¢) = 0. Ce sedaj upostevamo e, da
mora biti pri zunanjem robu diska r = a tlak enak zunanjemu atmosferskemu ali teko¢inskemu
tlaku pg, potem na koncu dobimo
3p dh(t) 5 2
p(7'>t)_p0: W dt (T —a )
Silo, ki deluje na disk, sedaj izracunamo z integralom tlane razlike po njegovi povrSini, torej
je

mora 37 pa* dh(t)
F = — = - ——
/0 /0 (p(r,t) — po)r dr do 5

Sila je negativna, kar je seveda povsem pravilno. Ce namre¢ disk vleemo stran od stene,
torej Ce je df;gt) > 0, potem se mora tekoCina temu upirati in obratno. Sila je lahko, pac v
odvisnosti od h, zelo velika, Ce je le h zadosti majhen. Prvi jo je izraCunal J. Stefan leta 1874

in se po njem tudi imenuje.

Ce Stefanovo silo postavimo sedaj v Newtonov zakon za disk, bomo dobili odvisnost h(t)
in s tem tudi Cas, ki je potreben za to, da vso teko¢ino med diskom in steno izrinemo ven.
Izracunajte ga!

Na koncu preverimo Se to, ali sta ¢lena % in (¢ - V)¥ res zanemarljiva. V mislih bomo

dh(t)

2~ In 11, za katere velja % < 1.

imeli, da so osnovni parametri sistema a, h,

dh(t)

7> Zato lahko ocenimo

Tipi¢na hitrost tekoCine je velikostnega reda

(7 V)7 ~ —h,

h
a
%7 h
Foz ™ Hpe

Ce vpeljemo ustrezno Reynoldsovo Stevilo kot Re = %, sledi zveza

. - 2
%NR@ <h> <1,
Moz a
kar za moc¢no viskozne tekoCine upravicuje naso predpostavko z zacetka naloge. Clen (V-
V) lahko torej v Navier-Stokesovi enacbi zares zanemarimo. Clenu %"Z se godi podobno.
Ocenimo spet na isti nacin,
v

ot =T
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kjer je T" neki tipicni Cas, v katerem tekocina od sredine diska pride do njegovega roba. Ta bo
enak priblizno T" ~ % in bomo torej imeli

v 2

s h

9 ~ () < 1.
o] a

022

Predpostavke naSega rauna so torej popolnoma upravicene.

Naloga Lﬂ

V tekocini z viskoznostjo 7 sta nahajata dve kroglici s polmerom a. Lego prve oznacuje
krajevni vektor 7, lego druge pa vektor 1. Prvo kroglico potiskamo s hitrostjo vy. Kaksno
hitrostno polje se kot posledica gibanja prve kroglice vzpostavi v tekocini? S koliksno hitro-
stjo se kot posledica gibanja prve kroglice giblje druga kroglica? Predpostavite, da je tekocina
zelo viskozna in da se hitrost le pocasi spreminja s ¢asom. (Oseenov problem)

Slika 2.3: Medsebojen vpliv gibajocih se kroglic v viskozni tekocini.

Pri reSevanju bomo v Navier-Stokesovi enacbi (2.1) zopet zanemarili ¢lene %f in (¢.V)4,
predpostavili bomo torej, da sta hitrost in s tem Reynoldsovo Stevilo majhna. Podobno kot
pri prejs$nji nalogi se da pokazati, da je takSen priblizek konsistenten, Ce je le ﬁ < 1
Osnovni enacbi toka tekocine lahko torej zapiSemo kot

0 = —Vp+uVii+ f(m),

V.-7=0, (2.14)
kjer je u = %, F(7) pa je gostota zunanjih sil, ki delujejo na tekogino, deljena z p. Prvi enacbi
pravimo tudi Stokesova enacba. Ce prvo kroglico potiskamo s hitrostjo vy, le-ta deluje po
Stokesu na teko€ino s silo 6ranvy oziroma z gostoto sile

F(7) = 6rapty 6°(F — 7o) = Fo 8°(F = 7o),
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kjer je §%(7 — 7o) obi¢ajna Diracova funkcija. Ker imamo problem definiran v neskon¢nem
prostoru, ga reSimo s Fourierovim integralom. ZapiSimo v ta namen vse relevantne funkcije
s pomocjo Fourierovih integralov:

(2m)
Bk -
() = / @n? (k) e, (2.15)
BE g
53(*—7?0)—/(%)3 (7o)

Ce te nastavke vstavimo v Stokesovo enacbo (2.14), dobimo za Fourierovi komponenti p(E)
in ¥(k) naslednji enacbi

—ikp(k) — pk2w(k) + Foe=™*0 = 0,
k-5(k) = 0. (2.16)

-
PomnoZimo prvo enacbo z ik in upostevajmo drugo, pa dobimo

=, ZE'F_:O 77;*7:‘
p(k) = — 2 € k7o,

Da bi dolocili E, vstavimo reSitev za tlak nazaj v prvo enacbo (2.16),

Vse, kar nam preostane, je, da reSitev iz prostora k pretransformlramo nazaj v realni prostor.

PomnoZimo zgornjo enacbo z etk

dobimo
37, 7 _'. o -
§(F) = 1 /( k <F0— k(k FO)) etk (F=70) (2.17)

integrirajmo po k in upostevajmo definicije (2.15), pa

n ) @r)F k2 k2

oziroma po komponentah

1 &>k kik; g
Ui(F) = — | =55 | 0ij — Fy; eF(=o)
w0 = [ e (9 ) e
Izra¢unajmo zgornji integral. Za¢nimo takole:

R T "2k dk sin® df e scoss
(2m)3 k2 ¢ B O (2m)BkE ¢ B

sin k|7 — 7| 1
= dk = . 2.18
27r2/0 e R R
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Podobno naredimo tudi z drugim ¢lenom v enacbi (2.17). Najprej ugotovimo, da je

d3E (P r— T
/7(2 R R (T=T0) " S 7ol + Const.,
T T

kjer konstanta C'onst. ni ve¢ funkcija |7 — 7g|. Od tega rezultata je samo $e kratek korak, pa
ugotovimo, da je

&k ik(F—T d*k ik(F—7 |7 — 7ol

Koncen izraz za hitrost potemtakem dobimo kot

kar je tudi kon¢ni Oseenov izraz (C. W. Oseen 1927). Posplositi se da tako, da imamo lahko
ve¢ kroglic, od katerih nekatere pomikamo z razli¢nimi hitrostmi ter opazujemo, kako se na
to gibanje odzivajo druge kroglice. Bralec naj to precej nazorno posploSitev razisce sam.

Ce se zdaj povrnemo na na§ osnovni problem, to je gibanje druge kroglice, ugotovimo,
da se druga kroglica pri 7 giblje s hitrostjo

HF) = —% <170 L (=) (7 — Fo)-60)> .

2|7 — 7ol

Upostevali smo, da je Fy = 6maputy. Premik ene same kroglice v viskozni tekocini ustvari hi-
trostno polje, ki pada pribliZno inverzno z razdaljo od kroglice. Po drugi strani pa to pomeni,
da na drugo kroglico deluje sila z velikostjo 6wrant(r;). Viskozna tekocina torej posreduje
interakcije med potopljenimi kroglicami, ki so dolgega dosega in padajo pribliZzno inverzno z
razdaljo med njimi. Tak$nim interakcijam pravimo tudi hidrodinamske interakcije.

Hidrodinamske interakcije lahko opazujemo v medu. Vanj vrZzemo nekaj kroglic in po¢akamo
toliko Casa, da se porazdelijo po medu kar se da enakomerno. Nato vrZzemo v med Se neko-
liko vecjo in teZjo testno kroglico, ki pocasi pada proti dnu posode z medom, in opazujemo,
kako se gibljejo manjSe kroglice okrog nje. Hitro uvidimo, da se vpliv gibanja vecje kroglice
na manjie zmanjiuje z razdaljo med njimi. Ce bi tak§ne meritve opravili kvantitativno, bi
potrdili Oseenov rezultat.

Naloga Lﬁ

Tekocina z viskoznostjo ) tece v smeri osi x skozi reZo, ki ima v smeri y debelino h. Gradient
tlaka naj ima komponento le v smeri x, zapisali ga bomo takole: —Vp = (a e~ 0,0), kjer
je seveda misljena realna vrednost tega izraza. Izracunajte odvisnost x komponente hitrosti
od koordinate y in njeno povprecje po reZi!



Viskozne tekocine 35

y — — PR —
h — — = ¥=(,00)
x - . s

Slika 2.4: V viskozni tekocini se gradient tlaka sinusno spreminja s Casom.

Zacnemo z Navier-Stokesovo enacbo v obliki

o .. -
p (f% + (U.V)v) = —Vp+nV35
in robnim pogojem, da je hitrost na obeh povr§inah y = +h/2 enaka ni¢. Hkrati mora biti
reSitev tudi simetri¢na glede na tocko y = 0, ki jo postavimo na sredino reZe.

Glede na obliko gradienta tlaka je smiselno predpostaviti, da ima tudi hitrost obliko
(v(y,1),0,0). S tem nastavkom dobimo Navier-Stokesovo enacbo v obliki
Iv(y,t) 9?v(y, 1)

_ —iwt
o ae + 7776;;2 .

Resitev te enacbe je
. a .
t) = —iwt - —iwt
oy, 0) = Sly)e™ i e,
kjer je funkcija f(y) reSitev enacbe

*fly) _ _.wp
=—i=Lf(
dy? n
Resitve te enacbe so kotne funkcije. Upostevali bomo le funkcijo cos, ker je simetri¢na glede
na izhodis¢e na sredini reze. TakSne morajo biti namre¢ tudi reSitve Navier - Stokesove

enacbe. Celotna reSitev se torej glasi

Y)-

v(y, t) = (A cos ky + ijpe_m> ,

kjer je
k= %1+Z oziroma kzzi%.

n V2 n

Ce sedaj upoitevamo e robno pogoje pri y = +h /2, lahko izraCuname tudi konstanto A in
koncno dobimo enakost

. a cos ky .
t)y=i— (1— ———==)e ™"
v(y:1) pr( cosk:h/2>€
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Od tod lahko takoj dobimo tudi povprecno vrednost hitrosti v rezi

0= [ st =i (1= 2 ankngz) e
u(t zf/ vy,tdyzi(l—tankh 2>e“’.
hJ_n2 wp kh
Pri vsem tem ne smemo pozabiti, da je v zgornjih izrazih vedno misljen le realni del! Po-
glejmo si Se razli¢ne limite teh izrazov.

e V primeru velike viskoznosti ali pa majhne debeline reze imamo kh — 0. Takrat
lahko razvijemo tanx ~ z + x3/3 4 22°/15 . . ., upostevamo le realni del resitve in
dobimo do najnizjega reda po h priblizek

h2 ) 2
o(t) ~ Re (ae“”) = a—n cos wt.

e V nasprotnem primeru pa imamo kh — oo, kar ustreza majhnim viskoznostim ozi-
roma velikim debelinam reZe. Takrat velja tan kh/2 — 7 in dobimo do najniZjega
reda po h priblizek

o(t) ~ Re (iae_i“t) =~ % sinwt.
wp wp
V obeh limitah sta torej fazi hitrosti premaknjeni za —7 /2. Casovno spreminjanje hitrosti
v obeh primerih sledi gradientu zunanjega tlaka.

Naloga Lﬁ

Drsni leZaj sestavimo iz dveh velikih plos¢, od katerih leZi spodnja vodoravno, zgornja pa je
za majhen kot zasukana iz vodoravne lege. Spodnja ploSca se giblje s hitrostjo vy, zgornja pa
miruje. Prostor med plos¢ama zapolnjuje viskozna tekocina, ki ima ob plos¢ah enako hitrost
kot plosce. S kaksno silo deluje tekocina na zgornjo plos¢o? S koliksno silo moramo vleci
spodnjo ploskev, da se bo gibala s hitrostjo v, ?

Navier-Stokesova enacba ima za nestisljive viskozne tekocine naslednjo obliko:
ov
ot

Izberimo tak koordinatni sistem, da bo os = vzporedna spodnji plos¢i. V tem primeru lahko

oddaljenost zgornje plos¢e od spodnje zapiSemo kot

1
+(17~V)U:—;Vp+gﬁﬂ (2.19)

b1 je razdalja med plos¢ama pri x = 0, bo pa pri + = L. Ker je naklon zgornje plosce
majhen, bomo uporabili pribliZek, da se hitrost teko€ine vzdolZ osi = ne spreminja ter da je
od ni€ razli¢na le komponenta hitrosti v smeri z,

U= (Uw(y)’ 0, O)
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Slika 2.5: Drsni leZaj je sestavljen iz dveh velikih plos¢, ki oklepata majhen kot (o < 1).
Med njima je viskozna tekocina. Zgornja plosca miruje, spodnja pa se giblje s hitrostjo v,.

S tem priblizkom se enacba (2.19) poenostavi, saj je
dvz (y)
U - U = = = 0
(U- V)0 = v, (y) pe

Ce upostevamo Se to, da hitrost ni neposredno odvisna od ¢asa, dobimo

@ o 82”x(y) dp _ @ _

ar oy oy 0z
Druga in tretja enacba v (2.20) nam povesta, da se p ne spreminja z y ali z. Ker nas zanima,
kako se tlak spreminja v smeri z, bomo prvo enacbo v (2.20) dvakrat integrirali po y. Dobimo

0. (2.20)

1 9p y?
:(y) = ——=—=+Cy+D. 221
va(y) jowa TOVH 221
Konstanti C' in D bomo dolo¢ili iz robnih pogojev. Pri tem bomo upostevali, da ima teko¢ina

ob plo§¢ah enako hitrost kot plos¢i. Ob spodnji plos¢i tako velja v, (0) = vy, od koder sledi,

daje D = vg. Ob zgornji plosci pa lahko zapiSemo v, (bQZbl T+ bl) = 0. Iz izraza (2.21)
tako sledi 5 /b b
1 dp (by — b Vo
C=——— by )| — ———m8.
5 Oz ( 17 x+ 1) b22b1x+b1

Da bi poenostavili zapis, bomo namesto izraza b2zb1 x + by pisali b. Tako dobimo naslednjo
obliko hitrostnega profila:

1 9p o

2

V naslednjem koraku moramo poiskati tlak kot funkcijo z. Pri tem bomo upostevali, da mora
biti prostorninski pretok na pre¢no dimenzijo, @), neodvisen od x, kar pomeni enak za vse b:

b b110py? 10p, o
Q—/va(y)dy = /O{nax2_(2770xb+b)y+vo] dy =

1 pr Vo

_ el N e Y 2
= &5 3 <27)3x b)b + vob. (2.23)
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1z te zveze lahko izrazimo, kako se spreminja tlak vzdolZ osi z:

op (b b3 vgb
% (67} - @ = Q + 7 — ’U()b7 (224)
ali
dp 12nQ  6nvg
or b3 b2 (2.25)

Zgornjo enacbo bomo integrirali po x in pri tem upostevali, da je b odvisen od z,

r dx z dx
p(z) —po = —1277Q/ ﬁ + 677”0/
0 0

bazbig 4 by) (bagtea+by)”
ali
6nL 1 1
p(l‘)—po = by — by Q((szblx+bl)2_b%>_

1 1
o
Bk b

Da bi p(z) natanéno poznali, moramo doloditi $e konstanto Q. Doloimo jo iz zahteve, da je
tlak pri x = L enak py, saj je lezaj pri z = 0 in x = L odprt. Zato mora biti

b1bs
by + by

Q=1

Od izraza za silo, ki deluje na zgornjo ploskev, nas lo¢i le $e integral tlaka po zgornji ploskvi,
to pomeni po z:

F L 6L277U0 bg - b1 bQ
a /0 (p(l') p ) * (bQ — b1)2 ( bl —+ bQ n bl)

V zgornjem izrazu smo upoStevali, da zunanji zracni tlak p, ne prispeva k sili na zgornjo
ploskev. Parameter a oznacuje dolZino leZaja v smeri osi z.

Izracunajmo $e silo, s katero moramo vleci spodnjo ploskev, da se bo ta gibala s hitrostjo
V,. Silo bomo dolocili s pomocjo napetostnega tenzorja

Ov;  Ouk )

oxy, + ox;

Pik = Pdix, + 1 (

Ker nas zanima sila, ki deluje v smeri osi x na ploskev z normalo v smeri osi y, moramo
izraCunati p,,,. Pri tem bomo upoStevali izraz za hitrost (2.22);

_ 0 _ 10p (1 0py wo\| _Op( b\ o
pwy_n@y = n@xy 2n Oz b )| "o \V T2 b’
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Izracunajmo p,, pri y = 0. Pri tem bomo upoStevali izraz (2.25),

— 129m0 blbgb _ 6771}0b _ NV — 3 9 b1b2 l _ i
Poy = 28000y o2~ 22 b 1\ b b b2 3b)°

Vlecna sila na precno dolzino D, = % je torej enaka

L
377’UOL b2—b1 4 bl
D, = | dip,, = 2 +im).
/0 TPy bg—bl(b1+b2 3nb2)

Izbrati bi Zeleli tolikSno vrednost razmerja parametrov by in b, da bo dvizna sila zgornje

ploskve ¢im vecja. To se zgodi pri Z—; = 2,2, ko ima funkcija (2.26) ekstrem.

.....

bomo poenostavili z uvedbo funkeij () in £(x), kjer je p(z) = 1= (2% +4In x) in

€(r) = 1+ (21’—‘/” +1In x) Tako lahko zapiSemo

(1—x)2 1+x
3nv, L by
D, = —
o= ().
F 677L21)0 by
— = — . 2.26
- 7 5(b2 (2226)

Razmerje FT/G je torej enako

F 61 L2v,by &) _ %5(%)

—_—_ - 2 — .
D 033nvoL p(pt) b3 p(3)

1
2

Z zahtevo, da je nosilna sila ¢im vecja, je razmerje Z—; doloceno. Da bi dobili ¢im vecje

razmerje %/a, lahko potem bodisi pove¢amo L bodisi zmanjSamo bs.



