4. kolokvij, 2002
1. Izratunaj A" za matriko
§ 2 -2
A= 2 5 4 |.

-2 4 5

2. V prostoru realnih polinomov stopnje najvet dva je podan skalarni produkt
(pq) = p(=D)g(~1) + p(0)g(0) + p(L)q(1)

V podprostoru
U = [p e Po(R); p'(0) = p'(1) = 0}

poiszi polinom, ki je, glede na dani skalarni produkt, najbliZje polinomu 24t

3. Preslikava R: R® — R? je vrteZ okrog premice

x_ .t
2=V

Napisi matriko adjungirane preslikave R* glede na obitajni skalarni produkt in opis njeno
geometrijsko delovanje.

4. Sebi adjungirana linearna preslikava 5: R® — R? ima dvojno lastno vrednost 0, pripada-
joti lastni podprostor je ravninax + y -z = 0; in e eno lastno vrednost 1. Pois¢i matriko,
ki pripada preslikavi § v standardni bazi prostora R3.

4. kolokvij, 2004

1. Izratunaj lastne vrednosti in lastne vektorje (21 + 1) X (2n + 1) matrike:

1 ]

Na neoznatenih mestih so ni¢le. Ce naloge ne zna$ regiti v splodnem, jo re8i vsaj v primeru,
kojen =2 ([15%]).

2. V prostoru realnih linearnih polinomov P1(RR} je dan skalarni produkt

(p,q) = p(0)g(0) + p(L)g(1).

Kateri linearni polinom je glede na ta skalarni produkt najbliZje funkciji f(x) = ¢*?

1 2 90
-1 -2 0].
3 5 1

3. Izralunaj peti koren matrike



3. V prostoru P(IR) polinomov stopnje najvet dva je dan skalarni produkt

1
(p,q) = I 1 p(tqt)di

in podprostor
U= (p & Py(R); p'(0) = 0).

Kateri polinom v prostoru U je najbliZje polinomu #{f) = { + 1? Kolik3na je oddaljenost
polinoma r od prostora U?

4. Koliko je ortogonalnih preslikav R* — R, ki preslikajo
premicox = =z v premico - =y =2z
in premico x = —y = z v premico x = y = 2?
Poidé matriko katere od njih v standardni bazi prostora IR®.

4. kolokvij, 2001

1. Linearni preslikavi P: R* —» R® v standardnih bazah ustreza matrika

-1 1 2
6 -2 -6 |.

-4 2 5

(a) Poisdi lastne vrednosti in lastne vektorje matrike P.

(b) 5 pomodjo tocke (a) opisi, zakaj je preslikava P geometrijsko projekcija. Kam in
vzdolZ &esa projicira?

2. V prostoru P»(IR) je dan skalarni produkt
(p.9) = p(-1)q(~1) + p(0)q(0) -+ p(1)q(1)

in podprostor
U = {p € Po(R); p'(1) = 0} .

Kateri polinom v prostoru U je najbliZje polinomu 24 t+1?

3. Linearna preslikava A: P2{R) — P2(R) je podana s predpisom

t
(Ap)(t) = tp’(t)+J; xp”(x)dx

Prostor P2(IR) je opremljen z enakim skalarnim produktom kot v drugi nalogi. Katera
matrika pripada preslikavi A* v standardni bazi {1, {, £) prostora P2(R)?

4, Poidi funkcije x = x(t), y = y(#), z = z(t), ki redijo sistem diferencialnih enacb:

X = —x+y
= 4y -2z
z = 6y-3z



4. kolokvij, 1999

1. Dana je matrika

-6 3 7
A= g -1 0
~14 12 15

Poisdi kakéno matriko B € Ms(IR), za katero velja B> = A. Koliko je takénih matrik?

2. Za katere vrednosti parametra t € R se da diagonalizirati matrika

1 ¢+ 25
0 ¢ t+1 1.
00 -1
3. Na vektorskem prostoru P3(R) realnih polinomov stopnje manjse ali enake tri je dana
preslikava

1
p.q) = j; p' (1)’ () di -+ p(0)4(0) .

PokaZi, da je to skalarni produkt.

Poisti (glede na zgornji skalarni produkt) adjungirano preslikavo A* k preslikavi 4, ki je
podana s pravilom
(Ap)(t) = £p(L/1).
4, Pri istem skalarnem produktu kot pri trefji nalogi poiséi pravokotno projekcijo polinoma

1+ ¢ — £ na podprostor U = kerD? Kjer je Dp := p’. Kolikéna je razdalja tega vektorja do
podprostora U?

4. kolokvij, 2000

1. Na prostoru Po(R) realnih polinomov stopnje najvet dva so dani funkcionali

filp) 1=6j'p(t)dt; i=1,2,3.
0

(a) Poka#i, da funkcionali {1, fo, fa} tvorijo bazo prostora Po(R)".

(b} Kateri polinom po Rieszovem izreku ustreza funkcionalu f; glede na skalarni pro-
dukt

1
(p.q) = ﬁ 1r:*(t)cf(t)dt?

1 0 -3
6 1 0 |.
-3 0 1

(a) Utemelji, zakaj se da matrika A diagonalizirati.
(b) Za n € N poidti matriko A"

2. Dana je matrika

A=




4. V prostoru P1(R) polinomov stopnje najvec ena je dan skalarni produkt
p.q) = p(0)3(0) + p(1)g(1)
Najbo A: Pi(R) - P1(RR) linearna preslikava, dana s predpisom
(Ap)(E) = (p(t))’
Dolodi A*(t + 1).

4, kolokvij, 1998

1. [25 %] Linearna preslikava A, ki slika iz prostora realnih polinomov stopnje najvel dva
vase, je podana s predpisom

1
Ap)0 = ) +61 [ .
(a) [10 %] Dolodi matriko A, ki pripada preslikavi A v standardnih bazah {1, £2}.
{(b) [15 %] Dolo&i podobno diagonalno matriko in ustrezno prehodno matriko.

2. Naj bo V n-razseZen realni vektorski prostor s skalarnim produktom {-,-), # in b pa dana
linearno neodvisna vektorja iz prostora V. Preslikava A: V - V je podana s predpisom

Ax o= {x, b,

(a) {10 %] PokaZi, da je preslikava A linearna. Dolo¢i predpis za adjungirano preslikavo
A,

(b) [10 %] Doloti lastne vrednosti in ustrezne lastne podprostore preslikave A. Ali se da
preslikava A diagonalizirati? Odgovor utemelji.

{c) [10 %] Kakéna morata biti vektorja 4 in b, da bo preslikava A normalna?

3. [25 %] V prostoru realnih polinom stopnje najvec tri je dan skalarni produkt

1
p.a)= f; p(x)g(x)dx .

Poig¢i kaksno pravokotno bazo mnozice {1 + £, 2 -1}
4, [20 %] Cim bolj natanéno narigi krivuljo v R?, dologeno z enaébo
~3x% - 8xy + 3y2 =1.

Dolo¢i osi dane krivulje.



4. kolokvij, 1996

1. Dana je kvadratna forma
52 92 2
Qx,y,2) = X 5y + 4z° + Txy — 2xz — 2yz .
Katero ploskev predstavlja enatba Q(x, y, z) = 07 Poisti njene osi, jo skiciraj in narisi njen
presek z ravnino x -+ y +z = 0.

2, Sebi adjungirana linearna preslikava A: R3 — R? ima lastne vrednosti 1, -1 in 0. Njeno
jedro je premica x = -y, z = 0 in velja

A(1,1,-1) = (-1,~1,1).
Poizdi matriko za A" v standardni bazi. V R® imamo standardni skalarni produkt.

3. Najbo P: R*® — R® projektor na ravnino x +y ~z = 0 vzdol? premice x = y = z. Pois¢i
matriko za P v standardni bazi. Pokazi, da je tudi P projektor. Kam projecira in vzdol2
Zesa? V R® imamo standardni skalaini produkt.

4. V prostoru Po(R) polinomov stopnje kvegjemu dva je dan predpis

1
o) = f ORI pORO).

Poka#i, da je to skalarni produkt in poisdi kaksno pravokotno bazo ortogonalnega kom-

plementa prostora
V=Lt -t

4. kolokvij, 1997

1. Katero ploskev v prostoru predstavlja enatba
Yy — 327 +dxz = 47
Poisdi njene osi. Cim bolj natantno nari$i njen presek z ravnino y = 0.

2. (a) Najbo V realen vektorski prostor s skalarnim produktom ¢, -) in normo I}, porojeno
iz tega produkta. PokaZi, da za poljubna vektorja x, y € V in skalarja o, f € R velja:
@) lix+ yiP — llx = yIP = &x, )
(it) Ceje {lxll = llyll, potem je llax + Byll = lley + Bxll.
(b) VIR? je dana norma [|(a, b)|| := la| + 1Bl. Pokazi, da obstajata taka vektorja x,y € R? in
skalarja a, § € R, daje [|x]! = {{yll, vendar jlax + Byl # llay + pxil. (To pomeni, da tako
definirana norma ni porojena iz skalarnega produkta.)

3. Najbo V vektorski prostor s skalarnim produktom (., 9 in A,B: V — V sebi adjungirani
linearni preslikavi. PokaZi: &e je za vsak vektor x € V velja enakost

(Ax,x}y = (Bx,x},

potemje A = B.



4. kolokvij, 1994

1. Naj bo U vektorski prostor s skalarnim produktom, A in B pa linearni preslikavi U — Ul.
DokaZi:
B'A =0 & imB c (imA)*.

2. Katero ploskev predstavlja enatba
X2+ y* +42° - ldxy + 8xz — 8yz = 247

Poi&ti njene osi. Cim bolj natanéno narigi krivuljo, ki je presek te ploskve z ravnino z = 0.

3. Poidti matriko zrcaljenja ¢ez podprostor
V=i@becd)eR 4a~b~c=0,b—c+4d =0}

v standardni bazi prostora R?.

4. V R? uvedi skalarni produkt tako, da bodo vektorji
(1,1,1),(1,0,1),(1,1,0)
ortonormirani. Glede na tak skalarni produkt izratunaj pravokotno projekcijo vektorja

(1,0, 0) na vektor (0,1, 0}

4. kolokvij, 1995
1. Dana sta podprostora v R*
U={abecd)eRY a+b+c+d=0},

Vel bedeRYa=2b=—-c=2d}.

P naj bo projektor na V vzdolZ U. Poig¢i matriki za P in P* v standardnih bazah prostora
RR*. Alije P projektor? Ce je, kam in vzdolZ ¢esa projicira?

2. Poi&¢i matriko kak&ne ortogonalne transformacije R* ~» R?, ki preslika ravninox+y+z = 0
na ravnino x — ¥ -2z = 0 in vektor (1, -1, 0) v vektor (1, 1,0). Koliko je takénih matrik?

3. Xaj predstavlja ploskev v prostoru R¥, podana z enatbo
P2y -z dyz =17
Cim bolj natanéno narigi presek te ploskve z ravnino x = 0.

4. Nabo V realen vektorski prostor in K linearna preslikava V — V. PokaZi, davelja K* = —-K
natanko takrat, kadar za vsak vektor x € V velja (Kx, x) = 0.






(b) Poi&& matriko, ki preslikavi A ustreza v bazi {1 +£,1 — £, + £},

4, Na prostoru polinomov stopnje najved dva so dani funkcionali:

Silp) = p(0) +p"(0),
Rp) = p'Q1)
fp) = p@)+p' (-1
Poisti matrike, ki jim ustrezajo v standardnih bazah in pokaZi, da funkcionali tvorijo bazo
prostora Po(R)".
3. kolokvij, 2003

1. Naj bodo vektoriji ab & e R3 paroma pravokotni in |4 = |5| =1, 18] = 2. Izratunaj
prostornino tetraedra, napetega na vektorjih

-y

P=d+2bh f=c-21 7=26-2

2. Najbo A preslikava iz prostora realnih polinomov stopnje najvet dva P»(R) vase. Podana

je s pravilom
(Ap)E) = tp(t) — p(t).

(a) PokaZi, da je preslikava A linearna.
(b) Dolo¢i matriko, ki ji pripada v standardni bazi {1, ¢, #2).
(c) Poi8i kakdni bazi jedra in slike preslikave A.

3. (a) Preslikava A: IR® -+ R? je zrcaljenje ez premico

Doloti matriko, ki pripada preslikavi A v standardnih bazah.
{b) Preslikavi B: R* — R®paizbaze{(1,0,1),(0,1,1),(0,0,1)} v standardno bazo ustreza

matrika
1T 0 -
0 1 11.
-1 0 1

Katera matrika ustreza preslikavi A ¢ B v standardnih bazah?

4. Naj bo S sfera dolocena z enatbo (x — 2)% + 2 + z2 = 2 in p premica, ki je presek ravnin
Xx+z=2inbx-2z=23.
{a) PokaZi, da imata S in p natanko eno skupno totko.

(b} Poidti enacbe vseh ravnin skozi izhodiste koordinatnega sistema, ki se dotikajo 5, so
vzporedne p in ne vsebujejo p.



3. kolokvij, 2001
1. Napisi enagbo premice p, ki je zrcalna slika premice

-3
q: l—xmyT=z

glede na ravnino
i x~3y+2z=3.

2. Premica p je presek ravnin
Lix—-y+z=1 in II: 3x+2y~z=4.

Napisi enatbo ravnine Q, ki vsebuje premico p in oklepa z ravnino I kot 60°. Kaksen kot
oklepa ravnina {2 z ravnino I'T? Koliko je reditev?

3. Preslikava A: Po{R) — P2(R} je podana s predpisom

apey= 7 [ peds-ony

(a) PokaZi, da je preslikava A linearna.
{b) Napisi matriko, ki preslikavi A ustreza v standardnih bazah {1, f, 2} prostorov Pa(IR).
(c) Poi&i kaksni bazi jedra in slike preslikave A.

4, Napisi matriko, ki v standardni bazi prostorov IR? ustreza linearni preslikavi A: R? — RS,

ki preslika
(1,-1,-1) = {(3,L.1),
(1,1,-1) —» (2,0,1),
(1,0,2) +— (-1,2,1).
3. kolokvij, 2002

1. Dan je trikotnik z ogliddi A(1, -1,2), B(2,1,2) in C(3, -2, 2). Poisdi sredigde trikotniku ABC
vértanega kroga.

2. Dani sta premici
. X z
prx=y=zing g=-y=3z.

(a) Poi8¢i enacbo ravnine L, ki vsebuje obe premici.

(b) Poigéi matriko, ki ustreza pravokoini projekciji na ravnino L v standardni bazi pro-
stora R, Kakgne so njene lastne vrednosti in lastni vektorji?

3. Dana je preslikava A: Po(R} — Pao(R),

(Ap)(B) = (8 + 20p" () = 2(p(H) + P'(1)) -

(a) PokaZi, da je preslikava A linearna.



3. I_\]a] bo A: R? - R? linearna preslikava, ki za vsak i € {1, 2,3} vektor #; preslika v vektor

b, kjer so
a1 =(1,1,0), & =(0,1,-1), &5 = (1,2,0),

B =(1,0,0), b = (2,2,-2), b5 = (0,3,0).
Pois¢i matriko, ki pripada preslikavi A v standardni bazi.

4, Funkcionali fi, f» in f3 na prostoru P2(R) polinomov stopnje najve¢ dva so podani s
formulami

1 1
filp) :=fop(t)dt, Lp)=p'(1}y,  fap) :=f0 tp' (£)dt .

DokaZi, da tvorijo bazo prostora funkcionalov Po(R}".

3. kolokvij, 2000

1. Naj bosta vektorja 4in b enotska vektorja, ki oklepata kot 120°. Resi vektorsko enacbo

2. Ravnina I vsebuje premico
pr x—=1=2y~-2=z+1

in se dotika nekega valja V z osjo x = y = z. Doloti enatbo ravnine L in polmer valja V.

3. Dano je realno $tevilo 4 in matrika
1 a
W
Preslikava T: Mz(R) — Mz(R) je podana s pravilom
T(X):= AX - XA.

(a) PokaZi, daje preslikava T linearna.
(b) Doloti matriko, ki pripada preslikavi T v standardni bazi matrik

{E11, E12. E1, Ezal

Pri tem E;; pomeni matriko, ki ima na kriZii¢u i-te vrstice in i-tega stolpca enko,
iP J-teg P
drugod pa ni¢le.
(c) Poi&i bazo jedra in zaloge vrednosti preslikave T v odvisnosti od parametra 4. Ali
je v kakénem primeru preslikava T obrnljiva?

4. Dolo¢ matriko, ki v standardni bazi prostora R® ustreza zrcaljenju ¢ez premico

]



2. Naj bo a dano realno Stevilo. Preslikava A, ki slika iz prostora polinomov stopnje najvet
dva v prostor R?, je podana s predpisom

1
At pis (7/(0) +8,2p(0) + p(1),3 fo p(tyit)

Najprej doloéi parameter 4 tako, da bo preslikava A linearna. Nato zapisi matriko, ki
preslikavi A ustreza v standardnih bazah obeh prostorov in dolodi bazo jedra preslikave
A

3. Poisdi matriko v standardni bazi prostora R?, ki ustreza pravokotni projekeiji na premico

X =

pa=

=Zz.

Kaj je jedro in kaj je slika te preslikave?
4. Preslikavi @: R® — R ustreza iz standardne baze prostora IR? v bazo

((1,1,1),(0,1,0), (1,0, 0)

1 -1 0
cC={0 0 1],

matrika

1 1 0

reslikavi D: R? — R3 pa iz standardne baze prostora R v bazo
P P p

{(1,2,0),(2,5,1),(1,3,0)}

l |

Katera matrika ustreza kompozitumu preslikav € o D v standardnih bazah prostora R3?

ustreza matrika

D=

o= O
[

— o

3. kolokvij, 1999

1. Naj bosta premici p in 4 podani z enatbama

3x—-6 3z~6
7 =3y—-3 = g

prx=2y=z, 4.

Pokazi, da se premici p in g sekata ter poiséi vse ravnine, glede na katere sta si zrcalni.

2. Dana je ravnina
I x+2y-2z=0

in togki P(2, -1, 2), 2(0,3,0). Pois&i mnozico todk v ravnini I', ki s0 od togk P in () enako
oddaljene.



3. kolokvij, 1997

1. Za dano realno stevilo A tvorimo matriko

E

Preslikava T: My(R) ~» Mz(R) je dana s predpisom
T(Xyi=AX -XA.

PokaZi, da je preslikava T linearna. Poi&i matriko, ki preslikavi T pripada v standardni
bazi prostora matrik {Eq1, E1p, E21, Ex}, kjer ima matrika E;; na i, j-tem mestu enko, drugod
pa ni¢le. Dolodi tudi razseZnost jedra preslikave T v odvisnosti od parametra A.

2. Naj bo P: R® — R? pravokotna projekcija na premico x = 2y = z, Q: R* - R® pa
pravokotna projekcija na abeisno os. Preslikava R naj bo definirana kot vsota P+ (). Katera
matrika ustreza preslikavi R v standardni bazi? Poi&¢i bazo jedra in slike preslikave R.

3. Najbosta A in B linearni preslikavi iz prostora realnih polinomov stopnje najvet dva vase.
Preslikava A je podana s pravilom

(Ap)(t} = p'() + tp(0),
preslikavi B pa v bazi {1 +¢,2f ~ 2,1 + #2) ustreza matrika
110
110
111

Kolikéna je razse#nost slike produkta AB. Dologi AB(2 - £2).

4. Dolodi lastne vrednosti in lastne vektorje matrike

-2 -3 3 -4

-2 1 1 0

-2 0 2 -2
T 1 -1 1

3. kolokvij, 1998

1. Poidi premico, ki je vzporedna ravninama
X—y+2z=2 in x+3z=6

in seka premici
LY _z+1 _y+2
x—2,3— 5 in 1-x= ) =z.



Poi¥ti njene lastne vrednosti in lastne vektorje, podobno diagonalno matriko in ustrezno
prehodno matriko.

Ce ne znaj rediti naloge v splosnem, jo redi vsaj za n = 4. ([15 %))

4. Pois& matriko linearne preslikave A: P3(R) — P, (R) v standardnih bazah, e ves:

AGA +2x+1) = 242 -3
AR +4x? +3x+2) = X2+ x+2
A(x3+6x2+4x+3) = ¥ -x

AP +x% 4+ x) = x+l

Poisei tudi jedro preslikave A.

3. kolokvij, 1996

1. V prostoru R? lei valj z osjo
x=0,y=z2

in polmerom 2. Poigéi premici skozi totko A(2,2,0), ki sta vzporedni ravnini x + y +z = 2
in se dotikata valja.

2. Preslikava D: P»(R) — P2(R) je odvajanje na prostoru polinomov stopnje najvet dva,
D(p) = p’; preslikavi A: P>(R) - Po(R) pa v bazi {1, x + ¥2,x — x*} ustreza matrika

1
g,
1

Kateri polinomi leZijo v jedru preslikave DA, kateri polinomi leZijo v sliki preslikave DA?

_ O ke
O O

3. V prostoru IR® sta dani bazi
A=1{(1,0,1),{0,1,1),(0,0,1)} in C={{,1,1),(0,1,0) (0,1, 1),
v prostoru R* pa bazi
B =1{(1,1),(0,1)} in 8=1{(1,0),(01)].
Linearni preslikavi A: R® — R? pripada iz baze A v bazo B matrika
[ 1 -1 1 ]
0 1 1]|°
Kak#na matrika ji pripada iz baze C v bazo 8?

4. Diagonaliziraj matriko

00 11
0011
1100
1100



3. kolokvij, 1994

1. Dana je preslikava A: R — R*,
A: (a,bc,d) v (c,c,a+b,d).

Pokazi, da je linearna, zapisi njeno matriko v standardni bazi in pois¢i njene lastne vre-
dnosti in lastne vektorje,

2. Naj bo A preslikava, ki vsako totko T € R® prezrcali ¢ez premico 2x = y = 4z. Zapisi
matriko za A v standardni bazi in poi8¢i njene lastne vrednosti in lastne vektorje.

3. (a) Naj bo x lastni vektor linearne preslikave A pri lastni vrednosti A. PokaZi, da je za
vsako #tevilo k € IN vektor x tudi lastni vektor preslikave A, Katera lastna vrednost
mu pripada?

(b) PokaZi, da nilpotenten operator nima lastnih vrednosti razli¢nih od 0. (Operator N
je nilpotenten, e obstaja tako naravno Stevilo 7, daje N' = 0.)

4. Za linearni funkcional f: R* — R velja:

fL,1,-1) = 2,
f@3,-1,-1) = 4,
f(-5,1,3) = 6.

Koliko je f(x, v, z), kier je (x, v, z) poljuben vektor v R*?

3. kolokvij, 1995

1. Skozi totko T(1,2, —1) poloZi premico p, ki seka premici g in v, podani z enatbama

Cx=1_y+1 z+3 T_x~—2
2 6 3 7 3

mlf s -z =3

2. Najbo A € M3(R) dana matrika in T: M3(R) — M3(RR) preslikava, podana takole:
T(X) 1= AX .
Pokazi, da je T linearna preslikava. Poi¢i njeno matriko v bazi
{E11, E21, Es1, B2, Bz, Eso, Es, Ezs, Essl,

kjer je Ej; matrika, ki ima na i, j-tem mestu enko, drugje pa nitle. Kdaj je preslikava T
bijektivna? V tem primeru pois¢i njen inverz.

3. Dana je matrika A € M,(R}

o1 1 . 11

1 1 . 11

1 1 0 . 11
Awm| )

1 1 1 01

111 1 0|







1. kolokvij, 2001
1. V R*je dan podprostor
Ui={abedeRy a+b+c=0, 2c+d =0},

Za vsako od naslednjih mnoZic utemelji ali je ogrodje in ali je baza prostora U:

A = {(1,1,-2,4), (0,-2,2,-4)},

B o= {(3,-1,-2,4), (0,0,2,-1)},

C = {(1,0,-1,2) (0,1,-1,2), {1,1,-2,4)},

D = {(-3,1,2,-1), (2,-1,-1,2), (3,-1,-2,4),
£ = {(-3,1,2,-1), 2,-1,-1,2)}.

2. V prostoru P3(IR) realnih polinomov stopnje najveé tri sta dana podprostora

{p e P3{R); p(0) =0, p'(2) =p(2)} in
{p € P3(R); p'"(1) = p'(1)).

Poi8éi baze prostorov U, V, UN Vin U + V.

U
V

3. Najbo n naravno, 4 pa realno Stevilo. [zratunaj naslednjo determinanto velikosti n X n:

o111 .. 1
1 0 4
1 a0 a ... a
a
1 a a a 0
4, Dana je matrika
110
A=i0 10
0 01

in mnoZica
M= (X € Ma(R); XA = AX"}.

Pokazi, da je mnoZica M vektorski podprostor v prostoru M3(IR), poisi njegovo razseZnost
in kakéno bazo.



4. Naj bo 1 naravno $tevilo vetje od 2, x in y pa poljubni realni §tevili, Izratunaj naslednjo
determinanto velikosti n X

XYy ¥y
yox

y X y
y LY
vy oy oy %

Nz neoznadenih mestih determinante so nicle.

1. kolokvij, 2000

1. Dana je matrika

i -1 0
A=|0 1 -1
0 0 1

Naj bo
A= (X € Ma(R); (A + X)? = AZ + 24X + X2},

Pokazi, da je A vektorski podprostor v prostoru matrik Ma(IR), dolodi njegovo razseznost
in kaksno bazo.

2. V prostoru realnih polinomov stopnje najvec tri sta dana podprostora

U (p € P3(RY; p'(0) = p(1) = 0],
Vo= LRP -2 -1 +t-1).

i

Poisdi baze prostorov U, V, U NV in U+ V.

3. Naj bosta x in y realni §tevili. Tzratunaj naslednjo tridiagonalno determinanto velikosti
#n % n (na neoznatenih mestih so ni¢le):

2xy X2
¥ 2xy  xF
¥ 2xy x
w2y X
v 2xy
4. Najbo
110
A=0 1 1].
0 01

Za naravno $tevilo # ugani koliko je A", nato pa svojo ugotovitev dokaZi z indukcijo.
Izratunaj e A™". (Nasvet: NajteZje je ugotoviti vrednost v zgornjem desnem kotu. Ko
ratuna$ zaporedne potence, poglej, katera tevila se sedtevajo med sabo.)



2. Najbo a dano realno tevilo. V prostoru R? je dan podprostor
Vi=Li(-2-0a,45+a,4+a),(1,-2,-2,-1),(-a,3,1+a4+a)}.
V odvisnosti od parametra a dolo¢i razseZnost in kaksno bazo prostora V.

3. Za dano naravno 3tevilo n izratunaj naslednjo determinanto:

1 23 ... n-2 n-1 il
2 34 ... n-1 H 1
3 4 5 ... n 1 2
n-1n 1 ... n-4 n-3 n-2
n 1 2 ... n=-3 n-2 n-1

4. V prostoru M>{IR) realnih matrik velikosti 2 X 2 je dana matrika

g 1
A= 50
in mnoZici
A= {XeM(R); AX=XA}, T:={XeMiR); AX= X",

PokaZi, da sta A in T vektorska podprostora v prostoru M»(IR) in poiséi baze prostorov A,
TA+TinANT.

1. kolokvij, 1999

1. Ali sta naslednji podmno#ici vektorska podprostora prostora IR??

1 1 a b a+1 b+1
A'"{(“'b'c'd)’ 1 1% d‘_ c+1 d—l‘}’
1 1 a b a b
EB::{(a,b,c,d); 1 _11‘ d’m . g t}

2. V mnozici realnih polinomov stopnje najved pet je dan vektorski podprostor

1 1
8 := {p € P5(R); f tp(hydt =0, f Pp(f) df = 0} .
-1 -1
(a) Dolodi njegovo razseznost in kakéno bazo.
(b) Dopolni zgornjo bazo do baze celotnega prostora Ps(R).
3. V prostoru R? sta dana podprostora
U= L4(1,2,2,1),(2,1,4, 1),

Vi={abcd;a+b+c+d=0,a+b=c+d].
Pois¢i baze prostorov U, V, UNVin U+ V.

5



1. kolokvij, 1997

1. Dana je matrika

o T o i Sl
_= O O
O = O

in mnoZica
M= (X € Ma(R); XA +AX" =0).

Poka#i, da je mnoZica M podprostor v prostoru matrik M3(R). Dologi njegovo bazo in
razseznost.

2. V prostoru realnih polinomov stopnje najvet tri leZita podprostora

1
U= {p € P3(R); p(1) = p'(D}, V= [p € P3(R); p(1) = fo p(t)dt} .

Poisti baze prostorov U, V,UN VinU+V.

3. Izrafunaj naslednjo determinanto:

1 2 3 4 oon=2 n-1 "
2 3 4 5 ... -1 n n-1
3 4 5 6 e n n-1 n~2
n-2 n-1 n n-1 ... 5 4 3
#7oe1 n n—1 n-2 ... 4 3 2
il n-1 n-2 n=-3 ... 3 2 1

4. Poigdi rang naslednje matrike v odvisnosti od realnega parametra a:

a+1 -1 1 a+l
-t a+1 -1 a-1
a+1 a~1 a+1 3a+1
a 24 a 2a

1. kolokvij, 1998
1. V prostoru Pe(RR) realnih polinomov stopnje najve 8tiri je dan podprostor
U := [p € P4(R); p(1) = p'(0) = O]

in mnozice

W

-2, 422 —2,03 - 2%

o+, xt + 22 2,22 = 1)
=2, 4 xh —2,x% - 1)
{x3+x2—2,2x4+x3—3,x2—1,x4+x3+x2~3}.

B e R
.

Za vsako od mnozic A, B, C in D ugotovi ali je ogrodje in ali je baza prostora U.

4



4, Dano je naravno $tevilo n 2 3. Glede na parnost Stevila 1 poiséi bazo in razseZnost
prostora
Z = {p € Pu(R); p(0) =p”(0) = 0, p'(1)) = p'(-1)}.

1. kolokvij, 1996

1. Najbo n naravno $tevilo, ki je vedje od 2. Izraunaj naslednjo determinanto velikosti 1 x 11,
ki ima na neoznadenih mestih nicle:

1 1
-2 1 1
-2 1 1
-2 1 1
1 -2 1
2. Najbosta A in B realni kvadratni matriki
__}_ 1 -1 0 Boe 11
PV I T it I W

U in V pa naslednji podmnoZici v prostoru matrik Mp(IR):
U= (X eM(R), AXAT =X}, V:i={XeM(R); BXB" = X}.

PokaZi, da sta mnoZici U in V vektorska podprostora v prostoru matrik Ma(IR) in poisti
baze prostorov U, V, UNVin U + V.

3. Doloéi rang naslednje matrike v odvisnosti od realnega parametra a:

1 1 1 1

22 1  22*~1 22-1
1 2a-1 2—-a* 2-a
1 1 n? a

el e ed D)

4. Najbo M C Rix, y] podmnoZica polinomov dveh spremenljivk x in y oblike
Mi={a+by+ cyz + x(d + ey + fyz),' a,b,cde feR],

podprostor N v prostoru M pa sestavljajo tisti polinomi p € M, za katere velja

O, O o P _
'é";c'(l, 1) = 5&'(1,1) =0 in E’O—)y(l,f)) = a—yz(l,O) .

Dolo¢i bazo in razseZnost prostora N.






4, V prostoru realnih polinomov stopnje najve¢ dva P3(IR) je podano pravilo

(P q) = p(0)g(0) + p(0)g"(0) + p”(0)g" (0).

(a) Pokazi, daje (-, ) skalarni produkt na P;(IR).
(b) Dolo¢i bazo prostora Lt + 1,2 — 1]+,



(b) [5] Doloti 8e x2, X3, .., ¥n-1-

2, Za matriko A € M3(R) naj TA pomeni matriko A, prezrcaljena tez stransko diagonalo. &
in 7 naj bosta podmnoZici M3(R) oblike

S:=1{A €M3(]R); A :AT}’ 7= (B e Ma(R); BT = TB}.

Poka#i, dasta 8§ in T podprostora, doloti baze prostorov 8, Tin 8NT inizratunaj razseZnost
vsote 8 + 7.

3. Naj bo | € M,(R) matrika, ki jo sestavljajo same enke. Re#i enatbo
J-X=XJ.
Ce enatbe ne zna$ rediti v splodnem, jo redi vsaj za primer n = 4, ([151)
4. Doloti rang matrike A v odvisnosti od realnega parametra t:

1 -~ 2 3
2 2-t 1 ~t
3 0 2+f 2
4 -1 5 5

A=

1. kolokvij, 1995

1. Izratunaj naslednjo determinanto velikosti 2n X 21, ki ima na neoznalenih mestih niéle:

1 1
2 2

n-1 n-1
1 2 ... n~1 il n+l n+2 ... 2n
n+1 n+1
n+2 1+ 2

2n 2n
2. Dani sta matriki
1 0 1 1 0 1
A=10 11 in B:=|0 1 0].
T 01 111

Naj bo
U= {X e Ma(R); AX = XA}, Vi=[X¢€ Ma(R); BX = XB} .

Pokazi, da sta mnoici U in V vektorska podprostora v prostoru M3(R) in poidti baze
prostorov U, Vin UNYV.

3. Doloéi razseZnost prostora

Wi L 3+22 3a 1432 3+2a a a a—-1 a-1
' 3¢ 3a |’ 3a 3a P33 al’la-1 a-1

v odvisnosti od realnega parametra a.



1. kolokvij, 1993

1, Naj bosta A in B kvadratni realni matriki

z A in B pa oznadimo mnoZici
A={XeM(R), AX = XA}, B :={XeMyR); BX = XB].

PokaZi, da sta A in B vektorska podprostora v M(R) in dolodi baze prostorov A, B, AN'B
in A+ B.

2. Naj bo 8 mnoZica vseh takih matrik A € M,(R), da je matrika A + AT diagonalna. Po-
kaZi, da je 8§ vektorski podprostor prostora matrik M, (R), doloéi kak$no njegovo bazo in
razseznost.

3. Doloti determinanto matrike A = [aj;l],_,, Kjer je

g = (1" za 1<i<n,
Ajj-1 = (—1)1‘ za 2<i<n,
ay; = (=1 za 1<i<n,

Ostale komponente matrike A so enake 0.
4, Za dana stevila s, t, 4 € R, s # 0, definiramo matrike

M(s):={8 1(/)5], N(t)::{i 2] p(@::[é ’;]

Dokazi, da se da matrika X = [ L; Z ] zapisati kot produkt
X = M{s)N(E)P(u)

natanko tedaj, kojea # 0 inje det(X) = 1.

1. kolokvij, 1994

1, Dan je sistem #n enalb z n neznankami:

1 3 0 ... 0 0 = | [1]
-2 1 3 ... 0 O X7 0
¢ -2 1 ... 0 ¢ X3 0
O 0 0 e 1 3 xn—] O

L O O 0 ... _2 1__ xn ] _O‘

(a) [20] S pomotjo Cramerjevega pravila izradunaj x7 in x;.



