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Predgovor

Študentje naravoslovnih in tehničnih usmeritev spoznajo osnove diferencialnega in
integralskega računa za funkcije ene realne spremenljivke že v prvem semestru prvega
letnika. Funkcije več spremenljivk pa pridejo na vrsto kasneje. Možni so različni
pristopi k diferencialnemu računu v več spremenljivkah, za temeljit pristop pa je
nujno dobro poznavanje linearne algebre.

Večino vsebine te knjige zaseda linearna algebra. Poudarek je na linearnih ope-
ratorjih, matrike pa obravnavamo le kot orodje za predstavitev linearnih operatorjev.
Linearni operatorji so sicer abstraktnejši od matrik, vendar pa neizbežni za študente
fizike, ki jim je ta knjiga v prvi vrsti namenjena, saj se pojavljajo vsepovsod v kvantni
mehaniki pa tudi drugod. Operatorji, ki nastopajo v kvantni fiziki, delujejo običajno
na neskončnorazsežnih prostorih. Take operatorje obravnava funkcionalna analiza.
Toda za razumevanje le-teh je zelo koristno najprej spoznati operatorje na končno-
razsežnih prostorih. Tako je lažje razumeti algebro operatorjev, saj ni obremenjena z
analitičnimi dodatki, ki so neizbežni v neskončnorazsežnih prostorih.

V zelo omejenem številu ur predavanj, ki so namenjene matematiki v novih uni-
verzitetnih programih naravoslovnih in tehničnih smeri, seveda še zdaleč ni mogoče
predelati vse za naravoslovca uporabne snovi; treba se je omejiti le na najnujnejše. V
knjigi lahko nekoliko omilimo to omejitev in predstavimo logično zaokroženo celoto
nekaterih tem. Osnova za pisanje te knjige je bil program pri predmetu Matematika
2 za študente fizike. Vključil pa sem še nekaj tem, ki jih fiziki (in drugi) gotovo
potrebujejo, a jih zaradi časovne omejitve ni bilo mogoče obdelati pri predavanjih.

Prva štiri poglavja tako predstavijo dokaj celovit pregled osnov linearne alge-
bre. Čeprav ni absolutno nujno, bo poznavanje elementarne vektorske algebre, ki jo
študentje spoznajo že v prvem semestru, olajšalo razumevanje gradiva. Obravnavo
začnemo z definicijo vektorskega prostora. Nato predelamo klasične teme do Jorda-
nove kanonične forme, kvadratnih form in funkcij operatorjev. To snov obdelamo v
približno takem obsegu, kot jo spoznajo tudi študentje matematike v prvem letniku.
Poleg tega pa smo dodali razdelka o kvaternionih (ker so uporabni tudi v fiziki) in
končnorazsežnih asociativnih algebrah z deljenjem. S tem pa seveda ni zajeta vsa
linearna algebra, ki je uporabna v fiziki: da knjiga ne bi postala preveč obsežna in
da ne bi prekoračila ravni abstrakcije, ki je še primerna v prvem letniku, smo morali
izpustiti na primer tenzorske in zunanje produkte. Količino snovi smo želeli obdržati
v obsegu, kakršnega lahko obvlada zelo priden študent v enem semestru.
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8 PREDGOVOR

Peto poglavje obravnava osnove topologije v metričnem prostoru. Pri tem smo se
omejili na osnovne pojme, kot so: odprte in zaprte množice, kompaktnost, polnost,
povezanost. To so seveda splošni topološki pojmi, toda zdi se nam, da jih je v pr-
vem poskusu dosti lažje razumeti v metričnem prostoru. Po drugi strani pa prehod
iz evklidskega v metrični prostor v tej zvezi ne prinaša dodatnega napora, zato bi
bila omejitev na evklidske prostore nepotrebna. Snov, ki jo tukaj obdelamo, zado-
šča kot podlaga za klasično analizo v drugem letniku, nikakor pa ne vključuje vseh
temeljev teorije metričnih prostorov. Kot zgled za uporabo lastnosti zveznih funkcij
predstavimo enega od dokazov osnovnega izreka algebre.

Šesto, zadnje poglavje se ukvarja z diferencialnim računom v več spremenljivkah.
Parcialne odvode in elementarne pojme v zvezi s tem spoznajo študentje fizike že
v prvem semestru, zato začnemo obravnavo kar z definicijo odvoda kot linearnega
operatorja. Snov smo poskusili podati na način, ki sicer, strogo vzeto, ne zahteva
nobenega poprejšnjega znanja o parcialnih odvodih, vendar pa tako predznanje najbrž
olajša razumevanje. V zvezi z uporabo izrekov o inverzni in implicitni funkciji se nismo
mogli izogniti pojmu podmnogoterosti v Rn. Ta pojem je pomemben tudi v moderni
teoretični fiziki. Definicija podmnogoterosti, ki smo jo vključili, je prilagojena uporabi
v zadnjem razdelku, pri obravnavi vezanih ekstremov. (Bolj standardno definicijo
vpeljemo v nalogah.)

Na koncu vseh razdelkov so naloge. Mnogokrat so te naloge problemi, ki zahtevajo
od reševalca, da dokaže kako trditev. Njihov namen je (poleg urjenja v matematič-
nem premišljevanju) dopolnitev snovi, obdelane v glavnem tekstu. Težje naloge so
opremljene z izčrpnimi navodili, ki so včasih skoraj že popolne rešitve, zato upam, da
bo marsikateri bralec zmogel velik del nalog, ki se jih bo lotil. Zahtevnejše naloge so
označene z *, nekaj zelo zahtevnih pa z **.

Kolegoma Ediju Kramarju in Marku Petkovšku se zahvaljujem za njune nasvete
pri risanju slik z računalnikom, Vladimirju Batagelju in Matjažu Zaveršniku pa za
pomoč pri uporabi LaTeXa. Matjažu Zaveršniku in Tadeji Šekoranja gre zahvala za
trud in potrpežljivost pri vnašanju popravkov. Zahvaljujem se tudi asistentu Klemnu
Šivicu ter študentom Boru Kavčiču, Andreju Dvorniku, Matiji Čufarju, Janu Fišerju,
Juretu Staretu in Filipu Kozarskemu, ki so me opozorili na nekaj napak. Ogromno
truda pa je vložil v pregled prve verzije tega dela recenzent Peter Legiša. Zelo sem
mu hvaležen za številne popravke in tehtne predloge. Njemu in Borisu Lavriču gre
zahvala tudi za to, da sta priporočila izid knjige. Gospodu Janezu Juvanu gre zahvala
za mnoge pravopisne in stilistične popravke. Samoumevno je, da so vse napake, ki so
morda še ostale, moja odgovornost.

Ljubljana, avgust 2011
Bojan Magajna



POGLAVJE 1

Vektorski prostori

1.1. Vektorski prostor Rn

Trirazsežni vektor je določen s trojko svojih komponent, to je trojko koordinat svoje
končne točke. (Za začetno točko vektorja bomo vedno vzeli koordinatno izhodišče.
Vektorji tukaj so torej to, kar fiziki imenujejo ‘krajevni vektorji’.) Množica vseh takih
vektorjev je torej kar množica

R3 := {(x1, x2, x3) : x1, x2, x3 ∈ R}
vseh trojk realnih števil. V R3 seštevamo vektorje kot

(x1, x2, x3) + (y1, y2, y3) = (x1 + y1, x2 + y2, x3 + y3).

Vsak vektor lahko pomnožimo s številom α ∈ R:

α(x1, x2, x3) = (αx1, αx2, αx3).

Podobno računamo z vektorji v ravnini, le da imamo tedaj opravka s pari realnih
števil (namesto trojk). Očitno pa lahko na enak način računamo tudi s četverkami
ali peterkami realnih števil.

Splošneje za vsako naravno število n označimo z Rn množico vseh n-terk (x1, x2,
. . . , xn), kjer so koordinate x1, x2, . . . , xn realna števila. Pri tem s pojmom n-terka
mislimo urejeno n-terko: dve n-terki (x1, x2, . . . , xn) in (y1, y2, . . . , yn) sta enaki na-
tanko tedaj, ko se ujemata v vseh koordinatah, torej ko je xj = yj za vse j = 1, 2, . . . n.
Elemente množice Rn (torej urejene n-terke) bomo imenovali kar vektorji. Za dva vek-
torja x = (x1, x2, . . . , xn) in y = (y1, y2, . . . , yn) lahko definiramo njuno vsoto kot

x+ y = (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn).

Prav tako lahko definiramo produkt skalarja z vektorjem kot

αx = (αx1, αx2, . . . , αxn), (α ∈ R).

Pogosto imenujemo vektorje iz Rn kar točke prostora Rn. Pri tem si zamišljamo, da
koordinate xj pomenijo koordinate točke x = (x1, x2, . . . , xn). Čeprav si prostora Rn

za n > 3 ne moremo predstavljati, se ta pojem izkaže za koristen računski pripomoček.
Še več, pokaže se, da lahko geometrijske pojme iz R3 posplošimo na Rn, zato ima ta
pojem tudi geometrijsko vsebino. Kot vemo iz fizike, tudi opis realnega sveta zahteva
več kot tri razsežnosti. Ker si prostora Rn za n > 3 ne moremo predstavljati, je toliko
pomembneje, da navedemo ključne lastnosti računanja z vektorji v Rn. Te lastnosti
nam bodo omogočile, da bomo lahko prepoznali Rn tudi, ko se bo pojavil v morda
zakriti obliki.
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10 1. VEKTORSKI PROSTORI

Enako kot v Rn lahko računamo tudi v prostoru Cn vseh n-terk kompleksnih
števil. Pravzaprav lahko namesto R ali C vzamemo katerikoli obseg. Preden navedemo
formalno definicijo obsega, povejmo, da je to neprazna množica F, opremljena z dvema
operacijama + in ·, ki imata podobne lastnosti kot seštevanje in množenje realnih (ali
pa kompleksnih) števil, razen morda, da množenje ni komutativno (torej a · b ni nujno
enako b · a). Zaradi enostavnosti bomo obravnavo omejili na komutativne obsege ali
polja.

Oznaka F bo v vsej knjigi pomenila polje. Bralec lahko vzame, če tako želi, da je
kar F = R ali pa F = C.

Navedimo sedaj definicijo obsega.

Definicija 1.1.1. Obseg je neprazna množica K, opremljena z dvema operacijama,
imenovanima seštevanje in množenje, ki vsakemu urejenemu paru (a, b) elementov
a, b ∈ K priredita natanko določena elementa a + b in ab v K. Pri tem morajo biti
izpolnjeni naslednji pogoji:

(G1) Asociativnost seštevanja: (a+ b) + c = a+ (b+ c) za vse a, b, c ∈ K.
(G2) Obstoj nevtralnega elementa za seštevanje: obstaja tak element 0 ∈ K, da je

a+ 0 = a = 0 + a za vsak a ∈ K.

(G3) Obstoj inverznega elementa za seštevanje: za vsak a ∈ K obstaja tak element
−a ∈ K, da je a+ (−a) = 0 = (−a) + a.

(G4) Komutativnost seštevanja: b+ a = a+ b za vsaka a, b ∈ K.
(K1) Asociativnost množenja: (ab)c = a(bc) za vse a, b, c ∈ K.
(K2) Distributivnost: (a+ b)c = ac+ bc in c(a+ b) = ca+ cb za vse a, b, c ∈ K.
(K3) Obstoj nevtralnega elementa za množenje: obstaja tak element 1 ∈ K, da je

1a = a = a1 za vsak a ∈ K in 1 6= 0.

Množico K, opremljeno z operacijama, ki imata doslej naštete lastnosti, imenujemo
kolobar z enoto.

(O1) Obstoj inverza za množenje: za vsak element a ∈ K, ki je različen od 0, mora
obstajati tak element a−1 ∈ K, da je aa−1 = 1 = a−1a.

S tem smo našteli vse lastnosti, značilne za obsege. Če pa velja še

(O2) komutativnost množenja: ab = ba za vse a, b ∈ K,

pravimo, da je K komutativen obseg ali polje.

Pravkar naštete lastnosti obsegov niso povsem neodvisne (na primer, druga distribu-
tivnostna enakost v (K2) sledi iz prve in komutativnosti množenja). Ni težko dokazati,
da sta elementa 0 in 1 enolično določena in prav tako inverzi za seštevanje in množe-
nje. Ker pa bomo podobne dokaze spoznali kasneje v zvezi z vektorskim prostorom,
jih bomo na tem mestu opustili.

Poleg obsegov R in C so nadaljnji primeri komutativnih obsegov množica Q vseh
racionalnih števil za običajno seštevanje in množenje in množica Zp vseh ostankov
po praštevilskem modulu p. Pomemben zgled nekomutativnega obsega pa je algebra
Hamiltonovih kvaternionov, ki jo bomo spoznali v razdelku 4.8.
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Naloge

1. Pokaži, da je množica {x + y
√
2 : x, y ∈ Q} polje za običajno seštevanje in

množenje realnih števil.

* 2. Pokaži, da množica {x+ y21/3 : x, y ∈ Q} ni niti kolobar za običajno sešte-
vanje in množenje realnih števil, množica {x+ y21/3+ z22/3 : x, y, z ∈ Q} pa
je polje.

* 3. Dokaži, da je množica Zp vseh ostankov pri deljenju s praštevilom p polje
za operaciji [a] + [b] = [a + b] in [a][b] = [ab], kjer označuje [x] ostanek pri
deljenju celega števila x s praštevilom p. Kaj pa, če p ni praštevilo?

4. Dokaži, da je množica vseh kompleksnih števil oblike {x+yi : x, y ∈ Q}, kjer
je i2 = −1, polje za običajno seštevanje in množenje kompleksnih števil. Kaj
pa, če Q nadomestimo z Z?

5. Množica vseh realnih racionalnih funkcij z imenovalcem, ki ni identično enak
0, je polje.

6. Naj bo F polje. Vpeljimo v F× F operaciji (x, y) + (u, v) = (x+ u, y + v) in
(x, y)(u, v) = (xu, yv). Ali je F×F za ti operaciji obseg? Ali je vsaj kolobar?

1.2. Abstraktni vektorski prostor

Za vsaki množici V in W bomo množico vseh urejenih parov (x, y), kjer je x iz V ,
y pa iz W, označili z V ×W . Množico V × V pa bomo ponavadi označili kar z V2.

Definicija 1.2.1. Neprazno množico V , opremljeno z operacijo +, ki vsakemu paru
(x, y) ∈ V2 priredi natanko določen element x + y iz V , imenujemo komutativna (ali
Abelova) grupa , če ima operacija naslednje lastnosti:

(G1) x+ (y + z) = (x+ y) + z za katerekoli elemente x, y, z iz V (asociativnost);
(G2) obstaja tak element 0 ∈ V , da je x+0 = x = 0+x za vsak x iz V (tak element

0 imenujemo nevtralni element);
(G3) za vsak x iz V obstaja tak element −x iz V , da je x + (−x) = 0 = (−x) + x

(−x imenujemo inverz od x);

(G4) y + x = x+ y (komutativnost).

Element −x, ki zadošča lastnosti (G2), imenujemo inverz od x. Če ima operacija le
lastnosti (G1)–(G3), pravimo, da je V za to operacijo grupa , vendar tedaj operacije
običajno ne označimo s +, temveč na primer s ◦.

Zgledov komutativnih grup je res mnogo: vsaka od množic Z, Q, R, C je za operacijo
seštevanja števil komutativna grupa. Če iz vsake od množic Q, R in C izvzamemo šte-
vilo 0, dobimo komutativno grupo za množenje števil. V prejšnjem razdelku definirani
množici Rn in Cn sta komutativni grupi za tam definirano operacijo +. Pomembne
zglede nekomutativnih grup bomo srečali kasneje. Na tem mestu lahko navedemo kot
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osnovni zgled množico GS vseh bijektivnih preslikav dane (toda poljubne) množice
S, ki ima vsaj tri elemente, za operacijo komponiranja preslikav. Če je S končna
množica z n elementi, S = {1, 2, . . . , n}, imenujemo to grupo permutacijska grupa in
jo označimo s Sn. Grupa Sn ima n! elementov.

Naj omenimo, da je element 0 z lastnostjo (G2) v grupi enolično določen. Če je
namreč 0′ tudi element s to lastnostjo, potem je hkrati 0+ 0′ = 0 in 0+ 0′ = 0′, torej
0′ = 0.

Prav tako je inverz vsakega elementa x enolično določen. Če namreč y in z oba
zadoščata pogoju (G3), torej y + x = 0 = x+ y in z + x = 0 = x+ z, potem imamo

z = 0 + z = (y + x) + z = y + (x+ z) = y + 0 = y.

Definicija 1.2.2. Komutativna grupa V (z operacijo +) je vektorski prostor nad po-
ljem F, če je opremljena z nadaljnjo operacijo, ki vsakemu paru (α, x) ∈ F×V priredi
natanko določen element αx iz V , pri čemer morajo veljati naslednje lastnosti za vsaka
x in y iz V ter vsaka α in β iz F:

(V1) α(x+ y) = αx+ αy;
(V2) (α+ β)x = αx+ βx;

(V3) (αβ)x = α(βx);
(V4) 1x = x.

Ker ta operacija kombinira elemente iz V z elementi iz F, ki niso nujno v V , jo ime-
nujemo zunanja operacija ali pa množenje s skalarji , pri čemer uporabljamo besedo
‘skalarji’ za elemente polja.

Vektorski prostor nad poljem R imenujemo kar realen vektorski prostor. Podobno je
definiran kompleksen vektorski prostor. Iz prejšnjega razdelka poznamo zglede Rn in
Cn realnih oziroma kompleksnih vektorskih prostorov. Podobno je za vsako polje F
in naravno število n množica Fn vektorski prostor nad F. Ta zgled lahko posplošimo
takole:

Zgled 1.2.3. Za vsako množico S naj bo FS množica vseh preslikav iz S v F. Defi-
nirajmo v FS operacijo seštevanja funkcij s predpisom

(f + g)(s) = f(s) + g(s) (s ∈ S, f, g ∈ FS)

in zunanjo operacijo s predpisom

(αf)(s) = αf(s) (s ∈ S, f ∈ FS, α ∈ F).

Bralec naj sam pokaže, da so izpolnjene vse lastnosti (G1)–(G4) in (V1)–(V4),
tako da je FS vektorski prostor za ti dve operaciji.

Če vzamemo za S množico {1, 2, . . . , n} in upoštevamo, da je tedaj vsaka funkcija
f : S → F določena z n-terko svojih vrednosti (f(1), f(2), . . . , f(n)), dobimo tako
pravzaprav prostor Fn.

Iz definicije vektorskega prostora se dajo izpeljati druge lastnosti, ki so v primeru
prostora Fn morda očitne.
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Trditev 1.2.4. Naj bo V vektorski prostor nad F. Potem je:

(i) 0x = 0 za vsak x ∈ V. (Pri tem je ničla na levi element polja F, na desni pa
element iz V, torej isti simbol označuje dva različna pojma.)

(ii) (−1)x = −x za vsak x ∈ V.

Dokaz.

(i) Označimo y = 0x. Potem je y = 0x = (0 + 0)x = 0x + 0x = y + y, torej
y = y+ y. Od tod dobimo, ko prištejemo na obeh straneh −y, 0 = (−y)+ y =
(−y) + (y + y) = ((−y) + y) + y = 0 + y = y, kjer smo upoštevali le računske
lastnosti iz definicije vektorskega prostora.

(ii) Dokazati moramo, da je (−1)x inverz od x, torej da je (−1)x + x = 0 =
x+ (−1)x. Zadošča dokazati le prvo od teh dveh enakosti, saj je dokaz druge
enak. Imamo

(−1)x+ x = (−1)x+ 1x = ((−1) + 1)x = 0x = 0,

kjer smo v zadnjem koraku uporabili že dokazano točko (i).
�

Naloge

1. Pokaži, da je C vektorski prostor nad R (in nad C). Splošneje pokaži, da je
vsak vektorski prostor nad C obenem vektorski prostor nad R.

2. Pokaži: če sta U in V vektorska prostora nad F, potem je njun kartezični
produkt U × V tudi vektorski prostor nad F za operaciji (u, v) + (x, y) =
(u + x, v + y) in α(u, v) = (αu, αv).

3. Kompleksifikacija realnega vektorskega prostora. Naj bo V realni vektorski
prostor. Vpeljimo v množico V × V operaciji (x, y) + (u, v) = (x + u, y + v)
in α(x, y) = (ax − by, ay + bx), kjer je α = a+ bi, a, b ∈ R. Pokaži, da je za
ti operaciji V × V vektorski prostor nad C. (Običajno ga označimo s C⊗R V
in imenujemo kompleksifikacija realnega vektorskega prostora V .)

* 4. Naj bo G množica opremljena z asociativno operacijo (a, b) 7→ ab, ki ima
naslednje lastnosti:

(i) obstaja tak e ∈ G, da je ex = x za vsak x ∈ G (e imenujemo leva
enota);

(ii) za vsak x ∈ G obstaja tak y ∈ G, da je yx = e (y je levi inverz od x).
Pokaži, da je tedaj G grupa za to operacijo (se pravi, e je tudi desna enota
in levi inverz vsakega elementa je tudi desni inverz).

5. Naj bo p praštevilo. Koliko elementov ima vektorski prostor Zn
p ?

6. Pokaži, da lastnost 1x = x ne sledi iz preostalih predpostavk za vektorski
prostor. (Navodilo: vpelji v R2 množenje s skalarji, npr. kot α(x1, x2) =
(αx1, 0).)
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* 7. Pokaži, da komutativnost seštevanja vektorjev sledi iz ostalih lastnosti vek-
torskega prostora. (Navodilo: Razvij (1 + 1)(x + y) na dva načina, tako da
upoštevaš distributivnost najprej v prvem, nato v drugem faktorju.)

1.3. Vektorski podprostori

Definicija 1.3.1. Podmnožica U vektorskega prostora V je vektorski podprostor (kraj-
še bomo rekli kar podprostor), če je sama zase vektorski prostor za isti operaciji, zoženi
na U .

Trditev 1.3.2. Neprazna podmnožica U je vektorski podprostor v vektorskem prostoru
V nad poljem F natanko tedaj, ko je:

(i) x+ y ∈ U za vsaka x, y ∈ U in

(ii) αx ∈ U za vsak α ∈ F in vsak x ∈ U .

Dokaz. Če sta izpolnjena pogoja (i) in (ii), je podmnožica U opremljena z dvema
operacijama, ki zadoščata vsem zahtevam za vektorski prostor. Element 0 je namreč
v U , ker je 0 = 0x za katerikoli x ∈ U . Prav tako je za vsak x ∈ U tudi −x v U , ker
je −x = (−1)x. Druge zahteve za vektorski prostor so očitno izpolnjene. �

Kadar sta za podmnožico U izpolnjena pogoja (i) in (ii) iz prejšnje trditve, pravimo,
da je U zaprta za seštevanje in množenje s skalarji .

V dokazu prejšnje trditve lahko opazimo naslednje dejstvo:

Posledica 1.3.3. Vsak vektorski podprostor v vektorskem prostoru V vsebuje vektor
0 ∈ V.

Definicija 1.3.4. Linearna kombinacija vektorjev x1, x2, . . . , xn v vektorskem pro-
storu V nad poljem F je vsak vektor oblike

α1x1 + α2x2 + . . .+ αnxn, (1.3.1)

kjer so koeficienti α1, α2, . . . , αn iz F.

Vsoto (1.3.1) lahko s sumacijskim znakom napišemo krajše kot
n
∑

j=1

αjxj .

Trditev 1.3.5. Neprazna podmnožica U vektorskega prostora V nad poljem F je vek-
torski podprostor natanko tedaj, ko je αx + y ∈ U za vsaka x, y ∈ U in vsak α ∈ F.
Tedaj je vsaka linearna kombinacija vektorjev iz U element podprostora U .

Dokaz. Če je U vektorski podprostor in so x1, . . . , xn poljubni elementi iz U , potem
so za poljubne α1, . . . , αn iz F tudi vektorji α1x1, . . . , αnxn vsi v U . Zato so v U
zaporedoma tudi vse vsote α1x1+α2x2, (α1x1+α2x2)+α3x3, . . . , α1x1+ . . .+αnxn.
(Formalen dokaz tega prepuščamo bralcu kot vajo iz indukcije.) Kot poseben primer
je v U tudi vektor αx+ y = αx + 1y za vsaka x, y ∈ U in vsak α ∈ F.
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Predpostavimo sedaj, da je U taka podmnožica v V , da je αx + y ∈ U za vsaka
x, y ∈ U in vsak α ∈ F. Potem je, kot poseben primer, ko je α = 1, tudi x + y ∈ U .
Da bi pokazali, da je U podprostor, zadošča sedaj pokazati, da je αx ∈ U za vsak
x ∈ U in vsak α ∈ F. To sledi iz enakosti αx = αx+ 0, ker že vemo, da je 0 ∈ U . �

V vsakem vektorskem prostoru V imamo dva očitna podprostora: V in podprostor
{0}, ki vsebuje le vektor 0 in ga bomo odslej označevali kar z 0. Poglejmo, kaj so vsi
možni podprostori v R3.

Zgled 1.3.6. Poleg podprostorov 0 in R3 so vektorski podprostori v R3 še vse premice
skozi koordinatno izhodišče in vse ravnine skozi koordinatno izhodišče.

Ker so premice in ravnine skozi koordinatno izhodišče zaprte za seštevanje vek-
torjev in množenje s skalarji, so to vektorski podprostori. Pokazati moramo, da ni
drugih podprostorov. Naj bo torej U poljuben vektorski podprostor v R3. Če U 6= 0,
naj bo a ∈ U poljuben neničelni vektor (torej a 6= 0). Označimo z Ra množico vseh
večkratnikov vektorja a, torej Ra = {αa : α ∈ R}. Geometrijsko gledano je Ra pre-
mica skozi izhodišče in je vektorski podprostor v R3 vsebovan v podprostoru U . Če
je U 6= Ra, potem obstaja v U vektor b, ki ni na premici Ra, torej b 6= αa za vsak
α ∈ R. Potem je množica Ra + Rb := {αa+ βb : α, β ∈ R} ravnina skozi izhodišče,
napeta na vektorja a in b, torej vektorski podprostor, vsebovan v U . Če U ni enak tej
ravnini, potem obstaja vektor c ∈ U , ki ni v ravnini Ra+ Rb. Toda tedaj vektorji a,
b in c ne ležijo v isti ravnini in iz elementarne geometrije vemo, da lahko vsak vektor
x iz R3 izrazimo kot linearno kombinacijo vektorjev a, b in c. Ker so a, b in c v U , je
v U tudi njihova linearna kombinacija x po trditvi 1.3.5. Torej je tedaj v U katerikoli
vektor x iz R3 in zato je v tem primeru U = R3.

Ravnina ali premica, ki ne gre skozi 0, pa ni vektorski podprostor v R3, saj podprostor
vedno vsebuje vektor 0 po posledici 1.3.3.

Zgled 1.3.7. Naj bo S poljubna neskončna podmnožica v R. Potem je množica R[x]
vseh polinomov z realnimi koeficienti podmnožica prostora vseh funkcij RS iz zgleda
1.2.3. (Kako pa je v primeru, ko je S končna?) Bralec naj pokaže, da je zaprta
za linearne kombinacije, torej je R[x] vektorski podprostor v RS . Za vsako naravno
število n naj Rn[x] označuje množico vseh polinomov stopnje manjše ali enake n.
Pokažite, da je Rn[x] vektorski podprostor v R[x]. Enako velja, če R nadomestimo s
C.

Dokaz naslednje trditve je preprost in ga prepuščamo bralcu za vajo.

Trditev 1.3.8. Presek poljubne družine vektorskih podprostorov vektorskega prostora
V je vektorski podprostor v V.

Definicija 1.3.9. Linearna ogrinjača [S] podmnožice S v vektorskem prostoru V nad
F je množica vseh linearnih kombinacij vektorjev iz S, torej

[S] = {
n
∑

j=1

αjxj : αj ∈ F, xj ∈ S, n = 1, 2, . . .}.
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Trditev 1.3.10. Linearna ogrinjača [S] katerekoli podmnožice S vektorskega prostora
V je vektorski podprostor v V in je enaka preseku vseh vektorskih podprostorov, ki vse-
bujejo množico S. Torej je podprostor [S] vsebovan v vsakem vektorskem podprostoru
U prostora V, ki vsebuje S.

Dokaz. Naj bosta x in y vektorja iz [S], torej x = α1x1 + . . . + αmxm in y =
β1y1+ . . .+βnyn za kake elemente x1, . . . , xm in y1, . . . , yn iz S in skalarje α1, . . . , αm

in β1, . . . , βn iz F. Potem je vsota

x+ y = α1x1 + . . .+ αmxm + β1y1 + . . .+ βnyn

tudi linearna kombinacija vektorjev iz S, torej je x + y ∈ [S]. Podobno je αx ∈ [S]
za vsak x ∈ [S] in vsak α ∈ F. Torej je množica [S] zaprta tako za seštevanje kot za
množenje s skalarji, zato je [S] vektorski podprostor.

Če je U vektorski podprostor v V in S ⊆ U , potem mora U vsebovati tudi vse
linearne kombinacije vektorjev iz S po trditvi 1.3.5, torej je [S] ⊆ U . Od tod sledi,
da je podprostor [S] vsebovan v preseku P vseh tistih podprostorov U , ki vsebujejo
S. Toda ta presek P je vsebovan v [S] (saj v tvorbi preseka nastopa tudi [S]), zato
je P = [S]. �

Naloge

1. Kdaj je množica U = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : α1x1 + . . .+ αnxn = β} vektorski
podprostor?

2. Pokaži, da so naslednje podmnožice vektorski podprostori v prostoru RR vseh
funkcij iz R v R:

(i) množica vseh sodih funkcij (funkcija je soda, če je f(−t) = f(t) za
vsak t ∈ R);

(ii) množica vseh lihih funkcij (f(−t) = −f(t));
(iii) množica vseh zveznih funkcij;
(iv) množica vseh k-krat odvedljivih funkcij, kjer je k ∈ N.

3. Ali je množica vseh funkcij f iz RR, ki zadoščajo pogoju f(1) = 2, vektorski
podprostor v RR? Kaj pa množica vseh funkcij, ki zadoščajo pogoju f(1) =
f(2)?

4. Kdaj natančno je unija dveh vektorskih podprostorov danega vektorskega
prostora spet vektorski podprostor?

* 5. Pokaži: če je vektorski podprostor nad R ali C vsebovan v uniji dveh vektor-
skih podprostorov, mora biti vsebovan vsaj v enem od njiju.

6. Pokaži: če za vektorje x, y1, . . . yn v vektorskem prostoru V velja 2x+y1+. . .+
yn = 0, potem je x v vsakem vektorskem podprostoru, ki vsebuje vektorje
y1, . . . , yn.
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1.4. Linearna neodvisnost, ogrodja in baze

1.4.1. Linearna neodvisnost

Definicija 1.4.1. Končna podmnožica S = {x1, . . . , xn} vektorskega prostora nad
F je linearno neodvisna, če je edina linearna kombinacija vektorjev iz S, ki je enaka
0, tista, pri kateri so vsi koeficienti enaki 0. Z drugimi besedami, S je linearno
neodvisna, če je

∑n
j=1 αjxj = 0 (kjer je αj ∈ F za vse j) samo v primeru, ko je αj = 0

za vse j = 1, . . . , n. Neskončna podmnožica pa je linearno neodvisna, če so linearno
neodvisne vse njene končne podmnožice. Množica je linearno odvisna, če ni linearno
neodvisna.

Mnogokrat bomo rekli, da so kar vektorji x1, . . . , xn linearno neodvisni, če je linearno
neodvisna množica {x1, . . . , xn}.

Zgled 1.4.2. Množica S = {x} z enim samim elementom je linearno neodvisna na-
tanko tedaj, ko je x 6= 0. Če je namreč x = 0, je na primer 1x = 0, zato je tedaj {x} li-
nearno odvisna. Če pa je x 6= 0, potem je enakost αx = 0 izpolnjena le v primeru, ko je
α = 0, saj bi v nasprotnem primeru imeli x = 1x = (α−1α)x = α−1(αx) = α−10 = 0.

Zgled 1.4.3. Dva vektorja v R3 sta linearno neodvisna natanko tedaj, ko nista koline-
arna. Trije vektorji v R3 pa so linearno neodvisni natanko tedaj, ko niso koplanarni.
Razmislek o tem prepuščamo bralcu. Pri tem si lahko pomaga z naslednjo trditvijo:

Trditev 1.4.4. Podmnožica vektorskega prostora je linearno odvisna natanko tedaj,
ko se da vsaj eden od njenih vektorjev izraziti kot linearna kombinacija preostalih.

Dokaz. Predpostavimo, da je množica S = {x1, . . . , xn} linearno odvisna. Potem
obstaja linearna kombinacija

n
∑

j=1

αjxj = 0, (1.4.1)

kjer niso vsi koeficienti αj enaki 0. Brez izgube splošnosti smemo vzeti, da je kar
α1 6= 0, sicer zamenjamo vrstni red vektorjev. Tedaj lahko iz enakosti (1.4.1) izrazimo

x1 = (−α2

α1
)x2 + . . .+ (−αn

α1
)xn,

kar pove, da je vektor x1 linearna kombinacija preostalih vektorjev x2, . . . , xn.
Za dokaz v obratno smer privzemimo, da je na primer vektor x1 linearna kombi-

nacija preostalih, torej
x1 = β2x2 + . . .+ βnxn

za kake koeficiente β2, . . . , βn. Ker zadnjo enakost lahko napišemo v obliki

(−1)x1 + β2x2 + . . .+ βnxn = 0

in −1 6= 0, so tedaj vektorji x1, . . . , xn linearno odvisni. S tem smo trditev 1.4.4
dokazali za končne podmnožice. Od tod jo lahko hitro izpeljemo tudi za neskončne
podmnožice, kar pa prepuščamo bralcu. �
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Trditev 1.4.5. Če je S linearno neodvisna podmnožica vektorskega prostora V, je
linearno neodvisna tudi vsaka njena podmnožica.

Dokaz. Naj bo T podmnožica v S. Vsaka linearna kombinacija vektorjev iz T je
potem obenem linearna kombinacija vektorjev iz S, zato je lahko enaka 0 samo tedaj,
ko so vsi koeficienti enaki 0. �

Zgled 1.4.6. Če je 0 ∈ S, je S linearno odvisna, saj je 1 · 0 + 0x1 + . . .+ 0xn = 0 za
poljubne vektorje x1, . . . , xn.

Zgled 1.4.7. Monomi 1, x, x2, . . . , xn, . . . so linearno neodvisni v vektorskem prostoru
R[x] vseh realnih polinomov. Če je namreč a01 + a1x + . . .+ anx

n =: p(x) polinom,
ki je enak 0 za vse x ∈ R, morajo biti vsi njegovi koeficienti aj enaki 0, saj ima sicer
polinom stopnje n kvečjemu n ničel.

Zgled 1.4.8. Ali je množica

{(1, 0, 1, 0), (1, 1, 0, 1), (2, 0, 1,−1), (0, 1,−1, 1)}
v R4 linearno neodvisna?

Vzemimo, da je

α1(1, 0, 1, 0) + α2(1, 1, 0, 1) + α3(2, 0, 1,−1) + α4(0, 1,−1, 1) = 0

za kake αj ∈ R. Vektor na levi strani te enakosti je

(α1 + α2 + 2α3, α2 + α4, α1 + α3 − α4, α2 − α3 + α4).

Če naj bo ta vektor enak vektorju 0, morajo biti 0 vse njegove komponente:

α1 + α2 + 2α3 = 0
α2 + α4 = 0

α1 + α3 − α4 = 0
α2 − α3 + α4 = 0.

To je sistem enačb z neznankami α1, α2, α3, α4. Ko od prve enačbe odštejemo tretjo,
dobimo α2 + α3 + α4 = 0. Ko to odštejemo od četrte enačbe, sledi α3 = 0 in
α2 = −α4. Iz tretje enačbe nato sledi še α1 = α4. Koeficient α4 pa ostane poljuben,
zato so vektorji linearno odvisni. Če izberemo na primer α4 = 1, imamo α1 = 1,
α2 = −1 in α3 = 0. Torej je

1(1, 0, 1, 0)− 1(1, 1, 0, 1) + 0(2, 0, 1,−1) + 1(0, 1,−1, 1) = 0.

1.4.2. Ogrodja

Definicija 1.4.9. Podmnožica T vektorskega prostora V je ogrodje za V , če je vsak
vektor iz V linearna kombinacija vektorjev iz T .

T je torej ogrodje prostora V natanko tedaj, ko je [T ] = V . Primer ogrodja je kar
T = V , vendar nas bodo zanimala predvsem končna ogrodja.

Lema 1.4.10. Če je T ogrodje, R pa taka podmnožica vektorskega prostora V, da je
vsak vektor iz T linearna kombinacija vektorjev iz R, potem je tudi R ogrodje.
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Dokaz. Ker je T ogrodje, lahko vsak vektor x ∈ V izrazimo kot

x =

m
∑

i=1

αixi, (1.4.2)

kjer so xi ∈ T (in αi ∈ F). Po predpostavki lahko vsak xi izrazimo kot linearno
kombinacijo vektorjev iz R,

xi =

ni
∑

j=1

αi,jyi,j , (1.4.3)

kjer so yi,j ∈ R (in αi,j ∈ F). Ko vstavimo izraze za xi iz enakosti (1.4.3) v enakost
(1.4.2), dobimo, da je x linearna kombinacija vektorjev iz množice R. Ker se torej da
vsak vektor x iz V izraziti kot linearna kombinacija vektorjev iz R, je R ogrodje. �

Označimo s |T | moč množice T (to je število njenih elementov).

Trditev 1.4.11. Če je T ogrodje, S pa linearno neodvisna podmnožica vektorskega
prostora V, potem je |S| ≤ |T |. Katerakoli linearno neodvisna podmnožica ima torej
kvečjemu toliko elementov kot katerokoli ogrodje.

Dokaz. Trditev bomo dokazali le za končne podmnožice, ker jo bomo potrebovali le
v tem primeru.

Naj bo S = {x1, . . . , xm} linearno neodvisna podmnožica,

T = {y1, . . . , yn}
pa ogrodje vektorskega prostora V (pri čemer so xi med seboj različni in prav tako
yj). Pokazati moramo, da je m ≤ n. Ker je T ogrodje, lahko vektor x1 izrazimo kot

x1 = α1y1 + . . .+ αnyn, (1.4.4)

kjer niso vsi koeficienti αj enaki 0 (sicer bi bil x1 = 0 in S linearno odvisna). Brez
izgube splošnosti smemo privzeti, da α1 6= 0 (sicer zamenjamo vrstni red vektorjev
yj). Potem lahko izrazimo iz enakosti (1.4.4) vektor y1 kot

y1 = β1x1 + β2y2 + . . .+ βnyn. (1.4.5)

(Pri tem je β1 = 1/α1 in βj = −αj/α1 za j ≥ 2.) Po lemi 1.4.10 je tedaj tudi množica
T1 := {x1, y2, . . . , yn} ogrodje prostora V , saj je y1 linearna kombinacija vektorjev iz
T1, preostali vektorji iz T pa so kar vsebovani v T1.

Ker je T1 ogrodje, lahko x2 izrazimo kot linearno kombinacijo vektorjev iz T1,

x2 = γ1x1 + δ2y2 + . . .+ δnyn, (1.4.6)

pri čemer niso vsi koeficienti δj enaki 0. Če bi bili namreč vsi δj enaki 0, bi iz
(1.4.6) sledilo, da je x2 = γ1x1, kar bi nasprotovalo linearni neodvisnosti vektorjev
x1, x2 (saj sta to vektorja linearno neodvisne množice S). Brez izgube splošnosti
lahko privzamemo, da je δ2 6= 0 (sicer zamenjamo vrstni red vektorjev yj). Potem
lahko iz (1.4.6) izrazimo vektor y2 kot linearno kombinacijo vektorjev iz množice
T2 := {x1, x2, y3, . . . , yn}. Ker so preostali vektorji iz T1 vsebovani v T2, je vsak
vektor iz T1 linearna kombinacija vektorjev iz T2. Ker je T1 ogrodje, pove lema
1.4.10, da je tudi T2 ogrodje.
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Postopek, začet v prejšnjih dveh odstavkih, lahko nadaljujemo. Če bi bilo m > n,
bi ta postopek lahko nadaljevali, dokler ne bi bi dobili množice Tn = {x1, x2, . . . , xn},
ki bi bila ogrodje. Toda potem bi se moral tudi vektor xn+1 dati izraziti kot line-
arna kombinacija vektorjev x1, x2, . . . , xn, kar pa bi nasprotovalo linearni neodvisnosti
množice S (glej trditvi 1.4.5 in 1.4.4). �

1.4.3. Baze

Definicija 1.4.12. Baza vektorskega prostora je linearno neodvisno ogrodje.

Zgled 1.4.13. V prostoru Rn naj bo

ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . .0),

kjer je 1 na i-tem mestu. Množica S = {e1, . . . , en} je baza prostora Rn. Vsak vektor
x = (x1, . . . , xn) lahko namreč izrazimo kot x = x1e1 + . . .+ xnen, zato je S ogrodje.
Če je kaka linearna kombinacija x1e1 + . . .+ xnen enaka 0, morajo biti vsi koeficienti
xj enaki 0, saj je x1e1 + . . .+ xnen vektor s koordinatami x1, . . . , xn. Torej je S tudi
linearno neodvisna množica, potemtakem ogrodje. Seveda enak razmislek velja tudi
v Cn in v Fn za vsako polje F. To bazo S imenujemo standardna (ali kanonična) baza
prostora Fn. Poleg te obstajajo v Fn seveda še številne druge baze. Na primer v R3

tvorijo katerikoli trije nekoplanarni vektorji bazo.

Zgled 1.4.14. Množica {1, x, x2, . . .} je baza prostora polinomov R[x],

{1, x, . . . , xn}
pa baza podprostora Rn[x] vseh polinomov do stopnje n. V zgledu 1.4.7 smo namreč
videli, da so monomi 1, x, x2, . . . linearno neodvisni in očitno je vsak polinom njihova
linearna kombinacija.

Da se dokazati, da v vsakem vektorskem prostoru, različnem od 0, obstaja baza,
vendar so baze lahko neskončne podmnožice in dokaz temelji na Zornovi lemi.

Tukaj nas bodo zanimali le prostori, v katerih obstajajo končne baze.

Trditev 1.4.15. Če v vektorskem prostoru V 6= 0 obstaja kako končno ogrodje, potem
obstaja tudi končna baza.

Dokaz. Naj bo T = {y1, . . . , yn} končno ogrodje za V . Če je T linearno neodvisna
množica, potem je T že končna baza. Privzemimo torej, da je T linearno odvisna mno-
žica. Po trditvi 1.4.4 se da potem vsaj en vektor iz T izraziti kot linearna kombinacija
preostalih. Brez izgube splošnosti lahko vzamemo, da je yn linearna kombinacija vek-
torjev iz množice T1 := {y1, . . . , yn−1} (sicer bi zamenjali vrstni red vektorjev yj).
Iz leme 1.4.10 sledi, da je tudi T1 ogrodje. Če je T1 linearno neodvisna množica, je
to iskana baza. Če pa je T1 linearno odvisna, lahko spet enega od vektorjev, vzeti
smemo, da yn−1, izrazimo kot linearno kombinacijo preostalih in tako dobimo novo
ogrodje T2 = {y1, . . . , yn−2}. Postopek ponavljamo, dokler ne pridemo do linearno
neodvisnega ogrodja ali pa so vse množice, ki jih tako dobimo, linearno odvisne. V
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drugem primeru bi v zadnjem koraku postopka dobili ogrodje z enim samim elemen-
tom, recimo {y1}, ki bi bilo linearno odvisno. To je možno le, če je y1 = 0 in (ker je
{y1} ogrodje) V = 0. Toda po predpostavki je V 6= 0, zato se mora postopek končati
z linearno neodvisnim ogrodjem, torej bazo. �

Zgled 1.4.16. Poiščimo kako bazo vektorskega podprostora

U = [(1, 2, 1, 2), (1,−1,−1, 1), (1,−4,−3, 0)]

v R4. Označimo a = (1, 2, 1, 2), b = (1,−1,−1, 1) in c = (1,−4,−3, 0). Ugotovimo
lahko, da so ti trije vektorji linearno odvisni, in sicer je c = 2b−a. Zato je že množica
{a, b} ogrodje za U . Ker sta vektorja a in b linearno neodvisna, je to baza.

Trditev 1.4.17. Vse baze v vektorskem prostoru imajo enako moč (število elemen-
tov).

Dokaz. Trditev bomo dokazali le v primeru, ko obstaja v vektorskem prostoru V
kako ogrodje T , ki ima končno mnogo elementov. Ker je vsaka baza B linearno
neodvisna množica, je po trditvi 1.4.11 |B| ≤ |T |, torej imajo tedaj vse baze prostora
V končno mnogo elementov. Če sta B1 in B2 bazi, potem je po trditvi 1.4.11 hkrati
|B1| ≤ |B2| (ker je B1 linearno neodvisna, B2 pa ogrodje) in |B2| ≤ |B1|, torej res
|B1| = |B2|. �

Definicija 1.4.18. Moč baze vektorskega prostora V imenujemo razsežnost ali di-
menzija prostora V in označimo dimV .

Definicija je smiselna, ker imajo po trditvi 1.4.17 vse baze enako število elementov.
Vektorski prostor je končnorazsežen, če ima kako končno bazo.

Trditev 1.4.19. V n-razsežnem vektorskem prostoru (n ∈ N) je vsaka linearno ne-
odvisna množica z n elementi že baza.

Dokaz. Naj bo S = {x1, . . . , xn} linearno neodvisna množica in x poljuben vektor
iz V . Množica S ∪ {x} je linearno odvisna, saj ima n+ 1 elementov, medtem ko ima
vsaka linearno neodvisna množica kvečjemu n elementov (ker obstaja v V baza, torej
ogrodje, ki ima n elementov). Zato obstaja linearna kombinacija αx+

∑n
j=1 αjxj = 0,

kjer niso vsi koeficienti enaki 0. Če bi bil α enak 0, bi od tod sledilo, da je S linearno
odvisna. Ker je S linearno neodvisna, mora biti torej α 6= 0 in lahko iz zadnje enakosti
izrazimo x kot linearno kombinacijo vektorjev x1, . . . , xn. S tem smo pokazali, da je
S tudi ogrodje, se pravi baza. �

Trditev 1.4.20. Če je B = {b1, . . . , bn} baza vektorskega prostora V nad F, lahko
vsak vektor x ∈ V enolično izrazimo kot linearno kombinacijo

x =

n
∑

j=1

αjbj , (αj ∈ F). (1.4.7)

Zapisu (1.4.7) pravimo razvoj vektorja x po bazi B.
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Dokaz. Ker je vsaka baza ogrodje, lahko vsak vektor x ∈ V res izrazimo v obliki
(1.4.7), dokazati je treba le enoličnost tega zapisa. Naj bo

x =

n
∑

j=1

βjbj (βj ∈ F)

kak nadaljnji tak zapis. Ko odštejemo od te enakosti enakost (1.4.7), dobimo

0 =
n
∑

j=1

(βj − αj)bj .

Zaradi linearne neodvisnosti vektorjev bj sledi od tod βj − αj = 0 za vsak j, torej je
βj = αj in razvoj vektorja x po bazi B je enoličen. �

Dokazi naslednjih treh trditev niso zelo težki in jih bomo pustili kar bralcu za vajo.

Trditev 1.4.21. Vsako linearno neodvisno množico S v vektorskem prostoru V lahko
dopolnimo do baze: obstaja baza za V, ki vsebuje S.

Namig za dokaz. Če S ni baza, obstaja vektor v1 ∈ V , ki ni linearna kombinacija
vektorjev iz S. Potem je množica S1 := S ∪ {v1} linearno neodvisna. Če S1 še ni
baza, ponovimo postopek ... �

Trditev 1.4.22. Za vsako ogrodje T 6= {0} vektorskega prostora V obstaja podmnožica
B ⊆ T , ki je baza za V.

Trditev 1.4.23. Če je T tako ogrodje vektorskega prostora V, da lahko vsak vektor
x ∈ V izrazimo enolično kot linearno kombinacijo vektorjev iz T , potem je T baza.

Naloge

1. Pokaži, da je za vsak α ∈ R množica {(1, 1, 1, 1), (1, α, α2, 0)} linearno neod-
visna in jo dopolni do baze prostora R4.

2. Pokaži, da je množica T = {(1, j, j2) : j ∈ N} ogrodje prostora R3 in poišči
kako podmnožico v T , ki je baza za R3.

3. Navedi kak zgled ogrodja s petimi elementi v R4. Ali je tako ogrodje baza
za R4? Na koliko načinov se da vektor 0 izraziti kot linearna kombinacija
vektorjev iz takega ogrodja?

4. Če sta U1 in U2 podprostora vektorskega prostora V , naj bo U1+U2 množica
vseh vsot u1+ u2, kjer je u1 ∈ U1 in u2 ∈ U2. Pokaži, da je U1 +U2 vektorski
podprostor v V ; imenujemo ga vsota podprostorov U1 in U2. Pokaži tudi, da je
U1+U2 = [U1∪U2]. Definiraj vsoto poljubne družine vektorskih podprostorov.

5. Vsoto podprostorov U1 +U2 (glej prejšnjo nalogo) imenujemo direktna vsota,
če je U1 ∩ U2 = 0; tedaj jo označimo z U1 ⊕ U2. Pokaži, da je vsota U1 + U2

direktna natanko tedaj, ko lahko vsak vektor x ∈ U1 + U2 izrazimo enolično
kot x = u1+u2, kjer je uj ∈ Uj za j = 1, 2. Posploši na več kot dva sumanda.
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6. Naj bosta U1 in U2 vektorska podprostora vektorskega prostora V z bazama
B1 in B2 (zaporedoma). Pokaži: B1 ∪ B2 je ogrodje za U1 + U2 in je baza
natanko tedaj, ko je U1 ∩ U2 = 0.

7. Pokaži, da za vsaka podprostora U1, U2 vektorskega prostora V velja

dim(U1 + U2) + dim(U1 ∩ U2) = dimU1 + dimU2.

8. Pokaži, da za vektorske podprostore danega vektorskega prostora v splošnem
ne velja enakost U1 ∩ (U2 + U3) = U1 ∩ U2 + U1 ∩ U3, pač pa le inkluzija
U1 ∩ U2 + U1 ∩ U3 ⊆ U1 ∩ (U2 + U3). Nadalje pokaži, da enakost velja, če je
U2 ⊆ U1.

9. V vektorskem prostoru Cn[z] vseh kompleksnih polinomov do stopnje n naj
bo U podmnožica vseh tistih polinomov, ki imajo vrednost 0 v izbranih točkah
α1, . . . , αm, kjer je m ≤ n. Pokaži, da je U vektorski podprostor in določi
kako njegovo bazo. Koliko je dimU? Kaj pa, če zahtevamo, da je v vsaki od
točk αj ničla večkratnosti nj?

10. Naj bo S = {x1, . . . , xn} podmnožica vektorskega prostora V .
(i) Naj bo S1 množica, ki jo dobimo iz S tako, da nadomestimo enega

od vektorjev, recimo xi, z αxi, kjer je α 6= 0. Pokaži, da je S linearno
neodvisna natanko tedaj, ko je S1 linearno neodvisna, in da je [S1] =
[S].

(ii) Naj bo S2 množica, ki ima iste elemente kot S, razen elementa xi, ki
je nadomeščen z xi + αxj , kjer je j 6= i in α 6= 0. Pokaži, da je S2

linearno neodvisna natanko tedaj, ko je S linearno neodvisna in da je
[S2] = [S].

11. Če sta S in T taki podmnožici vektorskega prostora V , da je vsak element
iz S linearna kombinacija elementov iz T in obratno, pokaži, da je potem
[S] = [T ].

1.5. Evklidski in unitarni prostori

1.5.1. Skalarni produkt

Po zgledu ravninskih vektorjev lahko definiramo skalarni produkt v vektorskem pro-
storu Rn za vsak n. Skalarni produkt vektorjev x = (x1, . . . , xn) in y = (y1, . . . , yn)
iz Rn je

〈x, y〉 =
n
∑

j=1

xjyj . (1.5.1)

S podobno formulo bi sicer lahko definirali skalarni produkt v vektorskem prostoru
V nad poljubnim poljem: izbrali bi kako bazo B za V , razvili vektorja x in y po tej
bazi, označili z xj in yj koeficiente razvoja po tej bazi in nato definirali 〈x, y〉 s formulo
(1.5.1). Vendar bi tu nastal problem z dolžinami vektorjev. S pomočjo skalarnega
produkta želimo namreč definirati dolžino vektorja kot ‖x‖ =

√

〈x, x〉. V splošnem
polju pa ne obstajajo kvadratni koreni elementov (na primer v polju Q ne obstaja

√
2).
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Zato se bomo pri definiciji skalarnega produkta omejili le na vektorske prostora nad
R ali C. Namesto s formulo bomo skalarni produkt definirali s ključnimi lastnostmi.

Definicija 1.5.1. Skalarni produkt na realnem vektorskem prostoru V je preslikava, ki
vsakemu paru vektorjev (x, y) ∈ V2 priredi realno število 〈x, y〉, pri čemer so izpolnjeni
naslednji pogoji za vse x, y, z ∈ V in α, β ∈ R:

(i) 〈αx+ βy, z〉 = α〈x, z〉+ β〈y, z〉 (linearnost v prvem faktorju);
(ii) 〈y, x〉 = 〈x, y〉 (simetričnost);
(iii) 〈x, x〉 ≥ 0 za vsak x ∈ V (nenegativnost);

(iv) 〈x, x〉 = 0 samo v primeru, ko je x = 0 (definitnost).

Namesto (i) bi lahko zahtevali naslednji dve lastnosti:

(i’) 〈x+ y, z〉 = 〈x, z〉+ 〈y, z〉 za vse x, y, z ∈ V in
(i”) 〈αx, y〉 = α〈x, y〉 za vse x, y ∈ V in α ∈ R.

Bralec naj pokaže, da (i) velja natanko tedaj, ko hkrati veljata (i’) in (i”). Iz (i) in
(ii) izpeljemo, da je skalarni produkt linearen tudi v drugem faktorju:

〈z, αx+ βy〉 = 〈αx+ βy, z〉 = α〈x, z〉+ β〈y, z〉 = α〈z, x〉+ β〈z, y〉.
Nadalje sledi, da je

〈0, x〉 = 0

za vsak x ∈ V , saj je 〈0, x〉 = 〈0 · 0, x〉 = 0〈0, x〉 = 0 po lastnosti (i”), uporabljeni za
α = 0, vektor 0 namesto x in x namesto y.

Poglejmo sedaj, kako lahko s skalarnim produktom definiramo dolžino vektorjev.

Definicija 1.5.2. Norma ali dolžina vektorja x v prostoru s skalarnim produktom je
definirana z

‖x‖ =
√

〈x, x〉.

Od dolžine vektorjev pričakujemo lastnosti, naštete v naslednji definiciji:

Definicija 1.5.3. Norma na realnem ali kompleksnem vektorskem prostoru V je pre-
slikava, ki vsakemu x ∈ V priredi nenegativno realno število ‖x‖, pri čemer so izpol-
njene naslednje zahteve:

(Ni) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ (trikotniška neenakost);
(Nii) ‖αx‖ = |α|‖x‖ za vsak x ∈ V ter α ∈ R;

(Niii) ‖x‖ = 0 samo v primeru, ko je x = 0.

Da je ‖0‖ = 0, sledi iz (Nii): ‖0‖ = ‖0 · 0‖ = 0‖0‖ = 0.
Preveriti moramo, ali norma, ki jo porodi skalarni produkt po definiciji 1.5.2,

res zadošča pogojem definicije 1.5.3. Pogoja (Nii) in (Niii) je lahko preveriti in to
prepuščamo bralcu za vajo. Za dokaz lastnosti (Ni) pa izrazimo norme s skalarnim
produktom in kvadriramo na obeh straneh (s čimer dobimo ekvivalentno neenakost).
Dokazati moramo torej, da je 〈x + y, x + y〉 ≤ 〈x, x〉 + 〈y, y〉 + 2‖x‖‖y‖. Ko v tej
neenakosti razvijemo levo stran in upoštevamo še simetričnost skalarnega produkta,
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se neenakost poenostavi v 〈x, y〉 ≤ ‖x‖‖y‖. Ko nadomestimo x z −x, vidimo, da je
treba dokazati naslednjo lemo:

Lema 1.5.4. Za vsaka vektorja x, y v prostoru V s skalarnim produktom velja neena-
kost Schwarza, Cauchyja in Bunjakovskega:

|〈x, y〉| ≤ ‖x‖‖y‖. (1.5.2)

Pri tem velja enakost le, ko sta vektorja x in y linearno odvisna.

Dokaz. Predpostaviti smemo, da je x 6= 0 in y 6= 0, sicer se neenakost reducira na
očitno enakost. Funkcija

f(t) = ‖x+ ty‖2 = ‖x‖2 + 2〈x, y〉t+ ‖y‖2t2

je tedaj kvadratna funkcija realne spremenljivke t in zavzame le nenegativne vrednosti
(ker kvadrat norme vektorja ne more biti negativen), zato ima kvečjemu eno realno
ničlo. Torej mora biti njena diskriminanta manjša ali enaka 0, se pravi 4〈x, y〉2 −
4‖x‖2‖y‖2 ≤ 0. Ko delimo s 4 in preuredimo, dobimo želeno neenakost.

Kadar sta dva vektorja linearno odvisna, je eden skalarni mnogokratnik drugega,
recimo y = αx. Ko vstavimo αx namesto y v obe strani neenakosti (1.5.2), vidimo,
da velja tedaj enakost. Še obratno, če velja v (1.5.2) enakost (in je x, y 6= 0), je
diskriminanta kvadratne funkcije f enaka 0, zato ima ta funkcija natanko eno realno
ničlo α. Torej 0 = f(α) = ‖x+ αy‖2, kar je ekvivalentno z x+ αy = 0. �

1.5.2. Ortonormirane množice

Po zgledu ravninskih vektorjev lahko sedaj tudi v splošnem vektorskem prostoru s
skalarnim produktom definiramo kot med neničelnima vektorjema, x in y in sicer, da
je to tisti kot φ ∈ [0, π], za katerega je

cosφ =
〈x, y〉
‖x‖‖y‖ .

Definicija je smiselna, ker je v tej formuli desna stran vedno med −1 in 1 po lemi
1.5.4.

Definicija 1.5.5. Vektorja x in y v prostoru s skalarnim produktom V imenujemo
ortogonalna ali pravokotna, če je 〈x, y〉 = 0. Podmnožica S v V je ortogonalna, če sta
ortogonalna vsaka dva različna vektorja iz S. Če imajo poleg tega še vsi vektorji iz S
normo 1, pravimo, da je S ortonormirana množica.

V skladu s to definicijo štejemo, da je vektor 0 ortogonalen na vse vektorje. Bralec
naj pokaže, da je 0 edini vektor v V , ki je ortogonalen na vse vektorje iz V .

Trditev 1.5.6. Vsaka ortogonalna množica neničelnih vektorjev (torej tudi vsaka or-
tonormirana množica) je linearno neodvisna.
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Dokaz. Naj bo {f1, . . . , fn} ortogonalna množica neničelnih vektorjev. Recimo, da
je

n
∑

j=1

αjfj = 0

za kake koeficiente αj ∈ R. Ko pomnožimo to enakost na obeh straneh skalarno z fi
(za fiksen i) in pri tem upoštevamo, da je 〈fj, fi〉 = 0, če je j 6= i, dobimo

αi‖fi‖2 = 0.

Ker je fi 6= 0, sledi od tod αi = 0. To dokazuje trditev za končne množice, za
neskončne množice pa sledi potem iz definicije linearne neodvisnosti takih množic. �

Trditev 1.5.7. (Gram-Schmidtova ortonormalizacija) Naj bo

S = {x1, x2, . . .}
zaporedje linearno neodvisnih vektorjev (lahko tudi končno) v prostoru V s skalarnim
produktom. Obstaja tako ortonormirano zaporedje {e1, e2, . . .} v V, da je [e1, . . . , en] =
[x1, . . . , xn] za vsak n ∈ N (manjši ali enak moči množice S).

Dokaz. Vektor e1 := x1/‖x1‖ ima normo 1 in očitno ima isto linearno ogrinjačo kot
x1, torej [e1] = [x1].

V naslednjem koraku po zgledu običajnih ravninskih vektorjev pravokotno proji-
cirajmo x2 na enorazsežni podprostor, ki vsebuje e1 (vsebuje tudi x1).

f2

e2

e1 〈x2, e1〉e1 x1

x2

Slika 1.1. Projekcija vektorja x2 na e1.

Ker ima e1 dolžino 1, je ta projekcija kar 〈x2, e1〉e1. Kot v običajni ravnini je
potem vektor f2 := x2 − 〈x2, e1〉e1 pravokoten na e1, kar potrdi naslednji račun:

〈f2, e1〉 = 〈x2, e1〉 − 〈x2, e1〉〈e1, e1〉 = 0,

saj je 〈e1, e1〉 = 1, ker ima e1 normo 1. Ker f2 ni 0 (sicer bi bilo x2 − 〈x2, e1〉e1 = 0,
torej bi bila x2 in x1 linearno odvisna), lahko definiramo e2 = f2/‖f2‖. Sedaj je
{e1, e2} ortonormirana množica in [e1, e2] = [x1, x2], saj sta vektorja e1 in e2 oba
linearni kombinaciji vektorjev x1 in x2 ter obratno. (Preprost račun, ki to potrjuje,
prepuščamo bralcu; da mora biti tako, pa kaže tudi geometrijska slika, kjer sta obe
linearni ogrinjači ista ravnina.)
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Dokaz nadaljujemo z indukcijo. Predpostavimo, da smo za kak n že našli tako
ortonormirano množico {e1, . . . , en}, da je [e1, . . . , ek] = [x1, . . . , xk] za vsak k ≤ n.
Vektor

fn+1 := xn+1 −
n
∑

j=1

〈xn+1, ej〉ej

je pravokoten na vse vektorje ei za i = 1, . . . , n, saj je

〈fn+1, ei〉 = 〈xn+1, ei〉 −
n
∑

j=1

〈xn+1, ej〉〈ej , ei〉 = 〈xn+1, ei〉 − 〈xn+1, ei〉 = 0,

ker je 〈ej , ei〉 = 0, če je j 6= i, in 〈ej , ei〉 = 1, če je j = i. Vektor fn+1 ni 0, sicer
bi bil xn+1 linearna kombinacija vektorjev e1, . . . , en, torej xn+1 ∈ [e1, . . . , en] =
[x1, . . . , xn], kar pa je nemogoče, ker so x1, . . . , xn, xn+1 linearno neodvisni. Zato
lahko definiramo

en+1 =
fn+1

‖fn+1‖
.

Po konstrukciji so vektorji e1, . . . , en+1 linearne kombinacije vektorjev x1, . . . , xn+1.
Ker so linearno neodvisni, morajo razpenjati isti podprostor, torej

[e1, . . . , en+1] = [x1, . . . , xn+1].

�

Gram-Schmidtov postopek lahko izvedemo tudi na linearno odvisni množici, le da
moramo izpustiti vse vektorje v zaporedju, ki so linearno odvisni od predhodnih
vektorjev.

Definicija 1.5.8. Končno razsežen vektorski prostor nad R, opremljen s skalarnim
produktom, imenujemo evklidski prostor.

Če izberemo poljubno bazo {x1, . . . , xn} evklidskega prostora in na njej uporabimo
Gram-Schmidtov postopek, dobimo ortonormirano množico z isto linearno ogrinjačo,
torej spet bazo.

Definicija 1.5.9. Ortonormirana baza je ortonormirana množica, ki je obenem baza
evklidskega prostora.

Gram-Schmidtov postopek torej dokaže naslednjo trditev:

Trditev 1.5.10. V vsakem evklidskem prostoru obstaja ortonormirana baza.

Trditev 1.5.11. Naj bo S = {e1, . . . , en} ortonormirana baza evklidskega prostora V.
Vsak vektor x ∈ V lahko izrazimo kot

x =
n
∑

j=1

〈x, ej〉ej . (1.5.3)
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Če označimo xj := 〈x, ej〉 in podobno za nadaljnji vektor y ∈ V, yj := 〈y, ej〉, potem
je

〈x, y〉 =
n
∑

j=1

xjyj. (1.5.4)

Kot poseben primer je torej

‖x‖2 =

n
∑

j=1

|xj |2.

Dokaz. Ker je S baza, lahko izrazimo

x =

n
∑

j=1

αjej

za kake αj ∈ R. Ko pomnožimo zadnjo enakost skalarno na obeh straneh z izbranim
vektorjem ei in upoštevamo ortonormiranost množice S, dobimo

αi = 〈x, ei〉 = xi.

Formula za skalarni produkt 〈x, y〉 sledi iz naslednjega računa, v katerem upoštevamo,
da je 〈ei, ej〉 = 0, če je i 6= j, in 〈ej , ej〉 = 1:

〈x, y〉 = 〈
n
∑

i=1

xiei,

n
∑

j=1

yjej〉 =
n
∑

i=1

n
∑

j=1

xiyj〈ei, ej〉 =
n
∑

j=1

xjyj .

�

Formula (1.5.4) za skalarni produkt pove, da se vsak skalarni produkt v evklidskem
prostoru, ko izberemo ortonormirano bazo, izraža enako kot običajni skalarni produkt
v Rn. Koeficiente 〈x, ej〉 v razvoju vektorja x po ortonormirani bazi imenujemo
Fourierovi koeficienti vektorja x glede na izbrano ortonormirano bazo.

1.5.3. Skalarni produkt na kompleksnih vektorskih prostorih

Vse, kar smo zgoraj povedali za realne prostore s skalarnim produktom, je mogoče
posplošiti na kompleksne prostore, le definicijo skalarnega produkta je treba nekoliko
spremeniti.

Definicija 1.5.12. Skalarni (ali hermitski) produkt na kompleksnem vektorskem pro-
storu V je preslikava, ki vsakemu paru vektorjev (x, y) ∈ V2 priredi kompleksno število
〈x, y〉, pri čemer morajo biti izpolnjeni pogoji (i), (iii) in (iv) iz definicije 1.5.1 (za vse
x, y, z ∈ V in α, β ∈ C), namesto lastnosti (ii) pa mora veljati

(iic) 〈y, x〉 = 〈x, y〉.
Pri zamenjavi vrstnega reda faktorjev se torej vrednost skalarnega produkta spremeni
v konjugirano kompleksno število.

Posledično kompleksni skalarni produkt v drugem faktorju ni linearen, temveč konju-
girano linearen:

〈z, αx+ βy〉 = α〈z, x〉+ β〈z, y〉 (α, β ∈ C, x, y, z ∈ V).
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Zgled 1.5.13. Bralec naj sam pokaže, da je s predpisom

〈x, y〉 :=
n
∑

j=1

xjyj ,

kjer je x = (x1, . . . , xn) in y = (y1, . . . , yn), definiran skalarni produkt na Cn.

Neenakost Schwarza, Cauchyja in Bunjakovskega velja tudi za kompleksen skalarni
produkt, le njen dokaz (lema 1.5.4) je treba nekoliko dopolniti: za dana neničelna
vektorja x in y opazujemo funkcijo kompleksne spremenljivke ζ,

f(ζ) = ‖x+ ζy‖2 = ‖x‖2 + ζ〈x, y〉+ ζ〈x, y〉+ |ζ|2‖y‖2

= ‖x‖2 + 2Re(〈x, y〉ζ) + |ζ|2‖y‖2.
Za ζ lahko vstavimo ζ = tα, kjer je t poljubno realno število, α pa je tako komplek-
sno število z absolutno vrednostjo 1, da je 〈x, y〉α = −|〈x, y〉| (katero je to število?).
Potem ostane f funkcija realne spremenljivke t,

f(t) = ‖x‖2 − 2|〈x, y〉|t+ ‖y‖2t2.
Ker ima ta kvadratna funkcija le nenegativne vrednosti, sledi (kot v realnem primeru,
z opazovanjem diskriminante), da je |〈x, y〉| ≤ ‖x‖‖y‖.

Definicija 1.5.14. Končno razsežen kompleksen vektorski prostor s skalarnim pro-
duktom imenujemo unitaren prostor.

Nekoliko se spremeni tudi formula (1.5.4) za skalarni produkt v ortonormirani bazi
{e1, . . . , en}, ki se za unitaren prostor glasi:

〈x, y〉 =
n
∑

j=1

xjyj ,

kjer je xj = 〈x, ej〉 in yj = 〈y, ej〉.

1.5.4. Ortogonalni komplement

Definicija 1.5.15. Za vsako podmnožico S v prostoru V s skalarnim produktom
definirajmo njen ortogonalni komplement kot

S⊥ := {x ∈ V : 〈x, s〉 = 0 ∀s ∈ S}.

Izrek 1.5.16. S⊥ je vektorski podprostor v V, S⊥ = [S]⊥, in če je V končnorazsežen,
lahko vsak vektor x ∈ V enolično razstavimo v obliki

x = u+ v, kjer je u ∈ [S], v ∈ S⊥. (1.5.5)

Definicija 1.5.17. Zaradi zapisa (1.5.5) pravimo, da je V ortogonalna vsota podpro-
storov [S] in S⊥ in pišemo

V = [S]⊕ S⊥.

Če je S vektorski podprostor, je [S] = S, zato sledi od tod

V = S ⊕ S⊥.
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Dokaz izreka. Če sta x, y ∈ S⊥, je za vsak s ∈ S in poljubna skalarja α, β

〈αx + βy, s〉 = α〈x, s〉 + β〈y, s〉 = 0,

torej je S⊥ podprostor v V .
Za poljubni dve podmnožici S in T v V očitno velja sklep

S ⊆ T =⇒ T⊥ ⊆ S⊥.

Poseben primer te relacije je [S]⊥ ⊆ S⊥. Ker pa je vsak vektor y iz [S] linearna
kombinacija oblike y =

∑n
j=1 αjsj , kjer so vsi sj iz množice S, za vsak x ∈ S⊥ velja

〈y, x〉 =
n
∑

j=1

αj〈sj , x〉 = 0.

To pomeni, da je x ∈ [S]⊥ in [S]⊥ = S⊥.
Izberimo sedaj ortonormirano bazo B = {u1, . . . , um} za [S] in jo dopolnimo

do baze N = {u1, . . . , um, um+1 . . . , un} za V . Če na množici N izvedemo Gram-
Schmidtov postopek, dobimo ortonormirano bazo za V , prvih m vektorjev pa ostane
enakih, ker so že ortonormirani. Da ne bodo potrebne nove oznake, smemo privzeti,
da je že baza N ortonormirana. V tem primeru trdimo, da je C := {um+1, . . . , un}
ortonormirana baza za S⊥. Vektorji ui iz C so namreč pravokotni na vse vektorje
baze B za [S], torej so v S⊥. Pa tudi vsak vektor x ∈ S⊥ je linearna kombinacija
vektorjev iz C. Za dokaz najprej razvijemo x po bazi N ,

x =

m
∑

j=1

αjuj +

n
∑

j=m+1

αjuj. (1.5.6)

Nato pa z upoštevanjem dejstva, da je x pravokoten na vse vektorje iz B in da je B
ortonormirana množica, izračunamo, da je

αi = 〈x, ui〉 = 0 za i = 1, . . . ,m.

Torej x = αm+1um+1 + . . .+ αnun.
Če je sedaj x splošen vektor iz V in označimo z u in v zaporedoma vsoti na desni

strani enakosti (1.5.6), je u ∈ [S] in v ∈ S⊥. S tem smo dokazali obstoj ortogonalne
dekompozicije (1.5.5). Za dokaz enoličnosti privzemimo, da bi bilo tudi x = y + z,
kjer je y ∈ [S] in z ∈ S⊥. Potem je y + z = u+ v, se pravi y − u = v − z. Toda, ker
sta [S] in S⊥ vektorska podprostora, je y−u ∈ [S] in v− z ∈ S⊥, zato mora biti v− z
pravokoten na vse vektorje iz [S], torej tudi na vektor y− u (= v− z). Ker je 0 edini
vektor, ki je pravokoten sam nase, sledi, da je v− z = 0 = y− u, zato y = u in z = v.
S tem smo dokazali tudi enoličnost dekompozicije (1.5.5). �

Za vsako podmnožico S ⊆ V naj bo S⊥⊥ = (S⊥)⊥. Iz definicij takoj sledi, da je

S ⊆ S⊥⊥.

Če pa je S podprostor evklidskega ali unitarnega prostora, velja enakost.

Posledica 1.5.18. Če je S podprostor evklidskega ali unitarnega prostora V, je

dimS⊥ = dimV − dimS in S⊥⊥ = S.
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Dokaz. Iz dokaza prejšnjega izreka sledi, da je

dimS⊥ = dimV − dimS.

Ko uporabimo to enakost še za podprostor S⊥ (namesto S), sledi

dimS⊥⊥ = dimV − dimS⊥ = dimV − (dimV − dimS) = dimS.

Ker je S podprostor v S⊥⊥ z isto dimenzijo, sta enaka. �

Naloge

1. Naj bosta a < b realni števili. Pokaži, da je s predpisom

〈f, g〉 =
∫ b

a

f(t)g(t) dt

definiran skalarni produkt na realnem vektorskem prostoru vseh zveznih funk-
cij iz intervala [a, b] v R.

2. Pokaži, da je s predpisom 〈f, g〉 =
∫ b

a f(t)g(t) dt definiran skalarni produkt
na kompleksnem vektorskem prostoru vseh zveznih funkcij iz intervala [a, b]
v C.

3. Poišči z Gram-Schmidtovim postopkom ortonormirano bazo evklidskega pro-
stora R3[t] realnih polinomov stopnje do 3 s skalarnim produktom, definira-
nim s 〈p, q〉 =

∫ 1

−1
p(t)q(t) dt.

4. Pokaži, da v vektorskem prostoru s skalarnim produktom velja paralelogram-
ska identiteta:

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2(‖x‖2 + ‖y‖2).
Interpretiraj rezultat geometrijsko za vektorje v ravnini (od tod ime identi-
tete).

5. Pokaži, da za vsako normo na vektorskem prostoru velja |‖x‖−‖y‖| ≤ ‖x−y‖.
6. Kdaj natančno za kompleksni skalarni produkt velja enakost v neenakosti

Schwarza, Cauchyja in Bunjakovskega?

7. Pokaži, da se realni skalarni produkt da izraziti s pomočjo norme, ki jo porodi:

〈x, y〉 = 1

4
(‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2).

8. Pokaži, da za hermitski produkt (na kompleksnem vektorskem prostoru V)
velja polarizacijska identiteta:

〈x, y〉 = 1

4

3
∑

j=0

ij‖x+ ijy‖2,

kjer je i =
√
−1.
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9. Naj bo U vektorski podprostor unitarnega (ali evklidskega) prostora V . Po-
kaži, da lahko vsako ortonormirano bazo za U dopolnimo do ortonormirane
baze za V .

* 10. Dokaži: ortonormirana podmnožica S unitarnega prostora V je ortonormi-
rana baza natanko tedaj, ko je S maksimalna ortonormirana množica (torej
taka, da ni vsebovana v nobeni drugi ortonormirani podmnožici).

* 11. Za vsak n je Legendrov polinom Pn(t) = 1
2nn!

dn

dtn [(t
2 − 1)n]. Pokaži, da je

Pn polinom stopnje n, da so polinomi Pn ortogonalni za skalarni produkt
〈f, g〉 =

∫ 1

−1 f(t)g(t) dt in izračunaj njihovo normo. (Namig: integracija per
partes.)



Druga poglavja niso vključena v predogled.

Knjigo je možno kupiti v prodajalni DMFA – založništva
na Jadranski 21, kjer imajo študenti 20% popust.
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Kroneckerjev simbol, 65
kvadratna forma, 137, 152
kvadratna matrika, 33
kvadratni koren iz pozitivnega operatorja,

125
kvocientna grupa, 99
kvocientni vektorski prostor, 117

L

Lagrangeev multiplikator, 237
lastna vrednost, 100
lastni podprostor, 100
lastni vektor, 100
Lebesgueovo število pokritja, 192
Legendrov polinom, 32
leva enota, 13
levi inverz, 13
levi odsek, 98
Liejeva algebra, 40
Liejeva produktna formula, 166
liha permutacija, 86
limita zaporedja v metričnem prostoru, 186
limita zaporedja v normiranem prostoru, 160
linearen funkcional, 63
linearna kombinacija, 14
linearna neodvisnost, 17
linearna ogrinjača, 15
linearna preslikava, 40
lokalni ekstrem, 219
lokalni maksimum, 219
lokalni minimum, 219
Lorentzeva forma, 150

M

maksimalna ortonormirana množica, 32
maksimum, 219
matrična enota, 37
matrika, 33
matrika bilinearne forme, 136
matrika linearne preslikave glede na bazi, 42
metoda dopolnjevanja do popolnih

kvadratov, 141
metrični prostor, 181
metrika, 181
minimalni polinom, 105
minimum, 219
množenje s skalarji, 12
monomorfizem vektorskega prostora, 44

N

napolnitev metričnega prostora, 200
naraven izomorfizem, 64
nedegenerirana bilinearna forma, 150
negibna točka, 196
nenegativnost, 24
nevtralni element, 10, 11
ničelni podprostor linearne preslikave, 48
ničelnost linearne preslikave, 60
nilpotenten, 103
norma, 24
norma kvaterniona, 174
normalen operator, 80
normalni vektor na ploskev, 230
normiran prostor, 156
nosilec cikla, 87
notranja točka, 183
notranjost, 183
numerični radij, 159

O

obrnljiva matrika, 53
obseg, 10
odprta krogla, 181
odprta množica, 182
odprto pokritje, 190
odvajanje kot preslikava na algebri matrik,

40
odvedljiva preslikava, 207
odvod funkcije glede na vektor, 209
odvod funkcije v smeri vektorja, 210
odvod preslikave, 207
ogrodje, 18
okolica, 184
oktonioni, 180
omejen operator, 156
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omejena množica, 189
omejena preslikava, 195
operator, 44
ortogonalen operator, 78
ortogonalna matrika, 79
ortogonalna množica, 25
ortogonalna vektorja, 25
ortogonalna vsota podprostorov, 29
ortogonalni komplement, 29
ortogonalni projektor, 78
ortonormirana, 25
ortonormirana baza, 27
osnovni izrek algebre, 197

P

parabolični valj, 148
paraboloid, 147
paralelepiped, 100
paralelogramska identiteta, 31
paralelogramska identiteta za kvadratne

forme, 154
parametrična ploskev, 234
parcialna izometrija, 126
parcialni odvod, 210
Paulijeve spinske matrike, 84
permutacija, 85
permutacijska grupa, 12, 85
permutacijska matrika, 39
ploskev, 230, 231
ploskev drugega reda, 143
poddeterminanta, 92
podgrupa edinka, 98
podmatrika, 92
podmnogoterost, 231
podobnost matrik, 62
podpokritje, 190
polarizacijska identiteta, 31, 77
polarna razčlenitev operatorja, 127
polje, 10
poln metrični prostor, 187
poln normiran prostor, 160
posebna unitarna grupa, 174
pot, 203
povezan prostor, 202
povsod gosta podmnožica, 184
pozitiven operator, 125
pozitivno definiten operator, 125
pozitivno definitna forma, 151
pravokotna vektorja, 25
predanihilator, 66
predznak permutacije, 86
prehodna matrika, 58
premer, 187

prirejena matrika ali prirejenka, 95
produkt matrike s stolpcem, 34
produkt skalarja in vektorja, 9
projektor, 57
prostornina, 100

R

rang kvadratne forme, 140
rang linearne preslikave, 60
razdalja, 131
razdalja točke od množice, 186
razdalja v metričnem prostoru, 181
razsežnost, 21
razvoj determinante po stolpcu, 93
razvoj determinante po vrstici, 93
razvoj vektorja po bazi, 21
realen kvaternion, 174
realen vektorski prostor, 12
realna komponenta kvaterniona, 174
reducirajoč podprostor, 111
Riesz-Fischerjev izrek, 71
rob, 183
robna točka, 183

S

s potmi povezan prostor, 203
Schurov izrek, 129
sebiadjungiran operator, 76
sedlo, 147
separabilen metrični prostor, 192
seskvilinearna forma, 151
signatura kvadratne forme, 140
simetričen operator, 76
simetrična bilinearna preslikava, 136
simetrična grupa, 85
simetrična matrika, 38
simetričnost, 24
sistem linearnih diferencialnih enačb s

konstantnimi koeficienti, 165
skalar, 12
skalarna matrika, 38
skalarni produkt, 24
skrčitev, 196
sled endomorfizma, 76
sled matrike, 75
soda permutacija, 86
spekter, 100
spektralni izrek za normalne operatorje na

unitarnih prostorih, 169
spektralni projektorji, 169
spektralni radij, 159
stacionarna točka, 219
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standardna baza, 20
stekališče, 188
stolpec, 33
stolpec desnih strani enačb, 48
stolpec vektorja v bazi, 42
strogo zgornje trikotna matrika, 38
submultiplikativnost norme operatorjev, 157
Sylvestrov vztrajnostni izrek, 140

T

tangentna ravnina, 230
tangentni prostor, 232
Taylorjeva formula, 218
točka, 9
tog premik, 131
topološki prostor, 184
totalno omejena množica, 189
translacija, 132
transponirana matrika, 34
transpozicija, 85
trikotniška neenakost, 24
trikotniška neenakost v metričnem prostoru,

181

U

unitaren operator, 78
unitaren prostor, 29
unitarna matrika, 79

V

Vandermondova determinanta, 93
vektor, 9
vektorski podprostor, 14
vektorski prostor, 12
verižno pravilo, 213
vez, 237
vrstica, 33
vsota dveh podprostorov, 22
vsota matrik, 36
vsota podprostorov, 110
vsota vektorjev, 9
vsota vrste, 162
vztrajnostni moment, 134

Z

z leve nedegenerirana bilinearna forma, 150
zaloga vrednosti, 47
zaprta krogla, 181
zaprta množica, 182
zaprta za množenje s skalarji, 14
zaprta za seštevanje, 14

zaprtje, 183
zgornjetrikotna matrika, 38
zrcaljenje prek hiperravnine, 130
zunanja operacija, 12
zunanja točka, 183
zvezna preslikava, 193
zvezna v eni spremenljivki, 201
zvezno odvedljiva preslikava, 209
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