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Matematika 3: 2. kolokvij el Lo Sl oS idiaet
OOOOOOOOOOOOOOoOooOOoOOOOo%%OO
10. 1. 2014 0668889583380°°
. Sedez (VFP)
Cas pisanja je 120 minut. Mozno je dose¢i 100 tock. Veliko uspehal!
Ime in priimek Vpisna Stevilka
1. naloga (25 tock)
Poisci splosno resitev spodnjega sistema diferencialnih enacb.
T = 2y-—4z
Yy = x—y+4z
z = x—2y+52
Doloéi se kako od baz prostora resitev zgornjega sistema.
Sistem prepisemo v
T 0 2 -4 x
Z 1 -2 5 z
z A pa ozna¢imo zgornjo matriko. Karakteristiéni polinom matrike A je enak p(\) = —(\ —

1)2(\ — 2). Torej, lastne vrednosti matrike A so A12 = 1 in A3 = 2. Baza ker(A — I) je enaka
{[2,1,0],[~4,0,1]T}. Bazo ker(A—2I) tvori vektor [—1,1,1]T. Splogna resitev sistema iz naloge
je enaka

T 2 —4 -1 et 0 0 cl 2¢et —4et —e?t
y|l=11 0 1 0 e 0 o | =1 | e |+ 0 +e3 | e
z 0 1 1 0 0 e 3 0 et et

Iz zgornje vrstice hitro razberemo tudi, kaksna je baza prostora resitev zgornjega sistema.
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2. naloga (25 tock)
Podana je diferencialna enacba
2.1 ! 2 2
2y + Tzy + 9y = (1 + 25In“x)z”.
a) Poisci splosno resitev zgornje diferencialne enacbe.
b) Med vsemi resitvami iz a) poiséi tisto, ki zadosca y(1) =0 in y/(1) = 0.
a) Enacba je nehomogena Cauchy-Eulerjeva. Poiséimo najprej resitev enacbe x2y” + 7xy’ +

9y = 0. Z nastavkom y = 2* dobimo A(A — 1) 4+ 7\ + 0 = 0 oziroma (A + 3)? = 0. Torej je
A = —3 dvojna ni¢la. Splosna resitev homogenega dela Cauchy-Eulerjeve enacbe je enaka

yp = Az~3 + Bz 3l
Partikularno resitev ig¢emo z nastavkom y, = x2(C+ Dlnz+ Eln?z). Z odvajanjem dobimo

yp, = z((2C + D) + (2D + 2E)Inz + 2EIn*z)

in
yp = (2C 4+ 3D + 2E) + (2D + 6E)Inz + 2EIn*z.

Vstavimo v ena¢bo in dobimo sistem enacb

zlnx 25E = 25
zlnz 25D +20F =
Inz : 25C +10D +2F = 1

z resitvijo (C, D, E) = (7/25,—4/5,1). Torej je splosna resitev Cauchy-Eulerjeve enacbe
enaka

4
y = Az % + Bz 3Inzx + 2> (275 — glnaz + ln2x> .

b) Iz y(1) = 0 dobimo A = —%, iz /(1) = 0 pa dobimo B = —2. Iskana regitev je enaka

7 3 7 4
y = —%x_?’ — gx_gln:c + 22 (25 — glnx + ln2x> .



3. naloga (25 tock)

Podana je krivulja
K: #(t) = (V2t,In(cost), In(sint)), ter/6,7/3].
a) Doloci naravno parametrizacijo zgornje krivulje.

b) Izrac¢unaj torzijsko in fleksijsko ukrivljenost krivulje v tocki ( ﬁ, —%IHQ, —%ln2).

Izra¢unajmo
: sint cost
Ft) = V3, - Snt costy
(®) ( cost smt)

a) Z uvedbo nove spremenljivke x = tgt dobimo

to sint cos2 t to [sin*t + 2sin%tcos? t + cost t
x cos t sin?t cos? tsin® t

:/tod =In (ftg(to))

x sintcost

Odtod sledi
68
to = arct — .
° g (\/§ >

jus

Dolzina krivulje je enaka

In(tgt)| = In3.

o

Torej je naravna parametrizacija naslednja:

#(s) = <\/§arctg <j§> In(cos(arctg (\2))), In(sin(arctg (%)))) . sc[o,n3).

b) Glede na prvotno parametrizacijo tocki iz naloge pripada parameter ¢ = 7. Izracunajmo

Se . )
Ft) =0, ———, ————
() (’ cos?t’ sin2t>
in
—2sint 2cost
rt) =0, ——, —— | -
() <’ cos3t’sin3t>
Torej

F(r/4) = (V2,-1,1),  #(x/4) = (0,-2,-2), 7 (r/4) = (0,-4,4),

F(m/4) x #(7/4) = (4,2v/2, —2v/2), 77 7)(r/4) = —16V/2.
Odtod sledi

_ V2 va _lva V2
8 2 32 2



4. naloga (25 tock)

Podano je vektorsko polje ﬁ(x,y, z) = (zy,yz, zx). Izracunaj ploskovni integral vektorskega
polja F' po zunanjemu delu sfere

{(z,y,2) € R3 2% +¢? + 22 =1},

ki lezi v 1. oktantu.

1. moznost: Ce Zelimo uporabiti Gaussov izrek, moramo najprej obmoéje zapreti in na
koncu odsteti ustrezne ploskovne integrale po treh ploskvah, katere smo dodali pri zapiranju.
Zaprto obmocje je del enotske krogle v prvem kvadrantu. Ozna¢imo ga s T'. Takoj izracunamo
divﬁ(:c, y,z) = x +y + z. Torej je

/ / / divFdzdydz = / / / (x4 y + 2)dzdydz.
T T

Uvedimo sferiéne koordinate

r = rcospcost
y = rsinpcosh .
z = rsinf

Jacobijeva determinanta je v tem primeru enaka r? cosf. Torej je

s st 1
///(x+y+z)d:cdydz—/2d9/2dcp/ 12 cos O(r cos @ cos 0 + 7 sin ¢ cos O + 7 sin 0)dr
T 0 0 0

1 7r7r_37r

1 s s
:4/02 d9/02((cosg0+sin<p)c0520+cos€sin0)d<p: 1(22—%2) =16

Izra¢unajmo Se ploskovne integrale po ploskvah, katere moramo odsteti. Ploskev Py, ki lezi v
xy-ravnini ima za normalo vektor, ki kaze v smeri (0,0, —1), na tej ploskvi pa vektorsko polje
F izgleda (x,x*,0), saj je z = 0. Torej je

//Pﬁdg://P(*7*,0)-(0,0,—1)d5:o_

Podobno sta preostala ploskovna integrala enaka 0. Iskani rezultat je torej %r.

2. moznost: Ploskovni integral lahko izracunamo tudi direktno. Najprej parametrizirajmo
sfero
7(p,0) = (cos ¢ cos d,sin ¢ cos §,sin 6).

Izra¢unajmo Se

T = (—sinpcosh,cospcosh,0)
T = (—cospsinf, —sin psinf, cos )
P x Ty = (cos® 6 cos g, cos? 0sin g, cos f sin 0)

Izberemo zunanjo normalo. Odtod sledi

/ﬁdﬁ:/Qda/Qﬁ-(@xfg)d@:
P 0 0

3 3 3
= / de / (cos™ @ cos? psin o + cos® O sin? @ sin § + cos® fsin® 6 cos p)dp = T
0 0

Eu

kjer smo si pomagali z zvezama

2 _ . 2g— 1 I (p)I (CI)
2p—1 2¢-1 0y — R = 7 77 >0
/0 CcOS T sin xrdx 5 (p, q) F( ), psq

in T'(3) = /7.



