
Doma£a naloga za poglavje:
Konformne preslikave, harmoni£ne funkcije, Linearne DE, Sturm-Liouville

Zapi²i vse vmesne ra£une in utemeljitve. Neobvezni deli so
ozna£eni z N ali *. Odgovore dvakrat pod£rtaj. Rok oddaje: 25.
4. 2014.

1. Dolo£i analiti£no funkcijo f , ki polravnino Re z > 0 preslika
konformno na odprti enotski krog, tako da se v 0 preslika
to£ka z =:

a) (5) 1; (Namig: poglej zapiske.)

b) (5) 3;

c) (5) 1+i.

2. Obmo£je med kroºnicama |z| = 2 in |z + 1| = 1 konformno
preslikaj na:

a) (5) pas med dvema vzporednima premicama;

b) (5) pas 0 < Im z < 2π;

c) (5) ravnino, prerezano vzdolº negativnega dela realne osi
(Namig: poglej zapiske.);

d) (5) desno polravnino Re z > 0.

3. (10) Najdi funkcijo u(x, y), ki je harmoni£na na zgornji polrav-
nini 0 < Im z; velja pa ²e u(x, 0) = 0 za x < 0, u(x, 0) = −1
za 0 < x < 1, u(x, 0) = 1 za x > 1.

4. N (10) Najdi funkcijo u(x, y), ki je harmoni£na na zgornji
polravnini 0 < Im z; velja pa ²e u(x, 0) = 0 za x < 0,
u(x, 0) = x za 0 < x < 1, u(x, 0) = 0 za x > 1.

5. a) (15) Dolo£i poten£no vrsto, ki re²i DE y′′(z) + zy(z) = 0
pri za£etnih pogojih y(0) = 0, y′(0) = 1.

b) (2) Kje konvergira ta vrsta?
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6. *(10) Funkcija z zado²£a DE

z′′(x) + (
x2

x2 + 9
)z(x) = 0.

Oceni navzgor in navzdol razdaljo med zaporednima ni£lama
funkcije z na intervalu (4,∞).

7. Imamo linearni diferencialni operator Ly = −y′′, omejen na
vse dvakrat odvedljive funkcije y na intervalu [−π, π], za ka-
tere velja y(−π) = y(π) in y′(−π) = y′(π).

a) (10) Ali je 0 lastna vrednost za L? Utemelji.

b) (10) Ali je L simetri£en? Utemelji.

c) (10) Dolo£i vse pozitivne lastne vrednosti in ustrezne la-
stne funkcije za L. Koliko razseºni so lastni podprostori?

N d) (10) Ali ima L kako negativno lastno vrednost? Ute-
melji.

*e) (5) Funkcija f : [−π, π]→ C je zvezna in ortogonalna na
vse lastne funkcije za L. Kaj lahko re£e² o f? Utemelji.

8. Za funkcije na intervalu [0,∞) de�niramo skalarni produkt
z uteºjo e−x:

[f, g] =

∫ ∞
0

f(x)g(x)e−x dx.

Naj bo f(x) = 1 in g(x) = exp(−x
4) za vsak x.

a) (10) Dolo£i [f, f ] , [g, g] in [f, g].

Dolo£i ²tevilo a, da bo za u(x) = x+ a:

b) (10) [u, f ] = 0;

N c) (10) [u, g] = 0.
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9. Imamo linearni diferencialni operator Ly = −x2y′′ − xy′,
omejen na vse dvakrat odvedljive funkcije y na intervalu[
1, e2

]
, za katere velja y(1) = y(e2) = 0.

a) (10) Dolo£i uteº ρ, tako da bo L simetri£en na prostoru
L2
[
1, e2; ρ

]
.

N b) (10) Ali je 0 lastna vrednost za L? Utemelji.

*c) (5) Ali je to regularen S.-L. problem? Utemelji.

**d) (15) Dolo£i vse pozitivne lastne vrednosti in ustrezne
lastne funkcije. Upo²tevaj, da sta realni in imaginarni del
kompleksne re²itve homogene linearne DE spet re²itvi.
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