MATEMATICNOFIZIKALNI PRAKTIKUM

5. naloga: Hitra Fourierova transformacija in korelacijske funkcije

Diskretno Fourierovo transformacijo (DFT) Fy : CY — C¥ je bijektivna preslikava med
Evklidskima vektorskima prostoroma dimenzije N in jo definiramo kot

N—-1
H=Fyh,  H,=)»_ hyexp(2nikn/N),
k=0

in njen inverz kot

N-1

1
h=FyH,  h= ~ > H, exp(—2nikn/N)
n=0

pri Gemer sta vektorja h = (hy)r—, in H = (H,)Y-. Transformacijo lahko z upostevanjem
lastnosti eksponente funkcije e*t¥ = e%e? prepisemo v

N—-1
H,=Y WiFhy, Wy =exp(27i/N).

k=0

Izracun Fyh ima z enostavnim seStevanjem vsote ¢asovno zahtevnost O(N?). Racun
pa je mogoce izvesti z uporabo Cooley-Tukeyjevega algoritma (1965) z bistveno manj
operacijami. Predpostavimo, da je N deljiv z m. Tedaj lahko vsoto razdelimo na m
delov, ki vsaka tece po elementih vektorja h; z enakim modulom indeksa ¢ mod m:

m—1 N/m 1
Hn = W o WN/m mk41
1=0 k=0
Oznac¢imo z h) = (hmkﬂ)ff/ o  komponente h, ki imajo enak modul indeksa glede na

m. 7 enostavnim premislekom opazimo, da smo DFT vektorja A dimenzije N prepisali
na vsoto m DFT vektorjev hY dimenzije N/m. Slednje simboli¢no zapisemo kot

(Fnh) Z {FNmh )

kjer z (-), oznac¢imo komponento vektorja. V primeru, da znamo faktorizirati N, lahko
zgornjo relacijo razumemo kot rekurzivno formulo za izracun DFT celotnega vektorja, ki
sledi ideji algoritmov imenovani deli in vladaj: delimo vzorec, za katerega zelimo izracunati
DFT, in si s tem zmanjsamo koli¢ino dela. Optimalni primer je N = 2% (k € N), kjer
na vsakem koraku delimo vektor na sode in lihe indekse. Za izra¢un vseh komponent
DFT potem porabimo O(N log, N) operacij. Podobno odvisnost dobimo, ¢e je mogoce
N faktorizirati na dovolj majhna prastevila. Modernejsi numeri¢ni paketi podpirajo fak-
torizacijo

N = 2pP13p25ps7Pa pi €N,



pri ¢emer spet dobimo casovno zahtevnost O(N log V). Implementacija hitre DFT (ozi-
roma FFT — fast Fourier transform) je lahko precej zapletena, saj morajo poskrbeti za
¢im hitrejso naslavljanje elementov v vektorju glede na modul faktorjev, glej npr. [1].

V matemati¢ni analizi je korelacija oz. korelacijska funkcija definirana kot transfor-
macija, ki sprejme kot parameter dve kompleksni funkciji ¢ in A in vrne eno

C(g,h)(T) = /dxg(x +7)h(x)".

Zapisana definicija je v praksi veckrat prevec¢ omejena in zato uporabljamo rajsi
T/2
Clg, h)(1) = {g(z +7) h(z)"),,  (F(z)), = lim dzF(z) ,

T—o00 —T/2

kjer operacijo (-) imenujemo ¢asovno povprecje. V grobem je slednja korelacija definirana
za vse funkcije s konénim povprec¢jem in povprecjem kvadrata, kar sta v praksi dobro
razumljiva pojma. Diskretna varianta korelacije, ki sprejme vektorja g = (gi)fi_ol e CV
in h = (k)" € CY in vrne enega, je definirana z

C(gvh)n:<gk+nhz>k, n:O,...,N—1,

kjer implicitno privzamemo periodi¢ne robne pogoje girn = ¢; in hiyy = h;. Casovno
povprecje (-) je definirano kot

1N—1

Enastavno se lahko prepricamo, da ima korelacija simetrijo C(g, h)r = C(h,g)y_5- In-
deks, po katerem povprecimo, je veckrat spuscen, ce je le-ta ociten. Omejimo se sedaj le
na direktno varianto, ki je zelo elegantno povezana z DFT. Imejmo vektorja g, h € C in
tvorimo matematicno korelacijo njihovih komponent

N-1
Cp = Z Gk+n hz )
k=0
kjer so privzeti periodi¢ni robni pogoji, in velja zveza
(FnC)n = (FNGIn(Fnh);, -
Predstavljena enakost uporabljamo za pohitren izracun korelacij
Clg,h) = Fy' [(Fng)n (Fxh)i)ny | - (1)
ki tako namesto O(N?) stane le O(N log N) operacij. Korelacija je prekrivalni integral

dveh ¢asovno zamaknjenih skalarnih funkcij. Tocka velike korelacije pomeni, da sta funk-
ciji med seboj podobni z nekim ¢asovnim zamikom.



V primeru, da sta funkciji oz. vektorja v korelaciji enaki, govorimo o avtokorelacijski
funkciji in jo oznacimo z C'(h) := C'(h,h). Slednja je simetricna, C'(h), = Ch)y_, in
predstavlja mero, koliko je signal z nekim c¢asovnim zamikom sebi podoben. Iz lokalnih
maksimumov v avtokorelacijski funkciji sklepamo na periodi¢nosti, bodisi popolne ali
priblizne. Pri periodi¢nih signalih je tudi avtokorelacijska funkcija striktno periodi¢na
0z. vsaj po naivnem razmisleku bi naj bila. Se bolj pa nas zanimajo signali, ki so slabo
sebi-korelirani in avtokorelacija C'(7) s Gasom relaksira k (h)?. V primeru hitre relaksacije
je bolj smiselno opazovati reskalirano obliko avtokorelacije

kjer je imenovalec ocena standardne deviacije signala
0? = C(h)y — (h) = < (hy — (h >k

V naravoslovnih aplikacijah korelacijo razumemo kot mero povezanosti med tockami
in zato privzeta periodi¢nost signala oz. podatkov v realnih aplikacija v veckrat ni
upravicljiva. Patologija prejsnje definicije je najbolje vidna na primeru neperiodi¢no za-
kljucenih vzorcev v splosnem periodi¢nih funkcij. Zato je pravilnejsa ali uporabnejsa
definicija korelacije med podatki v vektorjih h in g naslednja

N-—-n—1

C(g,h)n

h’k’

kjer v vsoti variira stevilo ¢lenov. Podobno za avtokorelacijo uporabljamo normalizirano
formulo

C(h,h), = Nl—n if (hk—<h>)gf;k+n—<h>)’
= <> h th—

Izrac¢un teh (avto)korelacij lahko prav tako izvedemo na hitrejsi nacin, ¢e razsirimo vek-
torja g,h € CV v C(g, h) z niclami na dvakratno dimenzijo

g: (907"'7gN—1707"'70)7 il’:(hOJ"whN—l;Oa'--vO) €C2N7

in korelacijo zapisemo kot vsoto s fiksnim stevilom c¢lenov

2N—-1

C(g,h) Z Gk+n hk (2)

in jo nato z uporabo DFT izra¢unamo na hiter nacin kot v primeru (1).



Naloga: Na spletni strani MF praktikuma najdes tekstovni datoteki sunspots.YEARLY
in sunspots.MONTHLY, ki vsebujeta podatke o stevilu son¢nih peg po letih od 1700 do
danes ter po mesecih od leta 1749 do danes (glej sliki spodaj). Napravi hitro Fourierovo
analizo teh signalov in izracunaj avtokorelacijsko funkcijo.
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Na strani najdes tudi datoteki 10m_radioactivity.4096 in 10m_radioactivity.mix.4096,
ki vsebujeta 4096 zaporednih meritev radioaktivnosti v 10-minutnih presledkih, s ¢asom
trajanja celotne meritve priblizno enega meseca. V drugi datoteki je meritvi primesan
majhen periodi¢ni signal, ki ga iz same slike izmerkov ni mogoce izslediti. Napravi kore-
lacijsko funkcijo enega signala proti drugemu in avtokorelacijsko funkcijo obeh signalov.
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V primeru hitrega pojemanja korelacije le-te prikazite v reskalirani obliki in logaritemski
skali. Ce opazite eksponentni trend upadanja oblike

|C| ~ Ce™T C' = konst > 0,

ocenite se korelacijsko dolzino 7, ki predstavlja efektivno dolzino na katerem je signal
statisticno odvisen.



Dodatna naloga: Na spletni strani je tudi nekaj posnetkov oglasanja velike uharice,
nase najvecje sove. Posneti sta dve sovi z minimalnim ozadjem (bubomono in bubo2mono)
in nekaj mesanih signalov, ki zakrivajo njuno oglasanje (mix, mix1, mix2 in mix22). V
signalih mix2 in mix22 je oglasanje sove komaj Se zaznavno. Doloc¢i frekvencni spekter
sovjega oglasanja v vseh posnetkih ter korelacijske (ali avtokorelacijske) funkcije med
posameznimi posnetki ter pokazi, za katero sovo gre pri najbolj zasumljenih signalih!
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