MATEMATICNO-FIZIKALNI PRAKTIKUM

11. naloga — ReSevanje PDE z razvojem po lastnih funkcijah: Poisson

Ce poznamo lastne funkcije diferencialnega operatorja za doloceno geometrijo (iz
Fizike II se spomni na primer na vodikov atom v sferi¢ni geometriji, kjer smo imeli
Z2Ylm(9, ¢) = B*(l 4+ 1)Yin(6,¢) in ZALzY}m(H, ¢) = mhY,,(0,¢)), se resevanje parcial-
nih diferencialnih enacb vcasih lahko prevede na razvoj po lastnih funkcijah. V tej nalogi
obravnavamo primer reSevanja Poissonove enac¢be na polkrogu, za katero zaradi znacilnih
robnih pogojev lastne funkcije poznamo. Ce je geometrija bolj zapletena in zato lastnih
funkecij vnaprej ne poznamo, si lahko pomagamo na primer z metodo Galerkina (naslednja
naloga).

Pri opisu enakomernega laminarnega toka viskozne, nestisljive tekocine po dolgi ravni
cevi pod vplivom stalnega tlacnega gradienta p’ se Navier-Stokesova enacba poenostavi v
Poissonovo enacbo
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kjer je v vzdolzna komponenta hitrosti, odvisna samo od koordinat preseka cevi, n pa je
viskoznost tekocine. Enacbo resujemo v notranjosti preseka cevi, medtem ko je ob stenah
hitrost tekoc¢ina enaka ni¢. Za pretok velja Poiseuillov zakon
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kjer je koeficient C' odvisen samo od oblike preseka cevi (C' = 1 za okroglo cev). Doloé¢ili
bomo koeficient za polkrozno cev z radijem R. V novih spremenljivkah z = r/R in
u = vn/(p'R?) se problem glasi
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Konstanto 1 razvijemo v lastne funkcije polkroga
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Yms j€ s-ta nicla 2m + 1-te Besselove funkcije. ResSitev se potem zapise v obliki
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Za take vrste obstaja razmeroma ugoden algoritem: Besselove funkcije racunamo z rekur-
7ijo
2n
In—1(x) = g I () — Tt ().

Zaénemo z J, 1 — 01in J, — € pri dovolj velikem n (obicajno zadosca n < x) ter gradimo
rekurzijo proti n = 0. Dobljene vrednosti renormaliziramo z vsoto
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(pri normiranih Besselovih funkcijah je ta vsota enaka 1). Nicle y,,s lahko is¢emo z
rekurzijo ob uporabi bisekcije ali kake podobne metode.

Dodatna naloga: Poskusi izracunati ustrezni koeficient C' Se za pretok skozi cev s
pravokotnim profilom (stranici a in b). Zdaj resujes Poissonovo enac¢bo v kartezi¢nih
koordinatah
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Ce postavis izhodisée v sredino pravokotnika, lahko regimo homogeno enacbo z nastavkom
vn(z,y) = d, cosh((2n — 1)7x/b) cos((2n — 1)my/b), partikularna resitev pa je na primer
/

vp(y) = ;7 V4ot o= bycos((2n — 1)my/b) .

Koeficienta ¢; in ¢y dolocis iz robnih pogojev
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koeficiente b,, kosinusne Fourierove transformacije pa dobis z integralom
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Po podobnem postopku kot pri uvodu v nalogo pridemo do koeficienta za pravokotni

presek
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Kaj pa, ce se lotis naloge z lastnimi funkcijami na pravokotniku
Gmn(x,y) = sin(nmz/a) sin(mmy/b)

in sledis postopku iz osnovne naloge?



