MATEMATICNOFIZIKALNI PRAKTIKUM
8. naloga: Robni problem lastnih vrednosti

Pri studiju kemijske kinetike naletimo pri problemih z difuzijo in eksotermnimi reak-
cijami na Gelfand-Bratujev robni problem

y'=-6¢Y, O<az<l1,

z robnima pogojema y(0) = y(1) = 0. Ta problem je Se posebej zanimiv z vidika
enoli¢nosti resitev: pri 0 < § < d. ~ 3.51 ima naloga dve resitvi, pri 0 > . pa resitev ne
obstaja. V zanimivem obmocju je analiticna resitev

cosh &(1 — 2x)}

y(w) = =2 [ cosh ¢

kjer ima lahko parameter ¢ dve vrednosti, ki sta resitvi transcendentne enacbe cosh ¢ =

\/8/6&. V primeru 6 = 1 sta to
&1 = 0.379291149762689 , & = 2.734675693030527 .

Nelinearne robne probleme oblike v = f(z,y,%’) kot je Bratujeva ena¢ba numeri¢no
resujemo na ve¢ nacinov. Prva moznost je diferenéna metoda. Intervalu [a, b] priredimo
ekvidistantno mrezo v tockah a = xg, z1,...,xxy = b, kjer jez; = a+jhin h = (b—a)/N.
Tocki x; ustreza priblizna resitev u;. Ko diskretiziramo se odvode, dobimo diferen¢no
shemo oblike

U‘+1—2U‘+U'_1 Ujyr1 — Uj—1
Lyuj = ——* hgj - "‘f(%a%;#) =0, (1)
ki velja pri j = 1,2,..., N — 1, robna pogoja pa narekujeta skrajni vrednosti ug = 0 in

uy = 0. Enacba (1) v matri¢ni obliki predstavlja sistem nelinearnih enac¢b. Resujemo
ga z eksplicitno iterativno metodo ali z Newtonovo metodo, pri kateri moramo v vsakem
koraku resiti posebno matri¢no enacbo. Iterativna shema ima obliko

Liwmy | (n) = uy
§<uj+1+uj,1>—l—wu ——f 37], ] ,# ,

kjer je 1 < 7 < N — 1, robni vrednosti pa ves ¢as ostajata ug = « in uy = (. Iteracijo
zazenemo z nekim zacetnim priblizkom u® (ta naj vsaj zadoséa robnim pogojem), hitrost
njene konvergence pa doloca parameter w.

Za reSevanje z Newtonovo metodo shemo (1) prepisemo v obliko F(u) = 0, kjer je
F = (Fi(u), F>(u),...,Fy_1(u))" s komponentami Fj(u) = $h?(Lyu;). Za sistem enacb
F(u) = 0 pomeni Newtonova metoda iteracijo k negibni tocki

u ) = G (u) |

L) 1
J 1+w

kjer je iteracijska funkcija definirana kot




Kljuéni del izraza je Jacobijeva matrika

. 1 h@f Ujy1 — Uj—1
Aj(u) = —5 [1 + 20y (%Ua,—% ;
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1 hof Uip1 — Ui
CJ(’U,) = —5 |:1 — 58_3// ([L’j,u]',%h]l)} .

(Robna pogoja up = « in uy = (3 vstopita tudi preko kolicin B;(u), C1(u), Ay_1(u),
By_1(u), Fi(u) in Fy_1(u).) V vsakem koraku Newtonove iteracije resujemo sistem

enacb
J(u(”))Au(”) = —F(u(”)) : (2)

z reditvijo Aul™ tega sistema pa dobimo naslednjo vrednost resitve
w™) = ™ 4 Ay | n=0,1,2.... (3)

Iteracijo ponavljamo, dokler razlika med zaporednimi priblizki resitve (merjeno v primerni
normi) ne pade pod izbrano vrednost.

Naloga: Gelfand-Bratujev robni problem z 0 = 1 najprej resi z eksplicitno iterativno
metodo s primerno izbranim konvergenc¢nim parametrom w. Iz enacbe razberemo, da
mora biti resitev na intervalu [0, 1] konveksna (izbo¢ena navzgor), zato si v tem smislu
izberi tudi zacetni priblizek za iteracijo, na primer u(x) = px(1 — z), kjer preizkusi u = 1
in u = 16. Problem nato resi Se z Newtonovo metodo (2) in (3). Kaj opazis, ¢e spreminjas
parameter 07

Dodatna naloga: Problem lahko resimo tudi s tako imenovano strelsko metodo. Pri
strelski metodi iS¢emo resitev z integracijo diferencialne enac¢be od enega konca definicij-
skega intervala k drugemu, na primer od x = a proti x = b. V tocki x = a postavimo
y(a) = «, kot ga zahteva robni pogoj, in uganemo vrednost odvoda 4/(a). Z vrednostma
y(a) in y/'(a) pozenemo neki integrator (na primer preprosto Eulerjevo metodo ali RK4)
do tocke & = b. Tam preverimo, ali resitev zadosc¢a robnemu pogoju y(b) = . Ce pogoju
ne zadosca, spremenimo zacetni “kot streljanja” y'(a). To ponavljamo, dokler z izbrano
natancénostjo ne dosezemo pogoja y(b) = 3. Obmocéje vrednosti y'(a) lahko ozimo z bisek-
cijo ali kako hitrejso metodo — izberi si svoj nacin in pazi na dvoli¢nost resitev, omenjeno
v prvem delu naloge!



