MATEMATICNO-FIZIKALNI PRAKTIKUM

9. naloga: Spektralne metode za zacetne probleme PDE

Za resevanje zaCetnih problemov s parcialnimi diferencialnimi enacbami (PDE) imamo
na voljo dva obsezna razreda metod. Pri diferencnih metodah na neki nacin aproksimi-
ramo casovne in krajevne parcialne odvode s konénimi diferencami. Resevanje PDE nato
prevedemo na resevanje algebrajskih enach ali sistemov enacb za priblizne vrednosti funk-
cij, ki v teh diferencah nastopajo. Diferencne metode spoznamo pri naslednji vaji. Pri tej
vaji obravnavamno spektralne metode: pri njih iskano resitev formalno izrazimo z nekim
naborom funkcij, nato pa v ¢asu spremljamo koeficiente v takem razvoju. Kako se se-
limo med krajevno in ¢asovno sliko problema, je odvisno od posamezne metode. Osnovne
prijeme spoznamo ob Fourierovi metodi in kolokacijski metodi s kubi¢nimi B-zlepki (B-
splines).

Fizikalno ozadje naj bo enorazsezna difuzijska enacba, ki opisuje na primer tempera-
turno polje T'(z, t) v homogeni neskoné¢ni plasti s konéno debelino L brez izvorov toplote:

2
aT D o°T A

ot ox?’ Oszs<l, D pc

Temperaturo v poljubni tocki x ob ¢asu t izrazimo s Fourierovo vrsto
N-1 _ _
T(z,t) >~ Ty (t)e 2™

k=0

kjer je fi = k/L, torej

>0

8T , :
k —27r1fka: —D Z 47T fk )e—2mfkaz )

Od tod sledi evolucijska enacba za Fourierove koeficiente
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Pogosto uporabimo spektralno reprezentacijo za krajevni odvod, medtem ko ¢asovni korak
naredimo z neko eksplicitno integracijsko shemo, na primer kar po Eulerju

Tt +h) = Tu(t) + hD(—4n* f)Ti(t) . (1)

Reprezentacijo T'(z,t) v obi¢ajnem prostoru nato dobimo z obratno Fourierovo transfor-
macijo.

Naloga: Resi difuzijsko enac¢bo v eni razseznosti x € [0, L] z zacetnim pogojem po
plasti gaussovsko porazdeljene temperature
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(izberi razumne vrednosti za D, L in o) in periodi¢nim robnim pogojem 7'(0,t) = T'(L, t)
po Fourierovi metodi, pri kateri ¢asovni korak izvedes po Eulerju: najprej izracunaj Fou-
rierovo reprezentacijo Tk(()) zacetnega pogoja, nato pa jo po Eulerju evolviraj v ¢asu. Pri
tem moras paziti na stabilnost Eulerjeve diferencne sheme: pri katerem koli koraku mora
veljati ~
}M =|[1+haD(-4n’F)) | <1
T3,(t)

Nekaj pozornosti zahteva tudi diskretizacija: za vsak k mora biti 0 < fi < fayquist. (Kaj
je ze to in kakdno zvezo ima s stabilnostjo?) Ce izberes veliko stevilo tock, je smiselno
uporabiti kar algoritem FFT. Temperaturni profil 7;(¢) = T'(x,t) ob poljubnem ¢asu nato
dobis z inverzno FFT.

Dodatna naloga: Prirazvoju T'(x,t) nismo omejeni na trigonometri¢ne funkcije. Resitev
PDE na 0 < = < L lahko aproksimiramo tudi z drugac¢no vrsto funkcij, na primer

kubi¢nimi B-zlepki,
N+1

T(z,t) = Z ax(t)Bg(z) , (2)
k=—1

kjer je By (z) kubicni zlepek s sredis¢em okrog x = x. Lastnosti B-zlepkov so navedene
v dodatku. Tako zasnujemo kolokacijsko metodo. Podobno kot pri Fourierovi metodi
tudi pri tej metodi zahtevamo, da razvoj (2) zados¢éa osnovni PDE in robnim pogojem.
Razvoj (2) vstavimo v PDE in izvrednotimo rezultat pri z = z;. (Interval [0, L] diskre-
tiziramo na N podintervalov Sirine Az s tockami x; = jAz, kjer je j = 0,1,...,N. Za
kolokacijo je smiselno izbrati enake tocke kot za diskretno mrezo.) Tako dobimo
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Upostevamo lastnosti B-zlepkov in dobimo sistem diferencialnih enacb za koeficiente a;(t):

1 8) +4a5(0) + a3 (6) = oy (a5 1(8) = 205(0) + g ()

kjer je 5 = 0,1,..., N. Iz robnega pogoja pri z = 0 ugotovimo a_; = —4ay — a;. Ko

v zgornjo enacbo vstavimo 7 = 0, sledi Se a9 = 0 in a_y = —ay;. Podobno pri z = L
dobimo ay = 0 in ayxy1 = —ay_1. ReSevanje enacbe (2) smo torej prevedli na resevanje
matri¢nega sistema
Aad' = Ba ,
kjer je
4 1 -2 1
1 41 1 -2 1
1 4 1 6D 1 -2 1
A= B=— :
’ Az? ‘
1 41 1 -2 1
1 41 1 -2 1
1 4 1 =2




in @ = (a(t),as(t),...an_1(t))*. Zacetni pogoj za PDE je T(z;,0) = g(z;), torej je
zacetni priblizek za kolokacijsko aproksimacijo

Aa = 6g,

kjer je g = (g(x1),g(x2),...,9(xn_1))*. To zdaj resujemo s kako metodo, ki jo poznamo iz
prejsnjih nalog, recimo z eksplicitno Eulerjevo metodo: ob zaporednih ¢asih nAt dobimo

a"'=a"+AtA'Ba" = (1+AtA'B)a".

ODb poljubnem ¢asu nato dobimo temperaturni profil tako, da znova izracunamo vsoto (2).
Ker nam je ze znano, da je Eulerjeva ob predolgih ¢asovnih korakih lahko nestabilna, lahko
uporabimo stabilno implicitno metodo, kjer v vsakem ¢asovnem koraku resujemo

A A
(A — TtB) a"t = (A + gB) a” .

Kolokacijsko metodo uporabi ob zacetnem pogoju
T(x,0) = g(x) = sin(mz/L)

in homogenih Dirichletovih robnih pogojih T'(0,¢) = T'(L,t) = 0.

Dodatek: kubi¢ni B-zlepki

Kubiéni B-zlepki imajo obliko
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