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Uvod

@ Osnovni problem interpolacije: dane so vrednosti f;,
i=0,1,...,n, v paroma razli¢nih tockah x;, 1 = 0,1, ...,n. Is¢emo
polinom p najniZje moZne stopnje, za katerega velja

p(x))=f, i=0,1,...,n

@ Polinom p se imenuje interpolacijski polinom.

Lema

Za podatke (x;, fi),i =0,1,...,n, kjer so x; paroma razli¢ne tocke, obstaja
natanko en interpolacijski polinom p,, stopnje < n.
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@ Interpolacijski polinom pogodto uporabimo za izra¢un vrednosti
prix #x;,i=0,1,...n.

@ Namesto interpolacijskega polinoma lahko is¢emo kaksno drugo
“preprosto” funkcijo, ki zado3¢a interpolacijskim pogojem.

o Ce je n velik, potem interpolacijski polinom ni primern.

o Alternativa je, da podatke razdelimo v gruce, konstruiramo
interpolacijske polinoma na majhnem stevilu podatkov in jih
“zlepimo” v zlepke.

@ Dandanes so zlepki osnova za vecino vizualizacij, animacij,
nacrtovanje,...
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Klasi¢na oblika

@ Interpolacijski polinom zapiSemo v klasi¢ni obliki
pn(x) =a, x" +a,1 N b ag x +a.
@ Dobimo sistem linearnih enacb

anxg+an,1xg_1+~--—|—a1xo+a0:fo

anxT—l—an_lx?’l +--+mxy+ap=fi
An X4 a, (x4 fayx, +ag = f
@ V matri¢ni obliki torej
Va=f.
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@ Pritemjea = (an,an-1,...,a0)", f = (fo, fi,---, fu) " in

x5 xg_l cexo 1
-1
x X! x; 1
1 M
V=
n n—1
X, Xp xp 1

@ Kerje

det(V) = [ J(xi — xj),

i<j

ima sistem enoli¢no resitev.
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o Ratunanje na tak nacin je prezahtevno in slabo pogojeno. Ce je
denimox; =i/n,i =0,1,...,n,je zan = 5 pogojenstno Stevilo
matrike V 4.9 ---10°m, prin =20 pazekar9.7--- 10%e.

@ Interpolacijski polinom znamo izrac¢unati bolj ekonomi¢no in
natancneje.
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Lagrangeova oblika

o Ce namesto baze potenc za polinom izberemo ustreznejso bazo,
lahko interpolacijski polinom kar konstruiramo.

@ Najbo

X — xp

gn,i(x) = H

7
k=0 Xi — Xk
k£i

i=0,1,...,n.

@ Potem je

pulx) = Y fi £ (%)
j=0

interpolacijski polinom stopnje < n za podatke (x;,y;),
1=0,1,...,n.
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@ Najbo w(x) := (x —xp)(x —x71) - - - (x — x,,). Potem na kratko
piSemo
w(x)
(x = xi)w'(xi)

En,i(x) =

Izrek

Ceje f (n + 1)-krat zvezno odvedljiva funkcija na intervalu [a, b], ki vsebuje
vse paroma razlicne tocke xo, x1,...,X,, potem za vsak x € [a, b] obstaja tako
stevilo ¢ € (a,b), da je

(n-+1)
£6) =) = Do),

@ Tudi Lagrangeova oblika ni najboljsa za konstrukcijo (veliko
operacij in vnaprejsnje poznavanje stopnje polinoma).
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Newtonova oblika

Definicija

Deljena diferenca [xg, x1, . .., X, f je vodilni koeficient interpolacijskega
polinoma stopnje k, ki se ujema s funkcijo f v xo, x1 ..., Xg.

Izrek

Za deljene diference velja:

a)

pu(x) = [x0]f + (x — x0) [x0, x1] f + - - -
+ (x—x0)(x —x1) - (x — xp—1)[X0, X1, ..., Xn] f
je interpolacijski polinom, ki se v tockah xo, x1, ..., x, ujema z f.

b) Zados¢ajo rekurzijski formuli

ol = [x1,%2, ..., xk) f — [x0, %1, - -+, xk_1]f
- Xk — X0 ’

[JC(),xl,. 00
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@ Polinom iz prejSnjega izreka se imenuje Newtonov interpolacijski
polinom.

e Kaj se zgodi, ko gresta dve ali vec¢ tock v deljeni diferenci druga
proti drugi?

e IzkaZe se, da posploseno deljeno diferenco lahko definiramo
takole:

®) (x.
[ If fk(|0)’ ==
X0y, XK = —
[xll ey Xk]f IXOI ey xk*l]f, sicer.
X — X0

o Ce se totke v deljeni diferenci ponovijo, pomeni, da bo polinom
poleg vrednosti interpoliral Se prve, druge,...odvode.
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Primer

Zapisimo interpolacijski polinom p, za katerega je p(0) =1, p’(0) = 2,

p"(0) =3, p(1) = =1, p'(1) = 3 in p(2) = 4. Tabela deljenih diferenc je

f Af Toodf oo lf Tooolf [ lf

Xi

0

0

0

1

1

2

polinom pa p(x) = 1+2x+ 3 x* —

1

1

2

NI

_n
2
29
2
9 -7
8
_2
4
_3
2

1—21x3+%x3(x—1) — %x3(x—1)2.
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@ Sedaj lahko zapiSemo izrek za napako interpolacijskega polinoma
tudi v primeru, ko to¢ke x;,i = 0,1,...,n, niso paroma razli¢ne.

Izrek

Naj bo f (n + 1)-krat zvezno odvedljiva funkcija in p, interpolacijski
polinom na tockah x;, i = 0,1, ... n (e se tocke ponavljajo, polinom
interpolira ustrezne visje odvode). Potem je

(n+1)
) = pule) = LBt

kjer je min{x, xo, ..., x,} < & < max{x,xo,...,Xn}.
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Primer

IzraCunajmo kvadratni interpolacijski polinom, ki interpolira funkcijsko
vrednost funkcije f(x) = sinx v tockah xo = 0 in x1 = 7v/2 ter njen odvod
v xo = 0. Nato ¢im bolje ocenimo napako pri interpolaciji.

S tabelo deljenih diferenc izracunamo interpolacijsko parabolo

4-2m ,
s

p2(x) = x +

Napako ocenimo s pomocjo prejSnjega izreka. Ocitno je ‘ Jasl (x)‘ < 1, faktor
w(x) = x? (x — 7t/2) pa ocenimo s pomocjo odvoda. Dobimo
3

< 2 — = —_
|w(x)] < Jax ¥ (m/2=x) = 2,

Torej je

17T 3
|f(x) — pa(x)] < 3157 = 009569,
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Numeri¢no odvajanje
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