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Uvod-teorija

Za zvezne porazdelitve velja:

fx) > 0,

Oof(X)dx =1,

oo )
Pla<X<b) = ff(x)dx,

F(x) = P(X < x)

ff(x)dx.

Tu f{x) predstavlja gostoto porazdelitve verjetnosti, F(x) pa ustrezno kumulativno porazdelitev.

Za diskretne porazdelitve velja:

fx) = 0,
D) =1,
i=1
PX=x) = f(x),
FO=PX<x) = > fx).

Glavna razlika med zgornjima dvema porazdelitvama je, da se je pri zvezni porazdelitvni nesmiselno
sprasevati po verjetnosti za nahajanje porazdeljene koliCine v eni tocki (Ce se po tem sprasujemo, vedno
dobimo rezultat 0), pri diskretni porazdelitvi pa so koli¢ine porazdeljene tockasto (npr. naboj elektrona).
Zvezna porazdelitev je lahko limitni primer diskretne, Se zlasti kadar imamo pri diskretni porazdelitvi
veliko to¢k (npr. zadetkov), ki dobro popisejo nek interval. Obratno lahko posamezne tocke (npr. na-
boje), ki jih Zelimo zapisati kot zvezno porazdelitev (npr. gostoto naboja), lahko zapiSemo z Diracovimi
delta “funkcijami”. Primer za gostoto naboja:

o) = > eidr=ry).

1 Delujoce in pokvarjene elektronske komponente

Kupimo dve elektronski komponenti, od katerih je lahko vsaka delujo¢a (D) oz. pokvarjena (P). Stirim
moZnim izidom pripadajo verjetnosti (P, P) = 0.09, (D, P) = (P,D) = 0.21, (D, D) = 0.49. (i) Zapisi
posamezne verjetnosti za Stevilo delujo¢ih komponent n = 0, 1,2 (npr. n = 1 pomeni, da je natanko ena
delujoca komponenta). (ii) ZapiSi verjetnost, da imamo vsaj eno delujo¢o komponento.

Resitey:

®

P(0) = (P, P) = 0.09

P(1) = (P,D) + (D,P) = 0.42
P(2) = (D, D) = 0.49

(i)

Lahko si zamislimo novo spremenljivko /, ki zavzame vrednost 0, ko nobena komponenta ne deluje in



1, ko deluje vsaj ena komponenta (le zaradi laZjega zapisa). Beseda “vsaj” pove, da moramo sesteti
verjetnosti, ko delujeta obe komponenti, in verjetnosti, ko deluje ali ena ali druga:

P =1)=(D,D)+(D,P)+(P,D) =091

P(I=0)=0.09

2 Napake v prenosu informacij

Obstaja verjetnost, da bo bit informacije preneSen prek digitalnega sprejemnega signala vseboval na-
pako. Naj bo X enak Stevilu delov z napako v naslednjih Stirih prenesenih bitih. MozZne vrednosti X so
{0,1,2,3,4}. Predpostavi verjetnosti P(X = 0) = 0.6561, P(X = 1) = 0.2916, P(X = 2) = 0.0486,
P(X = 3) = 0.0036, P(X = 4) = 0.0001. (i) Preveri, ali so verjetnosti ustrezno normirane. (ii) Doloci
verjetnost, da bosta vsaj 2 bita brez napake. (iii) Doloci verjetnost, da bo vsaj en bit imel napako.

Resitev:
(1)

Z P(x;) =1

(i1) Da sta vsaj dva bita brez napake, pomeni, da moramo sesteti vse verjetnosti, kjer imamo 2 delujoca
bita:

P(vsaj 2 bita brez napake) = PX =0)+PX=1)+PX =2)
0.6561 + 0.2916 + 0.0486 = 0.9963 .

(ii1)
P(vsaj 1 bit nedelujo¢) = 1 — P(X = 0) = 0.3439..

3 Necistoce v polprevodniskih ploscicah

Verjetnost, da v polprevodniski plos€ici najdemo velik delec (necistoco) je 0.01. Sedaj opravljamo meri-
tve na plos¢icah. Zanima nas verjetnost, da bo po x— 1 delujocih plos$¢icah x-ta onesnazena. (i) Izracunaj
verjetnosti P(x = 2), P(x = 3) in P(x = 8). (ii) Izracunaj P(x) za kateri koli x (za katero koli Stevilo
izmerjenih ploscic).

Resitev:

(i) Oznacimo s s (slabe) tiste ploscice, ki vsebujejo velik delec in z d (dobre) tiste, ki ga ne. Verjetnost,
da bomo pri eni analizirani ploscici naleteli na velik delec, je P(x = 1) = 0.01 (s). Verjetnost, da bomo
pri dveh analiziranih plos¢icah naleteli na velik delec, je P(x = 2) = 0.99 % 0.01 (ds). Po enakem kopitu
P(x = 3) = (0.99)%0.01 (dds) in P(x = 8) = (0.99)70.01 (ddddddds).

(i1) Posplositev na poljuben x je oitna: P(x) = (0.99)*10.01 (ddd...ds).

4 Tok v zici

Naj zvezna nakljucna spremenljivka X predstavlja tok, izmerjen v tanki bakreni Zici (v mA). Predposta-
vimo, da je mersko obmocje [0, 20 mA] in da je gostota porazdelitve verjetnosti za x na tem obmocju



f(x) = 0.05 (enakomerna). (i) Kak$na je verjetnost, da bo merjeni tok manj$i kot 10 mA? (ii) KakSna
je verjetnost, da bo tok med 5 mA in 20 mA? (iii) Dolo¢i kumulativno porazdelitveno funkcijo F, ki
ustreza f. (iv) ReSi zgornje naloge Se za primer f(x) = 0.005x na intervalu [0, 20 mA]. Povsod drugod
je f(x) = 0.

Resitev:
()

10 10

P(x <10) = f(x)dx = f 0.05dx=0.5.
0 0
(ii)
20 20
P(5 <x<20)= f(x)dx = f 0.05dx =0.75.

5 5

(iii)
F(x) = f f(u)du = 0.05x .
0

Zgornja enacba velja na obmodcju [0,20 mA]. Pod tem obmocjem zavzame vrednost 0, nad obmocjem pa
vrednost 1. Celotna kumulativna funkcija je potemtakem razdeljena na 3 obmocja.

@iv)

10 10 2110
P(x<10) = fx)dx = f 0.005xdx = 0.005 |O - 0.25,
0 0
20 20 2 20
P(5<x<20) = fo)dx = f 0.005xdx = 0.005%- |5 ~ 0938,
5 5
X X X2 X x2
F(x) = f fodx = f 0.005x dx = 0.005— | = 0.005%

5 Vrtanje lukenj v kovinsko plosc¢o

Naj x predstavlja premer luknje, zvrtane v kovinsko plosco. Ciljni premer je 12.5 mm. Vec¢ino nakljucnjih
motenj povzroci povecanje premera. Zgodovinski podatki kazejo, da lahko porazdelitev x modeliramo
s funkcijo f(x) = 20e72007125) za x > 12.5. Na obmo&ju x < 12.5 je f enaka O (manjsi premeri od
ciljnega nas ne zanimajo). (i) Ce je plo§¢a z luknjo ve&ja od 12.6 mm obravnavana kot odpadna, koliksen
deleZ plos¢ v takem primeru zavrzemo? (ii) KolikSen deleZ plos¢ ima velikost luknje med 12.5 mm in
12.6 mm? (iii) Doloc¢i kumulativno porazdelitveno funkcijo F, ki ustreza f.

Resitev:
(1)

P(x > 12.6) = f f(x)dx = f 20e2007129) qx = 0.135 .
12.6 12.6

Vse plosce z luknjo, ki je vecja od 12.6, zavrzemo, zato moramo integrirati od 12.6 do oco.
(i)
12.6 12.6
P(12.5 < x < 12.6) = f(x)dx = f 20e 200129 4y = 0.865 ,
12,5 12.5
ali lazje
P(125<x<126)=1-P(x>12.6) =0.865.



(iif) ’ !
F(x) = f S du = f 206202 dy = 1 — 7200712

(o)

Zgornja enacba velja na obmocju x > 12.5. Pod tem obmoc¢jem zavzame F vrednost 0.

6 Planckova formula v skali frekvenc in valovnih dolzin

Tako besedilo kot tudi reSitev te naloge lahko najdete v knjigi I. Kuscer, A. Kodre: Matematika v fiziki in
tehniki (DMFA - zaloZnistvo, Ljubljana, 2006), na str. 270-272. Za zgled sta avtorja vzela spekter, ki ga
seva ¢rno telo in je dan s Planckovo formulo:

dj 2rn 3

dv 2 exp(hv/kT)—1"
(1) Prevedi spektralno gostoto izsevane moci iz frekvencnega merila v merilo valovne dolZine. (Zamenjaj
spremenljivko, po kateri porazdeljujemo izsevano gostoto moci.) (ii) Za obe porazdelitvi dolo¢i maksi-

muma in ju primerjaj. Ali velja vy = ¢/ Anax? Namig: odvajanje. Obe porazdelitvi si tudi graficno
predstavi.

Resitev:
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