Domace naloge iz dinami¢ne analize, 2006

1. Napravi u¢inkovit program za izracun Poincaréjeve preslikave za prozno
kroglico, ki v homogenem gravitacijskem polju odskakuje prozno od
podlage v obliki luknje, ki jo omejuje rob ys(z) = —b/(1 + (x/a))?,
kjer sta a in b neka efektivna Sirina in globina luknje. Narisi nekaj
faznih portretov in jih komentiraj, za razlicne vrednosti brezdimenzi-
jskih paramtrov. Zanimivo bi si bilo posebej ogledati kaj se dogaja, ko
celotna energija precka prag za razpad sistema E = 0. Ali obstajajo
vezane kaoticne orbite za £ > 07

2. Oglej si sledeco disipativno preslikavo na 3-dimenzionalnem torusu:

¢ = r+y+z (modl)
y = by+ar’ (mod1)

/

2 = bz+ar’ (mod1)

kjer je b € [0, 1] parameter dusenja, a > 0 pa parameter vsiljevanja.
Numeri¢no konstruiraj attraktor, t.j. mnozico tock v faznem prostoru
kamor konvergira tipicna orbita po dolgem ¢asu, za nekaj tipicnih vred-
nosti parametrov (a,b) npr.: (1,0.5), (1,0.9), (0.1,0.9), in ga smiselno
graficno predstavi. Npr. z dvodimenzionalnimi preseki ali projekci-
jami. Oceni Se fraktalno dimenzijo atraktorja za razlicne vrednosti
parametrov.

3. Razi¢i obnasanje invariantne gostote za preslikavo f : (0, 1] — (0, 1],
f(z)=1/2" (mod 1),

za razlicne vrednosti parametra 3, npr. 5 = 1/2,/1,2. Invariantno
gostoto lahko isces kar z iteracijo Perron-Frobeniusovega operatorja,
s tem da zacne§ z enakomerno gostoto po(z) = 1. Ali pa poizkusas
diagonalizirati Perron-Frobenuiusov operator v primerni konc¢ni bazi,
npr prvih N Fourierovih nacinov.

4. Napravi ¢imjasnejgraficno ilustracijo stabilne in nestabilne mnogoterosti,
ki izhajata iz nestabilne fiksne tocke standardne preslikave za primerno
vrednost parametra preslikave, npr. k = 2.



5. Izracunaj Ljapunov spekter modela verige sklopljenih Harperjevih mod-
elov s koordinatami 6,, in impulzi p,,, opisanega s hamiltonko

N o)
H = Z <Kcospn + Lcos(0, — 0p11) Z ot — m)) )
n=1

m=—0oQ

Upostevaj periodi¢ne robne pogoje, t.j. da je zadnji rotator spet sklo-
pljen s prvim N+1 = 1. V numeric¢nih simulacija vzemi nekaj razli¢nih
vrednosti parametrov K, L, npr K = L = 1, K = L = 10 in velikosti
N = 2,3,10 in morda Se vecje vrednosti. Pazljivo preveri casovno
konvergenco Ljapunovih eksponentov in vsotna pravila.

6. Izracunaj Ljapunov spekter modela idelanega plina v enodimenzion-
alni posodi v kateri je z idealno vzmetjo s koeficientom k pri¢vrséen
idealno gibljiv bat z maso M. Obravnavaj N > 1 molekul z maso
m < M in jih opisi s koordinatami 0 < z,, < X, kjer je X koordi-
nata bata. Konstruiraj Poincaréjevo preslikavo med dvema sosednjima
trkoma kake molekule z batom in numeric¢no izracunaj njen Ljapunov
spekter. Posebej zanimivo je studirati termodinamsko limito v kateri
N > 1in M/m > 1, in razmerje M/(mN) fiksno.

7. Preveri ergodi¢nost in meSanje v dinami¢nem sistemu iz zgornje naloge
(idealen plin zaprt s harmoniéno vpetim batom). Kako hitro pojemajo
tipicne korelacijske funkcije, npr. hitrostna autokorelacijska funkcija
bat?

8. Zasleduj zlom KAM torusov pri Harperjevi preslikavi

Tpy1 = xp+ Kcosy, (mod 27)
Yn+1 = Yn+ Lsinz,,; (mod 2m)
v odvisnosti od ovojnega Stevila w = lim,, . “%’21;50, kjer so x, ‘raz-

grnjene koordinate’ orbite (brez  (mod 27)). Npr. fiksiraj parameter
K =1 and spreminjaj parameter L, zacensi s L = (. Doloci npr., vred-
nosti L*(w), kjer se zlomita torusa, ki imata predstavitvi z veriznimi
ulomki: w = [1,1,1..] (zlati torus) in w = [1,2,3,.. ].
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11.
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Zasleduj dinamiko druzine biljardov r(¢) = 14 a cos(4¢), ko povecujes
velikost parametra a € [0,1). Narisi nekaj Poincaréjevih presekov za
razlicne vrednosti parametra a. Pri kateri vrednosti a postane ves fazni
prostor (skoraj) kaoticen? Poizkusi numeri¢no oceniti relativno pros-
tornino oziroma povrsino najvecjekaoticne komponente v odvisnosti od
parametra a.

Pravokotni biljard s stranicama a in b je do polovice v homogenem
magnetnem polju z gostoto B, ki kaze pravototno na ravnino biljarda.
Naj delec v biljardu nosi naboj e in maso M. RaziS¢i obnasanje sis-
tema (fazni portreti in Ljuapunovi eksponenti) za razlicne vrednosti
(brezdimenzijskega) magnetnega polja, in razmerja stranice a/b, npr.

a/b=1,(v/5—-1)/2.

Enaka naloga kot zgornja, le da za krozni biljard s polmerom R, ki je
do polovice potopljen v magnetnem polju.

Razis¢éi dinamiko delca v hiperbolicnem biljardu, ki ga omejuje hiper-
bola zy = 1 in koordinatni osi x = 0 in y = 0. Sistem je vezan (nikoli
ne pobegne v neskoné¢nost), kljub temu, da je konfiguracijski prostor
neskoncen.

Oglej si korelacijske funkcije v tem modelu, npr. komponente hitrosti
C(t) = (vz(t)v,), predvsem njeno asimptotsko obnasanje. Domnevamo
da bo korelacijska funkcija pojemala pocasi, ker se delec pogosto ujame
v korelirano kvaziregularno gibanje v dolgih tankih repih.

Kako se korelacije spremenijo, ¢e v sredisce biljarda vstavis (¢etrt)krozno
oviro s polmerom 1 in sredis¢em v x = y = 07 Na ta nacin ucinkovito
porusimo korelacije med posameznimi izleti v repe biljarda.

Za oba primera hiperboli¢nih biljardov iz prejsnje naloge (z in brez
krozne ovire v sredini), razis¢i razpad sistema, ¢e odrezemo repe pri z =
1/e in y = 1/e, kjer je € majhen parameter. Simuliraj verjetnost P(t),
da delec ostane znotraj biljarda po ¢asu t, ¢e zacne iz nekega obmocja v
srediscu biljarda, npr. enakomerno porazdeljeno po enotskem kvadratu
(x,y) € [0,1] x [0, 1].



14. Oglej si dinamiko v trikotnih biljardih, potem ko vkljuéis transverzalno
homogeno magnetno polje. Kako se spreminja struktura faznega pros-
tora v odvisnosti od magnetnega polja? Posebej zanimovo bo vzeti t.i.
psevdointegrabilni biljard, npr. « = n/5,3 = 37/10,7 = 7/2. Ko ni
magnetnega polja, je dinamika neergodi¢na (psevdo-regularna). Kaj se
zgodi z invariantnimi krivuljami v prisotnosti majhnega magnetnega
polja? Podrobno si lahko ogledas zlom invariantne krivulje z zlatim
ovojnim Stevilom.

15. Kvadratne biljarde s stranicami a = 1 zlozimo skupaj v verigo in jih
sklopimo z majnimi luknjicami premera € < 1, ki se izmenoma naha-
jajo na spodnji oziroma zgornji strani sticne stranice med sosednjima
kvadratoma.

Razisci transport sistema, t.j. kako se spreminja povprecen kvadrat
odmika ((Az(t))?) = Dgt’, e je x koordinata vzdolz verige, in povpre¢imo
¢ez, (i) eno samo dolgo orbito, (ii) ¢ez mnogo orbit z naklju¢no in
enakomerno posejanimi zacetnimi pogoji po faznem prostoru. Pozor:
sistem ni ergodicen, saj je za vsako orbito dovoljenih le konéno mnogo
smeri gibanja.

16. Biljarde v obliki enakokrakih trikotnikov s kotom « pri vrhu zlozimo
enega poleg drugega tako da vrhovi kazejo izmenoma v eno in drugo
smer. Spet jih odpremo z luknjicami relativnega premera €, izmenoma
na enem ali drugem skrajem koncu sti¢ne stranice.

Raziscéi transport sistema, t.j. kako se spreminja povprecen kvadrat
odmika ((Az(t))?) = Dgt?, ¢e je x koordinata vzdolZ verige, in povpre¢imo
¢ez, (i) eno samo dolgo orbito, (ii) ¢ez mnogo orbit z naklju¢no in
enakomerno posejanimi zac¢etnimi pogoji po faznem prostoru. Obrav-
navaj dva primera: a = 7/5in a = 7(v/5 —1)/4
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Enaka naloga kot ena od zgornjih dveh, le da naj biljardna veriga zdaj
lezi v homogenem precnem magnetnem polju z gostoto B in naj delec
nosi naboj e in maso m.

Ohmov zakon: Spet enak sistem kot predprejsnja naloga (trikotna bil-
jardna veriga), vendar naj se zdaj biljard nahaja v elektricnem polju
jakosti E, vzdolz osi x. Predpostavi, da se pri prehodu skozi lukn-
jico delcu vsaki¢ zmanjsa kineti¢na energija za faktor 3, 5 € [0, 1), pri
¢emer se ohrani smer vektorja hitrosti.

Simuliraj dinamiko sistema v odvisnosti od jakosti elektricnega polja.
Elektri¢ni tok je sorazmeren povprecni hitrosti v, delca vzdolz osi z,
namre¢ I = env,, kjer je n Stevilska gostota delcev. Dolo¢i torej v,
in preveri ce velja v, = £F, za neko konstanto &, pri nekaj razlicnih
vrednostih koeficienta dusenja (3. Morda lahko simuliras Se odvisnost

§(8)?

Napravi preprost model prevajanja toplote V trikotnem veriznem bil-
jardu opisanem zgoraj. Vzemi N ¢lenov in jih sklopi z dvema toplot-
nima rezervoarjema pri razlicnih temperaturah 7 in Ty. Sklopitev
z rezervoarjem pomeni naslednje: ko delec tr¢i s steno rezervoarja,
pozabi longitudinalno komponento hitrosti v, in jo nadomesti z novo
(nasprotnega predznaka), ki jo izzreba po Maxvellowi porazdelitvi.

dP(v,)/dv, = % exp(—v2/(2T12)).

)

Preveri, ¢e je toplotni tok skozi verizni biljard po dolgem ¢asu so-
razmeren gradientu temperature Jo = —k(Ty — 11)/N in Ce je tem-
peraturni profil T}, = %(vg + v§> zares linearen po celi verigi. Prepricaj
se o neodvisnosti konstante toplotne prevodnosti od dolzine verige V.



20. Numeri¢no obravnavaj integrabilno Toda-jevo verigo (npr. z metodo

21.

Runge-Kutta) s periodi¢nimi robnimi pogoji. Vzemi nekaj orbit s pre-
prostimi zaCetnimi pogoji, npr. p;(0) = konstd,, in ¢;(0) = 0 in
spremljaj konstantnost integralov gibanja F),. Kako se Siri taksna mot-
nja po dolgi verigi?

Ali ostaja sprememba integralov gibanja c¢asovno omejena, ko Toda-
jevo verigo perturbiras, tako da vsako drugo maso pomnozis s faktorjem
1 + ¢, oziroma kaj se dogaja, ko povecujes €7 Numericni eksperiment:
Studiraj npr ((F3(t) — F3(0))?)

Opisi biljardni model z dvema kon¢énima diskoma polmera r < 1/2,
ki se prozno odbijata druga od druge in od krozne ograde s polmerom
R = 1. Numeri¢no konstruiraj Poincaréjevo preslikavo. Model ima stiri
prostostne stopnje, vendar en trivialen integral gibanja, namrec¢ skupno
vrtilno koli¢ino. Razis¢i maksimalni Lyapunov eksponent v odvisnosti
od 7, npr. pri skupni vrtilni koli¢ini L = 0.



