
Sipanje nevtronov �Marko �Znidari�24. januar 2001
1 Zakaj nevtroni?Kristal je v osnovi sestavljen iz dveh sistemov, ki sta med seboj bolj ali manj sklopljena. Prvi sistemso elektroni, drugi pa atomi, ki tvorijo kristalno mre�zo. Tukaj uporabljam pojem atomi nekolikoohlapno. Mislim na dele atomov, ki tvorijo kristalno mre�zo, medtem ko npr. valen�ne elektrone�stejem k prvemu sistemu. Klju�na razlika med obema sistemoma je masa njunih sestavnih delov.Masa elektronov je v primerjavi z maso atomov zelo majhna. To pomeni, da je gibljivost elektronovv primerjavi z atomi zelo velika. Z drugimi besedami, �asovne skale gibanja elektronov oziromanjihove hitrosti so tipi�no proent svetlobne hitrosti, medtem ko je gibanje kristalne mre�ze bistvenopo�asnej�se. To nam, na sre�o �zikov, zelo poenostavi obravnavo. �Ce nas zanima dinamika kristalnemre�ze, potem le ta \�uti" le nek povpre�en vpliv elektronov, to je njihovo povpre�je �ez dolgi �as(s stali�s�a elektronov). Ponavadi re�emo, da velja t.i. adiabatni pribli�zek, elektroni so vseskoziv lokalnem ravnovesju. Na drugi strani je podobno, �e nas zanimajo lastnosti elektronov. Zanjih kristalna mre�za prakti�no miruje, torej lahko elektrone obravnavamo, kot da bi bili v stati�nikristalni mre�zi. Vidimo torej, da lahko smiselno govorimo o lastnih stanjih in energijah elektronovin kristalne mre�ze posebej, in ni potrebno iskati lastnih stanj elotnega sklopljenega sistema. Toseveda ne pomeni, da elektroni in kristalna mre�za niso sklopljeni, nasprotno, lahko so zelo mo�nosklopljeni, le njihove �zivljenske zgodbe se dogajajo na razli�nih �asovnih nivojih. Osnovni podatkio neki snovi, ki so potem osnova za vse ostalo, so torej lastne energije elektronov in lastne energijekristalne mre�ze. Lastnim vzbuditvam kristalne mre�ze pravimo fononi, njihove energije pa ozna�imoz �h!i. Ena izmed osnovnih nalog je torej poiskati energije mre�znih nihanj. Sipanje nevtronov namomogo�a prav to.Zakaj ravno sipanje nevtronov? Seveda nevtroni niso edina mo�zna izbira, lahko uporabimo tudielektromagnetno valovanje, npr. rentgensko svetlobo ali pa vidno. Pri sipanju kakr�snih koli delev,bo njihova sprememba energije istega velikostnega reda, kot so energije fononov. Za natan�nomerjenje je torej ugodno, �e je energija sipanih delev pribli�zno enaka energiji fononov. Na drugistrani pa mora biti tudi valovna dol�zina delev primerljiva z medmre�znimi razdaljami, �e najrazlo�imo vzbuditve s kratkimi valovnimi dol�zinami. Imamo torej dve zahtevi. Pri rentgenskisvetlobi je valovna dol�zina prava, je pa energija fotonov veliko prevelika (� 10keV ). To sier ne bibila posebna ovira, �e bi znali meriti energije rentgenskih fotonov zelo natan�no, a �zal je to tehni�noizredno te�zko, �e ne �ze nemogo�e. Na drugi strani imajo fotoni vidne svetlobe ravno prave energije,imajo pa nekaj tiso�krat preveliko valovno dol�zino. To pomeni, da lahko z njimi sondiramo levzbuditve z zelo dolgimi valovnimi dol�zinami oz. nizkimi frekvenami. V �zargonu trdne snovi zatopravimo, da lahko z vidno svetlobo delamo spektroskopijo le v sredi�s�u Brillouinove one. Taki�naloga za predmet Spektroskopija trdne snovi pri prof. Blinu1



tehniki sta npr. Ramansko in Brillouinovo sipanje. Nevtroni imajo na drugi strani ravno pravovalovno dol�zino in hkrati tudi energijo. Termi�ni nevtroni imajo �ze po de�niiji energije termi�nihvzbuditev, hkrati pa imajo tudi valovne dol�zine reda mre�znih razdalj. Razlika med fotoni in nevtronije v tem pogledu zgolj zaradi kinemati�ne zveze med energijo in gibalno koli�ino, ki je za nevtroneoz. fotone slede�a En = p2n2mn ; E = p: (1)Imajo pa nevtroni �se eno veliko prednost. To je sklopitev oziroma sila s katero delujejo. Nevtroniso sklopljeni z jedri z mo�no jedrsko silo, hkrati pa �se preko magnetnega momenta z drugimimagnetnimi momenti v kristalu. Fotoni pa so na drugi stani sklopljeni preko elektromagnetnesklopitve, torej tudi z elektroni. To pa zelo ote�zi analizo elektromagnetnih sipanj, saj moramo, �eho�emo le prispevek mre�znih nihanj, najprej od�steti vse prispevke sipanj na elektronih. Nevtroniso torej sklopljeni prakti�no le z delom kristala, katerega lastna stanja nas zanimajo. Iz do sedajpovedanega bi lahko sklepali, da so nevtroni idealni za ugotavljanje energij fononov. Seveda ni vsetako lepo kot se zdi. Fotoni so vseeno nepogre�sljivi takrat, ko nevtroni odpovejo. Npr. za 3He jepresek za absorpijo nevtronov veliko ve�ji, kot pa je sipalni presek, tako da je v tem primeru npr.rentgensko sipanje idealna sonda. Imajo pa nevtroni �se eno pomanjkljivost. Ni jih ravno preprostodobiti, ponavadi rabimo za to reaktor. Te�zko pa si je predstavljati, da bo imel vsak laboratorijna razpolago svoj reaktor, kot je to npr. z raznimi fotonskimi izviri. Sipanje nevtronov je torejrazmeroma draga in te�zje dostopna zadeva.2 Uporaba nevtronovKot izvir nevtronov ponavadi slu�zi reaktor. Fluks nevtronov, ki ga dobimo iz reaktorja je okoli1015nevtronov=m2s, njihove energije pa so v obmo�ju 1 � 300meV. Ponavadi se uporablja spek-trometer s tremi vrtljivimi osmi. Prva os se uporablja pri izbiri za�etne energije nevtronov, drugaos nam da dejanski sipalni kot, tretja os pa se uporabi na analizatorju za ugotavljanje kon�ne en-ergije. V�asih se uporablja tudi spektrometer s dvema osema, pri katerem nimamo analizatorja. Stakim spektrometrom torej ne moremo izmeriti kon�ne energije nevtronov. Kot monokromator inanalizator se uporablja kar elasti�no sipanje na kristalu, lahko pa se energija nevtronov dolo�zi tudiiz hitrosti, ki jo dobimo iz izmerjenega �asa preleta.Nevtrone z velikimi energijami pa lahko dobimo tudi iz pospe�sevalnika. �Ce s protoni (energije� 800MeV) streljamo na te�zko tar�o (iz npr. 238U), dobimo med drugim tudi nevtrone z energijamiod 10meV pa vse do 10MeV. Tak pulzni vir nevtronov nam da kratke pulze nevtronov, ki trajajo1 � 50�s, dobimo pa jih nekaj deset na sekundo. Nevtroni z ve�jimi energijami imajo manj�sevalovne dol�zine, tako da navadni kristalni monokromatroji niso ve� dobri. Za merjenje energijese tako uporablja �as preleta. Zaradi izjemno majhne valovne dol�zine nevtronov, je mo�zna zelovelika resoluija. Tako lahko dobimo npr. trenutno sliko porazdelitve protona v vodikovi vezi, karz ostalimi metodami ni mogo�e, saj nam dajo kve�jemu neko krajevno in �asovno povpre�je.Omenili smo �ze, da je osnovna koli�ina ki jo merimo z nevtroni, fononski spekter. Ker je velikostvari v kristalu odvisnih od spektra fononov, lahko preko njega posredno merimo razne lastnosti.Na drugi strani pa je sam spekter odvisen od strukture kristala, kar pomeni, da se bo spremembastrukture kristala odra�zala tudi v spremembi fononskega spektra. To s pridom izkori�s�amo pri�studiju strukturnih faznih prehodov. Povedali smo �ze, da nevtron interagira z okolio tudi prekosvojega magnetnega momenta. To pomeni, da lahko preko magnetne sklopitve nevtrona opazujemotudi magnetne vzbuditve. Take vzbuditve so npr. uktuaije magnetnega momenta oziroma spinski2



valovi. Pri dovolj nizkih temperaturah pride tudi do ureditve jedrskih magnetnih momentov, takoda lahko merimo lastne vzbuditve le teh. Mo�zno je meriti tudi elektronske uktuaije. Nevtronisier niso neposredno sklopljeni z elektroni, so pa ti s kristalno mre�zo, tako da lahko posrednomerimo tudi lastnosti elektronov. Zanimiva je tudi uporaba sipanja nevtronov na biolo�skih sistemihin polimerih. Skoraj vsi biolo�ski sistemi in pa polimeri so sestavljeni iz velikih koli�in vodika. Sipalnipresek za sipanje rentgenske svetlobe je za vodik v primerjavi z te�zjimi atomi majhen. To pomeni,da bomo v sipanju rentgenske svetlobe imeli predvsem prispevek te�zjih atomov. Podobno je prisipanju elektronov, medtem ko je z nevtroni druga�e. Nekaj karakteristi�nih sipalnih dol�zin b(� / b2) za sipanje nevtronov in pa rentgenske svetlobe je v tabeli (1).Lepo lahko vidimo, da je sipalna dol�zina za sipanje nevtro-el. bn[10�12 m℄ b [10�12 m℄H -0.37 0.282H 0.67 0.28C 0.66 1.69O 0.58 2.25Tabela 1: Sipalne dol�zine za sipanjenevtronov bn in -fotonov b .
nov na vodiku istega reda, kot za sipanje na ostalih elemen-tih, medtem ko je to razmerje pri sipanju rentgenske svet-lobe bistveno bolj neugodno. To pomeni, da so nevtroni zeloprimerni za ugotavljanje prisotnosti vodika. �Se ve�! Sipalnadol�zina za vodik in devterij se razlikuje, to pa pomeni, dalahko devterij uporabimo za izotopsko ozna�evanje. Kemi-jske lastnosti snovi se ne spremenijo bistveno, �e vodik za-menjamo z devterijem, tako da bo to �se vedno isti biolo�skisistem oz. polimer. Ker pa se presek med obema razlikuje, lahko iz spremembe sipanja sklepamona lego vodika. �Ze nekajkrat smo omenili sipalni presek. To je �zikalna koli�ina, ki jo v sipalnihpoizkusih merimo. �Ce ho�emo torej primerjati rezultate eksperimenta z nekimi teoreti�nimi modeli,moramo znati izra�unati sipalni presek.3 Izpeljava sipalnega presekaPri sipalnih problemih nas zanima verjetnost za prehod iz za�etnega stanja v neko kon�no stanje, pri�emer je ta prehod posledia delovanja sipalnega poteniala, ki je omejen na majhen del prostora.Sipalni potenial nam v praksi predstavlja neka tar�a, na katero po�sljemo urek delev. Dale� predin za tar�o ni poteniala, torej je valovna funkija delev re�sitev Shr�odingerjeve ena�be za prostedele. Lastne funkije te so ravni valovi. Za�etno stanje delev torej povemo z za�etnim valovnimvektorjem ki, kon�no stanje pa z kf . Ker dale� od tar�e ni interakije med urkom delev in tar�o,lahko valovno funkijo elotnega sistema 	 (tar�a+deli) pi�semo kot produkt valovne funkije tar�e� in valovne funkije dela � : 	i = �i�i = 1pV exp (iki � r)�i	f = �f�f = 1pV exp (ikf � r)�f ; (2)kjer indeks i pomeni za�etek (dele je dale� pred tar�o), f pa kone (dele se je sipal in je dale� odtar�e). Hkrati �se uvedimo dve oznaki, Ei;f naj bo energija tar�e pred in po sipanju, �h! spremembaenergije sipanega dela, �hq pa sprememba gibalne koli�ine dela, torej�h! = �h22mn (k2f � k2i ); �hq = �h(kf � ki); (3)kjer je mn masa sipanih delev.Strogo vzeto je valovna funkija elotnega sistema produkt posameznih valovnih funkij le predsipanjem, po sipanju pa sta stanji tar�e in sipanega dela korelirani. Namesto produkta valovnih3



funkij bi torej morali uporabiti gostotno matriko, pri �emer bi bili matri�ni elementi gostotnematrike kar sipalne verjetnosti. Ker pa nas na konu ne bo zanimalo stanje tar�e, bomo verjetnostiza prehode se�steli �ez vsa kon�na stanja tar�e �f . V tem primeru pa je rezultat enak, kot �e delamokar s produkti kon�nih stanj.�Ce ozna�imo potenial med tar�o in sipanim delem na mestu r z V̂(r), potem je verjetnost zaprehod Sif iz za�etnega stanja i v kon�no stanje f enakaSif = 2��h jh	f jV̂j	iij2Æ(Ef �Ei + �h!) V d3pf(2��h)3 : (4)Delta funkija poskrbi za ohrantev energije, zadnji ulomek pa je gostota kon�nih stanj za sipanidele. Fizikalna koli�ina, ki jo lahko merimo pa ni verjetnost za sipanje Sif , temve� sipalni presekd�=d
dE, ki nam pove �stevilo sipanih delev v prostorski kot d
 in energijski interval dE deljenoz vpadnim tokom delev. Ker nas ne zanima kon�no stanje tar�e, bomo verjetnosti se�steli �ez vsamo�zna kon�na stanja tar�e �f . Hkrati je ponavadi tudi za za�etno stanje tar�e znana le verjetnost�(�i), da imamo tar�o v stanju �i. Najve�krat je �(�i) = exp (��Ei)=Z, torej kar kanoni�naporazdelitev pri inverzni temperaturi � = 1=kBT . Tak�sno porazdelitev bomo predpostavili tudimi. Za sipalni presek torej velja X�f ;�i �(�i)Sif = jd
dE d�d
dE ; (5)kjer smo z E ozna�ili energijo sipanega dela na konu, to je E = �h2k2f =2mn, j pa je vpadni tokdelev, j = �hkij�ij2=mn. Za sipalni presek dobimo torej naslednji izrazd�d
dE = kfki b2 X�f ;�i �(�i) jh�f jV̂(q)j�iij2Æ(Ef �Ei + �h!); (6)kjer smo izvr�sili skalarni produkt med valovnima funkijama urka. Operator V̂(q) je Fourierovatransformiranka operatorja poteniala, to jeV̂(q) = mn2��h2b Z V̂(r) exp (�iq � r)d3r: (7)Operator V̂(q) je brez enot, kar smo dosegli s tem, da smo iz poteniala V̂(r) izpostavili faktorz enoto energije 2��h2b=mnV . Pri tem je b nek faktor z enoto dol�zine, pravimo mu tudi sipalnadol�zina. Izraz (6) za sipalni presek lahko zapi�semo �se v nekoliko elegantnej�si obliki. Namesto deltafunkije pi�semo Æ(Ef �Ei + �h!) = 12��h Z 1�1 dt exp (i!t) exp (i(Ef �Ei)t=�h); (8)�asovno odvisnost pa preselimo od valovnih funkij k operatorjem, �emur ponavadi re�emo Heisen-bergova slika. �Casovno odvisni operatorji, npr. poteniala, so torejV̂(t) = exp (iĤt=�h)V̂ exp (�iĤt=�h); (9)kjer je Ĥ Hamiltonov operator za tar�o (npr. kristal). Hkrati �se upo�stevamo P�f j�fih�f j = Î, indobimo d�d
dE = kfki b22��h Z 1�1 hV̂y(q; 0)V̂(q; t)i� exp (i!t) dt: (10)4



To ponavadi zapi�semo kot d�d
dE = kfki 1�hS(q; !); (11)kjer smo de�nirali sipalno funkijo S(q; !) (v�asih se de�niija razlikuje za kak�sno konstanto).Kanoni�no povpre�je �ez za�etna stanja tar�e smo ozna�ili kothV̂y(q; 0)V̂(q; t)i� =X�i �(�i) h�ijV̂y(q; 0)V̂(q; t)j�ii; (12)operator V̂y pa je hermitsko adjungiran operator k V̂, tako da velja h jV̂ i = hV̂y j i (V̂(q) jekrajevna Fourierova transformiranka V̂(r), in ni nujno hermitski, �etudi V̂(r) je). Izraz (10) zadiferenialni sipalni presek je popolnoma splo�sen in velja za sipanje poljubnih delev na kakr�snikolitar�i. Velja tako za sipanje nevtronov, kot elektromagnetnega valovanja (gama �zarki, vidna svet-loba...), prav tako je vseeno kak�sna je tar�a (plin, kristal, kapljevina...). Vidimo lahko tudi razlog,zakaj smo na prvi pogled umetno vsilili brezdimenzijko obliko za operator poteniala V̂(q) (7). Vdiferenialnem sipalnem preseku (10) ima prvi �len (kf=ki) popolnoma kinemati�no naravo, ni� niodvisen od �zikalnega sistema. Tudi drugi del, b2=2��h, nam ne pove ni� o �ziki pojava, uganemoga lahko �ze iz dimenzijske analize. Celotna �zika in s tem tudi neskon�na pestrost razli�nih sipalnihpoiskusov je vsebovana v brezdimenzijskem tretjem �lenu. Ta ima obliko Fourierove transformi-ranke avtokorelaijske funkije poteniala v momentnem prostoru. Kraj�se lahko povemo, da jediferenialni sipalni presek sorazmeren s spektralno gostoto avtokorelaijske funkije poteniala.Spektralno gostoto dobimo tako, da naredimo Fourierovo transformaijo po kraju (7), nato pa �sepo �asu, vse skupaj pa pogledamo pri frekveni ! in valovnem vektorju q, ki sta dolo�ena z ohran-itvenimi zakoni (3). �Se elegantnej�so formulaijo bi dobili, �e bi vse skupaj delali relativisti�no.Tedaj �as in krajevni del nastopata enakovredno, kot vektor �etvere.3.1 Sipanje nevtronov na jedrihDo sedaj je bila izpeljava popolnoma splo�sna, sedaj pa se bomo lotili konkretnega primera sipanja.Za na�se projektile bomo vzeli nevtrone, ki interagirajo z jedri z mo�no jedrsko silo. Sier imanevtron tudi magnetni moment, tako da je sklopljen tudi z drugimi magnetnimi momenti, vendarpa bomo na to interakijo za zdaj pozabili, saj je v snoveh brez magnetnih struktur zanemarljiva.Zapisati moramo torej potenial med jedri atomov in nevtroni. Mo�na sila je sier zelo mo�na,vendar je njen doseg v primerjavi z atomskimi razdaljami zelo majhen, je reda 1 fm. Vse ostale�zikalne razdalje, kot so razdalje med sipalnimi entri in valovna dol�zina nevtronov, so pribli�zno105 krat manj�se. Torej lahko za potenial vzamemo kar nek efektivni, kontaktni potenialV̂(r) = 2��h2mn Xi biÆ(r� ri); (13)kjer je bi sipalna dol�zina i-tega jedra, ri pa lega tega jedra. Vsota te�e �ez vse atome v snovi. �Ceje na�sa tar�a npr. kristal, je to vsota �ez vse Bravaisove vektorje R, za vsak R pa �se �ez vse atomev osnovni elii. Potenial i-tega jedra je torej okarakteriziran zgolj z enim �stevilom, to je sipalnodol�zino bi. �Ce sedaj izraz za potenial (13) vstavimo v diferenialni sipalni presek (10), dobimod�d
dE = kfki 12��h Z 1�1 dt exp (i!t)Xi;j hb�i bj exp fiq � ryi (0)g exp f�iq � rj(t)gi�: (14)5



Pri tem smo sipalne dol�zine pustili znotraj kanoni�nega povpre�ja, saj so tudi te na�eloma dinami�nespremenljivke. Vendar so sipalne dol�zine prakti�no neodvisne od energije (za termi�ne energije),tako da lahko bi postavimo pred termi�no povpre�je. So pa sipalne dol�zine odvisne od medsebojneorientaije spinov nevtrona in jedra, razlikujejo se tudi med posameznimi jedri (tudi izotopi), takoda moramo vseeno vzeti neko povpre�no vrednost, ki jo bomo ozna�ili s �rto nad bi. �Ce so jedrana razli�nih mestih i in j nekorelirana, kar dovolj dobro velja, potem jeb�i bj = � b�i bj ; i 6= jjbij2 ; i = j : (15)Oba primera lahko kompaktno zapi�semo z eno formulob�i bj = b�i bj + Æi;jjbj � bj j2: (16)�Clen pri Æi;j predstavlja uktuaije sipalne dol�zine okoli ravnovesne vrednosti in nam da nekoher-entno sipanje, prvi �len pa nam de koherentno sipanje. Torej� d�d
dE�koh: = kfki 12��h Z 1�1 dt exp (i!t)Xi;j b�i bjCi;j(q; t); (17)in nekoherentni sipalni presek� d�d
dE�nekoh: = kfki 12��h Z 1�1 dt exp (i!t)Xi jbi � bij2Ci;i(q; t); (18)kjer so avtokorelaijske funkije Ci;j dane zCi;j(q; t) = hexp fiq � ryi (0)g exp f�iq � rj(t)gi� : (19)Izraza za koherentno in nekoherentno sipanje (17,18) sta splo�sna in veljata za sipanje nevtronov najedrih poljubne tar�e.Vidimo, da je koherentni diferenialni sipalni presek vsota N2 �lenov (N je �stevilo jeder), torejje sorazmeren z N2, medtem ko je nekoherentni presek sorazmeren z N . To je splo�sna lastnostkoherentnega in nekoherentnega sipanja. Pri koherentnem sipanju imamo dobro de�nirane faznerazlike med posameznimi sipalnimi entri, zato se�stevamo sipalne amplitude, njihov kvadrat panam nato da N2 interferen�nih �lenov. Pri nekoherentnem sipanju pa so faze med posameznimisipalnimi entri naklju�ne, tako da se�stevamo kvadrate amplitud (verjetnosti), kar nam da le N�lenov.3.1.1 Sipanje na harmoni�nem kristaluV kristalu so vsa jedra lepo urejena v Bravaisovo mre�zo, tako da je lega i-tega jedrari = R+ d+ uR;d; (20)kjer bomo indeks i sedaj zamenjali z vektorjem Bravaisove mre�ze R in lego jedra v osnovni eliid, uR;d pa je odmik atoma iz ravnovesne lege. Omejili se bomo na kristalno tar�o v harmoni�niaproksimaiji, torej so lastne funkije kristala normalni nihajni na�ini. V kvantni sliki so odmikiuR;d operatorji, ki jih zapi�semo s kreaijskimi in anihilaijskimi operatorji za posamezne nihajne6



na�ine. �Ce imamo p atomov v osnovni elii, potem imamo 3pN normalnih nihajnih na�inov (Nje �stevilo osnovnih eli), katerih frekvene ozna�imo z !s(k), kjer je k vektor v 1.Brillouinovioni in lahko zavzame N razli�nih vrednosti, ki so v skladu z robnimi pogoji. Indeks s nam povefononsko vejo, in lahko zavzame 3p vrednosti (od tega so 3 veje akusti�ne). Hamiltonijan je karvsota Ĥ = �hPk;s !s(k)(â+s (k)âs(k) + 1=2). Kvantni operatorji odmikov so vsote �ez operatorjenormalnih koordinatûR;d(t) =Xk;s s �h2NMd!s(k) �âs(k) exp f�i!s(k)tg + â+s (�k) exp fi!s(k)tg� �d;s(k) exp (ik �R):(21)Pojasniti je potrebno �se nekaj oznak : Md je masa atoma na mestu d v osnovni elii, operatorjaâ in â+ pa sta anihilaijski in kreaijski operator, ki uni�ita oz. ustvarita fonon z ustreznim kin v fononski veji s, �d;s(k) pa je polarizaijski vektor, ki pove smer odmikov ustreznega atoma.Kreaijski in anihilaijski operator zado�s�ata standardnim bozonskim komutatorjem[âs(k); â+s0(k0)℄ = Æs;s0Æk;k0 : (22)Kanoni�na pri�akovana vrednost njunega produkta pa nam da kar �stevilo fononov, oziroma zased-beno �stevilo hâ+s (k)âs0(k0)i� = Æs;s0Æk;k0ns(k); (23)kjer je ns(k) zasedbeno �stevilo, ki je v termodinami�nem ravnovesjuns(k) = 1exp f�!s(k)g � 1 : (24)Iz izraza za koordinate (21) vidimo, da so lege ob �asu t linearne funkije za�etnih leg oz. kreai-jskih in anihilaijskih operatorjev. Za kanoni�na povpre�ja tikih operatorjev velja v harmoni�niaproksimaiji [5℄ hexp fÂgi = exp f12hÂ2ig: (25)To enakost uporabimo za kanoni�no povpre�je hexp fiq � ûR;d(0)g exp f�iq � ûR0;d0(t)gi�. Pri tem�se upo�stevamo, da je povpre�je odvisno le od razlike Bravaisovih vektorjev. De�nirajmo �se Debye-Wallerjev faktor Wd(q) Wd(q) = h12 jq � ûR;d(t)j2i� = h12 jq � û0;d(0)j2i�: (26)Za harmoni�ni kristal lahko Debye-Wallerjev faktor izra�unamo. Uporabimo izraz za operatorjeodmikov (21), pri�akovane vrednosti (23), zraven pa �se upo�stevamo !s(k) = !s(�k) ter za polar-izaijske vektorje �d;s(k) = ��d;s(�k). Po kraj�sem ra�unu dobimoWd(q) =Xk;s �h4NMd!s(k) jq � �d;s(k)j2 oth f12�h!s(k)g: (27)
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Sipalno funkijo (11) lahko sedaj zapi�semo kotS(q; t) = NXR exp (�iq �R)Xd;d0 exp fiq � (d� d0)g exp f�Wd(q)�Wd0(q)g� b�d bd0 exp hq � ûy0;d(0) q � ûR;d0(t)i� : (28)Eksponentni faktor lahko razvijemo v Taylorjevo vrstoexp hq � ûy0;d(0) q � ûR;d0(t)i� = 1Xm=0 1m! �hq � ûy0;d(0) q � ûR;d0(t)i��m: (29)Z malo domi�sljije lahko vidimo, da bomo imeli vm-tem �lenu produktm kreaijskih in anihilaijskihoperatorjev. Vsak operator deluje le na en fonon, tako da predstavlja m-ta potena v razvoju m-fononski proes, pri katerem je v sipanju udele�zeno m fononov. Ogledali si bomo le prva dva reda,ki sta najenostavnej�sa, hkrati pa tudi najpomembnej�sa.3.1.2 0-fononsko sipanjeTakrat je eksponent kar 1 (0-ti red v razvoju eksponentne funkije), tako da dobimo za sipalnofunkijo (28) S(q; !) = N2jG(q)j2Æ(!)XK Æq;K; (30)s strukturnim faktorjem G(q), ki je lastnost ene osnovne elie, podanim zG(q) =Xd bd exp (�Wd) exp (�iq � d): (31)Delta funkija v sipalni funkiji (30) nam zapove ohranitev energije nevtrona. Vsota Kronekerjevihsimbolov po vseh vektorjih K reipro�ne mre�ze pa nam da �se drugi ohranitveni zakon.q = kf � ki = K: (32)To je natanko Braggov pogoj za elasti�no sipanje, ki ga dobro poznamo iz sipanja rentgenskesvetlobe na kristalih. Nova stvar je le Debye-Wallerjev faktor, ki nam zni�za vi�sino uklonskih vrhovzaradi termi�nega nihanja. Z besedami lahko torej povemo, da nam 0-fononsko sipanje da elasti�no(energija se ohrani), koherentno (� / N2) sipanje na kristalu.3.1.3 1-fononsko sipanjeTo je sipanje, pri katerem pride do interakije z le enim fononom. V tem primeru moramo izvred-notiti �len hq � û0;d(0) q � ûR;d0(t)i� . Uporabimo izraz za operatorje odmikov (21) in pri�akovanevrednosti kreaijskega in anihilaijskega operatorja (23), ter dobimo sipalno funkijoS(q; !) = NXk;s jGk;s(q)j2 fns(k) + 1gÆ(! + !s(k))XK Æq;K�k + ns(k)Æ(! � !s(k))XK Æq;K+k!(33)8



Tudi tukaj je Gk;s(q) strukturni faktor ene osnovne elie, ki pa je sedaj odvisen od normalnegana�ina, torej valovnega vektorja fonona k in fononske veje s. Dan je z naslednjim izrazomGk;s(q) =Xd s �h2Md!s(k)bd exp (�Wd) exp (�iq � d)[q � �d;s(k)℄: (34)Izraz za sipalno funkijo (33) eno-fononskih proesov, skupaj s strukturnim faktorjem (34), jenajpomembnej�si rezultat na�sih izpeljav za sipanje nevtronov na kristalu. Izraz za sipalno funkijoizgleda na prvi pogled preej glomazno, zato nekaj komentarjev ne bo odve�.Za za�etek je dobro ponoviti, kaj pomenijo posamezni indeksi in oznake. Vsota v sipalni funkiji(33) te�e �ez vse normalne nihajne na�ine{fonone. Ti so enoli�no zaznamovani z valovnim vektorjemk, ki lahko zavzame N razli�nih vrednosti v 1.Brillouinovi oni, in indeksom s fononske veje, kateripripada dan fonon (ta zavzame vrednosti od 1 : : : 3p, �e je p �stevilo atomov v osnovni elii). Kerje N zelo velik, v�asih vsoto �ez vektorje k v 1.Brillouinovi oni nadomestimo kar z integralom �ez1.Brillouinovo ono: Xk () v0N Z d3k(2�)3 ; (35)kjer je v0 prostornina ene osnovne elie. To zamenjavo bi lahko naredili v izrazih za sipalno funkijo(33) in za Debye-Wallerjev faktor (27). V strukturnem faktorju (34) te�e vsota �ez vse atome vosnovni elii, ki so na mestih z vektorjem d, ta vektor pa ka�ze od izhodi�s�a osnovne elie doatoma. Preostale faktorje v Gk;s(q) �ze poznamo, razen zadnjega, ki je skalarni produkt sipalnegavektorja q = kf � ki in polarizaije fonona. �Ce je sipalni vektor pravokoten na polarizaijo nekegafonona, potem ta fonon ne prispeva k sipanju. Oba �lena v oklepaju pri izrazu za sipalno funkijo(33) poskrbita za ohranitvene zakone. Prvi �len predstavlja proes, pri katerem nastane en fonon,drugi pa sipanje kjer pride do absorbije fonona. Oba sta sorazmerna z zasedbenim �stevilom ns(k)(24), ki nam pove kar �stevilo fononov v fononski veji s in z valovnim vektorjem k. Obe delta funkijipomenita ohranitev energije, vsota Kronekerjevih delt pa ohranitev valovnega vektorja, aditivnodo vektorja reipro�ne mre�ze K.Diferenialni sipalni presek (33) ima v odvisnosti od prenesene energije nevtrona �h! diskretnevrhove pri frekvenah fononov kristala. �Ce izmerimo, pri katerih prenosih energije �h! imamo vspektru vrhove, dobimo s tem disperzijsko krivuljo za fonone. Vsak vrh v spektru nevtronov namdolo�i eno to�ko v fononskem spektru. �Ce ho�emo torej dolo�iti le fononski spekter, nam zadostujejo�ze ohranitveni zakoni. Vse zgornje izpeljave nam dodatno povejo le vi�sine vrhov, medtem ko solege dolo�ne z ohranitvijo energije in gibalne koli�ine. Poglejmo si to �se iz druga�ne perspektive.Predpostavimo, da je v sipanju udele�zen le en fonon z energijo �h!s(k), torej iz fononske veje sin z valovnim vektorjem k. Potem nam ohranitev energije da�h22mn (k2f � k2i ) = �h! = �h!s(k): (36)To je isti pogoj, kot so nam ga dale delta funkije v koherentni sipalni funkiji (33). �Ce bi bilatar�a translaijsko invariantna, bi se tudi gibalna koli�ina ohranila. Ker pa je kristal invariantenle za diskreten premik za Bravaisov vektor R, imamo za ohranitev gibalne koli�ine �sibkej�si pogoj.Ohrani se le aditivno do vektorja reipro�ne mre�zekf � ki = q = k+K: (37)9



�=a k!s(k)(k + ki)2 � k2ire�sitve
kik2i Slika 1: Gra��no re�sevanje ena�be (38) v eni dimenziji.Ta izraz je analogen vsoti Kronekerjevih delt. Pri obeh ohranitvenih zakonih smo predpostavili, dapride do absorpije fonona. Pri tvorbi fonona spremenimo le predznak pred frekveno in valovnimvektorjem fonona. Ta dva zakona nam data 4 ena�be za na�sih 6 neznank (vektorja kf in k). Dabo sistem re�sljiv, potrebujemo �se dva pogoja. Ta dobimo z geometrijo eksperimenta. Ponavadimerimo �stevilo nevtronov pri neki dolo�eni orientaiji vektorja kf v prostoru, kar nam da ravno �sedva dodatna pogoja za vektor kf . Imamo torej 6 ena�b za 6 neznank, kar nam da kon�no �stevilore�sitev, oziroma druga�e, pri dani smeri v prostoru imamo vrhove (veliko sipanih nevtronov) le pridiskretnih energijah. Valovne vektorje kf pri katerih imamo za dan ki re�sitve dobimo preprosto kotre�sitve ena�be (k+ ki)2 � k2i = 2mn�h !s(k): (38)Leva stran je premaknjen paraboloid, na desni pa imamo fononski spekter. I�s�emo torej prese�i�s�apremaknjenega paraboloida z !s(k). Ker je odvod paraboloida v izhodi�s�u enak 0, fononski spekter(akusti�ne veje) pa �starta iz izhodi�s�a z neni�elnim naklonom (ki je enak hitrosti), obstaja vsaj enoprese�i�s�e, saj je fononski spekter navzgor omejen, paraboloid pa ne. Ponavadi obstaja ve� prese�i�s�,kot je primer na sliki (1). Hitro tudi vidimo, kako je z re�sitvami pri vi�sjih fononskih proesih, toje ko je pri sipanju udele�zenih ve� fononov. �Ce imamo n{fononski proes, imamo skupaj 3(n+ 1)neznank, medtem ko je pogojev �se vedno samo 6. Za n > 1 imamo torej kontinuum re�sitev. Pri daniorientiranosti kf v prostoru, nam dajo vi�sji fononski proesi zvezno ozadje. Tako je pri eksperimentuponavadi za�zeljeno, da je vi�sjih fononskih sipanj �im manj, tako da vrhovi eno{fononskih sipanjjasno izstopajo iz ozadja. Za kone obravnave harmoni�nega kristala si poglejmo �se nekoherentniprispevek k sipanju.Nekoherentni diferenialni sipalni presek za eno{fononsko sipanje na harmoni�nem kristalu do-bimo na podoben na�in kot koherentni presek. V izrazu za nekoherentni presek (18) se�stejemokorelaijske funkije le med istimi atomi, medtem ko smo pri koherentnem se�steli tudi korelaijske
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funkije med atomi na razli�nih mestih v Bravaisovi mre�zi. Za sipalno funkijo dobimoS(q; !)nekoh: =Xd �h2Md jbd � bdj2 exp (�2Wd)Xk;s jq � �d;s(k)j2 1!s(k)� (fns(k) + 1gÆ(! + !s(k)) + ns(k)Æ(! � !s(k))) : (39)Debye-Wallerjev faktor je seveda enak kot za koherentno sipanje (27), saj velja slednji izraz zapoljubno sipanje na harmoni�nem kristalu. Nekoherentna sipalna funkije (39) se od koherentne(33) razlikuje predvsem na dva na�ina. Nima predfaktorja N , kar pomeni da je sipalni preseksorazmeren z N in ne z N2, kot za koherentno sipanje. Druga razlika pa je, da nimamo pogoja zaohranitev valovnega vektorja (Kronekerjevih delt v (33)). �Ce odmislimo produkt q in polarizai-jskega vektorje, sipalna funkija S(q; !) za nekoherentno sipanje ni odvisna od q. To pa pomeni,da z nekoherentnim sipanjem ne moremo dolo�iti disperzijske odvisnosti !s(k). Vsota po k v izrazu(39) je vsota po zasedbenih �stevilih, prispevek pa imamo le za stanja pri frekveni !. Torej je tavsota v sorodu z gostoto fononskih stanj pri frekveni !. Z nekoherentnim sipanjem lahko merimole gostoto fononskih stanj.3.1.4 Anharmoni�ni kristalDejanski kristali so le pribli�zno harmoni�ni. Potrebno je torej povedati, kaj se spremeni v sipalnihpresekih, ki smo jih izpeljali v prej�snjem poglavju. Ker je �zikalno pomemben predvsem presekza koherentno eno{fononsko sipanje, se bomo omejili na spremembe tega preseka. Prva, o�itnaposledia je, da fononi (lastne vzbuditve v harmoni�nem pribli�zku) niso ve� lastna stanja. �Ceje anharmonski del dovolj majhen, je �se vedno smiselno govoriti o fononih, le da bodo ti imelisedaj nek kon�ni �zivljenski �as. V spektru se to poka�ze tako, da se spektralna �rta, ki je bilaprej neskon�no ostra, raz�siri. Druga posledia anharmoni�nosti je majhen premik lastnih frekven(spomnimo se na anharmoni�ni osilator). �Ce anharmonske �lene v potenialu zapi�semo s kreai-jskimi in anihilaijskimi operatorji vidimo, da nam �len oblike xn sklopi med seboj n-fononov. Npr.�etrta potena omogo�i medsebojna sipanja �stirih fononov. Vpliv anharmonskih �lenov se s tem-peraturo ve�a. Pri nizki temperaturi so amplitude nihanj majhne, kar pomeni da so atomi vednov harmonskem obmo�ju poteniala.Literatura[1℄ N.W. Ashroft, N.D. Mermin, Solid State Physis, (Saunders College Publishing, 1976)[2℄ S.W. Lovesey, T. Springer (ed.), Dynamis of Solids and Liquids by Neutron Sattering,(Springer-Verlag, 1977)[3℄ Fous Issue : Neutrons, Physis Today, Januar 1985[4℄ P. Sokol, Compton neutron sattering, Physis World, Mare 1994, str. 25[5℄ N.D. Mermin, A Short Simple Evaluation of Expressions of the Debye-Waller Form,J.Math.Phys. 7, 1038 (1966)
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