POGLAVJE VI: Problem elektronske strukture:
metode povprecnega polja in DE'T

V prejsnjem poglavju smo globoko zaorali v problem kvantnih korelacij,
vendar pa smo se morali zadovoljiti z metodo, ki je u¢inkovita zgolj za
zelo poseben razred mnogo-delénih kvantnih problemov, to je taksnih z
lokalno interakcijo in v eni prostorski dimenziji. V prakti¢nih racunarijah
lastnosti materialov ter v kvantni kemiji pa je bolj kot poznavanje celotne
mnogodeléne valovne funkcije pomembni poznavanje t.i. elektronske struk-
ture, t.j. porazdelitvene funkcije elektronskega oblaka v obi¢ajnem, npr.
triraszeZznem prostoru.

Dandanes poznamo nekaj zelo u¢inkovitih metod za natanéno simulacijo
elektronske strukture pri nicelni ali konéni temperaturi med katerimi pa
kraljuje metoda gostotnih funkcionalov DFT (angl., density functional the-
ory) za katero je bila Waltru Kohnu leta 1998 podeljena Nobelova nagrada
za kemijo. Zaradi kompleksnosti metode se pri njeni resni uporabi praviloma
posluzujemo ze izdelanih splosnih DFT programskih paketov, ki so na voljo.
Vseeno pa nam kot fizikom koncept ¢rne Skatle, za katero ne vemo, kaj se v
njej dogaja, ne sme biti preve¢ vSe¢, zato bomo na tem mestu predebatirali
nekaj osnovnih idej in znacilnosti metode. Za primerjavo si bomo ogledali Se
metode povpreénega polja, ki operirajo s podobnimi koncepti, vendar imajo
vgrajene bolj fundamentalne predpostavke o mnogodeléni valovni funkciji.

1 Problem elektronske strukture

Atomska jedra so za ve¢ino atomov, morda z izjemo helija in vodika, tako
tezka v primerjavi z elektroni, da jih lahko obravnavamo kot “klasi¢ne delce”
oz njihove koordinate kot kvazi-stacionarne za namen racunanja lastnosti
elektronskega oblaka. To je tako-imenovana Born-Oppenheimerjeva aproksi-
macija v kateri ima Hamiltonov operator za sistem N elektronov s koordi-



natami 7 obliko
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kjer delamo v brezdimenzijskem, Gaussovem sistemu enot - v t.i. atomskih
enotah (a.u.) — kjer velja
me = h=ed/(4me) = 1. (2)

Elektroni ¢utijo ‘zunanji potencial’, ki ga ustvarja konfiguracija M jeder z
naboji Z; pozicioniranih pri koordinatah R;
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V nadaljevanju bomo diskutirali metode za opis valovne funkcije eletronov
Ye1(T1, T2, ..., 7N) za osnovno stanje hamiltonke H, pri neki fiksni, vnaprej
znani konfiguraciji jeder (Ry, Ra, ..., Ryr). Z resitvijo tega problema lahko

poiscemo elektronski prispevek k efektivni sili na naboj j kot
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in slednjo uporabimo v klasi¢éni MD simulaciji gibanja atomskih jeder (oz.
tezis¢ atomov). To idejo uspesno implementira Car-Piranellova metoda
molekularne dinamike.

Obicajno pa t.i. ab initio metode kvantne kemije vseeno ne operirajo
z vsemi elektronskimi prostostnimi stopnjami, saj zapolnjene elektronske
lupine prakti¢no ne prispevajo h kemijiskim vezem. K elektronskim pros-
tostnim stopnjam 7 tako vlju¢imo samo elektrone na zunanji lupini, pre-
ostale elektrone na notranjih lupinah pa opiSemo s sferi¢no simetri¢nimi
pseudo-potenciali, ki efektivno sen¢ijo naboje atomskih jeder.

2 Metoda povprecnega polja — Hartree-Fock

Iskanje tocne mnogodeléne valovne fukcije za sistem ~ 1023 elektronov je
nemogo¢ problem. Zato se ga lotevamo s pribliznimi metodami. Koncep-
tualno so pomembne metode povprecnega polja, kjer Studiramo efektivno
enodelcni problem, za npr. posamezni elektron 7; v povpre¢nem polju pre-
ostalih V — 1 elektronov.



Zaradi fermionske narave elektronske valovne funkcije, t.j. Paulijevega
izklju¢itvenega nacela, pa morajo biti vsi elektroni v razlicnih, ortogonal-
nih enodelénih stanjih. Najenostavnejsi opis mnogodeléne valovne fukn-
cije, ki popolnoma zanemari efekt elektronskih kvantnih korelacij, je tako
posamezna Slaterjeva determinanta
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kjer s; € {1, 1} predstavljajo spinske koordinate.
Ideja Hartee-Fockove metode je variacijska optimizacija enodel¢nih funkcij
¢;(7, 7)) ki minimizira pricakovano vrednost energije

Eyp = mingg 1 (®|H|®), (6)

ki, kot vsaka variacijska metoda, navzgor omeji to¢no vrednost energije os-
novnega stanja FEy
Ey < Enr. (7)

Zahteva po ortogonalnosti enodelénih funkcij je pravzaprav pretirana, ce
Slaterjevo determinanto lo¢eno Se normaliziramo, t.j. minimizirano raje
izraz (O|H|D)/(P|P).

Izpeljimo zdaj HF enacbe, ki omogocajo iterativno reSevanje gornje min-
imizacije, v formalizmu druge kvantizacije. Predpostavimo, da je vsaka or-
bitala z obema spinoma zasedena
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Izberimo Se neko bazo testnih enodelénih funkeij ¥y(7),l = 1,..., L, kjer je
L zadosti velik, da dobro popise vse potrebne detajle enodelénih funkcij.

Kot se spomnimo iz kurza Visje kvantne mehanike, lahko vpeljemo kre-
acijsko-anihilacijske operatorje k pripadajo¢im enodel¢nim funkcijam, ter
povezavo med njimi
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Zapisimo Se celotno elektronsko Hamiltonko v jeziku druge kvantizacije z
orbitalami ;, ki so morda neortogonalne:
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K izpeljavi izraza za E = (®|H|®), vpeljimo enodel¢no korelacijsko funkcijo
Pegi=Y (®la] jays|®) =2 di,dj. (15)
s J
Enodel¢ni prispevek je po definiciji kar Zk,l Py ity medtem ko za racun
dvodelénega prispevka uporabimo Wickov izrek

<®|az7sal/7s/a1/,s/az,5\‘I)> = Py Py — 055 Py Py, (16)
tako da
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Parametri optimizacije so zda] pravzaprav koeficienti d; ;, vendar, ker moramo
zahtevati normalizacijo enodelénih orbital

1= (65lo5) = 3 dStadis, Sy = / SR, (18)
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imamo pravzaprav vezani ekstrem
F=F-— Z € Z d; 1:Sk1d; 1, (19)
Y

tako da iz pogoja

OF
— =0, (20)
Od;
kjer obravnavamo d;j in d;k kot dva neodvisna seta spremenljivk, dobimo
znane Hartree-Fockove enacbe v bazi {;}:
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kjer je
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Ta nelinearni, samo-usklajeni problem resujemo iterativno. Za¢nemo z neko
(0)
3,1

zacetno izbiro koeficientov d;;, npr. kar d’/ = 0, ter reSimo posploseni prob-

)

lem lastnih vrednosti (21), da dobimo lastne vektorje d§.ll in lastne vrednosti

¢V Te nato uporabimo za popravek matrike fi; (22), s katero resimo nov
problem (21). Postopek ponavljamo dokler ne konvergira.
Ocenjeno lastno energijo osnovnega stanja nato izracunamo kot (17) ali
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Vaja: Pokazi identi¢nost obeh izrazov.

HF metoda popolnoma zanemari efekt korelacij, razen tistega trivial-
nega, ki je posledica izkljuc¢itvenega nacela. Preprosta razsititev metode, ki
vljuc¢uje popis kvantnih korelacij je t.i. metoda konfiguracijske interakcije
CI (angl., configuration interaction).

Ideja metode v grobem je, da HF funkcijo |®) (8) vzamemo za referencno
stanje, ki ga raz?v sirimo Se z nekaj orbitalami, ki moda niso vsebovane
Slaterjevi determinanti |®) in na katerega potem delujemo z nekaj-delénimi
operatorji, npr. eno- in dvo-delénimi
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Enac¢bo (25) potem uporabimo kot variacijski nastavek kjer optimiziramo
poleg HF parametrov Se glede na koeficiente « in f3.

3 Metoda gostotnih funkcionalov — DFT

3.1 Hohenberg-Kohnova izreka

Vzemimo elektronsko gostoto

p(fj) = Z /'"/d3F1"'d3FN|¢el(F17817"'F2732)’226(F_f.})’
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ki jo priredimo splosni mnogodel¢ni elektronski valovni funkeiji

Yer (71,815, TN, SN). (26)

Naj spomnimo da je p funkcija treh koordinat, medtem ko je ¢ kompleksna
funkcija 3N koordinat. Celotna zgradba DFT poc¢iva na dveh fundamen-
talnih izrekih Hohenberga in Kohna iz leta 1964, ki povesta, da je osnovno
stanje hamiltonke (1) enoli¢no dolo¢eno zgolj z informacijo vsebovano v p(7)
in da obstaja funkcional, ki ga p za osnovno stanje minimizira. Dokazimo ju.

Izrek HK1: Vzemimo mnogodeléno hamiltonko (1) za dva zunanja po-
tenciala (3), recimo jima Vi in Va. Ce imara Hy = H(V}) in Hy = H(V3)
identicéno elektronsko gostoto v medegeneriranem osnovnem stanju, potem
morata biti zunanja poteniciala prav tako identicna, do konstante

Vi (7) — Va(7) = konst. (27)

Dokaz s protislovjem. Predpostavimo nasprotno, t.j. da obstajata dva ra-
zlicna potenciala, ki se razlikujeta za ve¢ kot konstanto, in ki dasta identi¢no
elektronsko gostoto p(7). Potencialoma naj tedaj ustrezata mnogodeléni val-

ovni funkciji wéll ) in ¢é12). Zaradi variacijskega principa, ker je osnovno stanje
H, po predpostavki ne-degenerirano, mora veljati

B = @YD) < @@ H )
= WP Hy + Vi - V) =

_ B+ / BFAVA(R) — Va(P)o() (25)

kjer sta Ej 2 energiji osnovnega stanja Hpo. Ker pa imata Hamiltonki
identi¢no elektronsko gostoto, lahko obrnemo indeksa 1 in 2 in zapiSemo

By < Fy + / BFVa(F) — V() p(7). (29)

Ce sestejemo ne-enakosti (28) in (29), pridemo do protislovja
E1+ By < B+ Ey, (30)

kar pomeni da potenciala V; in V5 ne moreta biti razlicna bolj kot za kon-
stanto, ali pa da osnovno stanje ne more biti ne-degenerirano. QED



Preprosta posledica gornjega izreka je, da p(x) enoli¢no dolo¢a zunanji
potencial V' (7), t.j. enoli¢no dolo¢a mnogodeléno Hamiltonko v obliki (1),
t.j. enolicno doloca njeno osnovno stanje kot tudi vsa vzbujena stanja,
opazljivke itn. Energija osnovnega stanja Ej je tedaj nek linearen funkcional
elektronske gostote Fy = E[p], definiran kot

Bl = [ 7V + Flo) (31)

kjer prispevek F'[p] ne more biti odvisen od zunanjega potenciala in je torej
popolnoma univerzalen.

Izrek HK2: Energija osnovnega stanja Ey je globalen minimum funkcionala
Blp] (31).

Dokaz. 7 drugimi besedami: pokazati moramo, da je elektronska gos-
tota po(7), ki minimizira funkcional (31) natancéno elektronska gostota v
osnovnem stanju. Kot smo pokazali, p(7) enoli¢no doloca V(7), H in mno-
godeléno valovno funkcijo 1)y, ki je osnovo stanje H. Gostota p(7), ki dejan-
sko predstavlja osnovno stanje nekega zunanjega potenciala pravimo, da je
V-predstavljiva. Variacijski prostor v katerem velja trditev izreka je strogo
receno pod-prostor V-predstavljivih elektronskih gostot. Neki poljubni, z
V() nepovezani, a V-predstavljivi elektronski gostoti p/(7) tedaj pripisimo
vrednost funkcionala

Evlp) = / BV (Pl (7) + FI), (32)

kjer je V dolocen z p. Gostoti p/(7) seveda v splosnem ustreza neka drug
potencial V’, Hamiltonka H’ in mnogodeléna valovna funkcija 1/, zato mora
po variacijskem principu veljati,

Eylp] = Wal(V + F)la) = (WalH[¢a) > (el Hla) = Evip].  (33)

To pomeni, da elektronska gostota, ki ustreza pravemu osnovnemu stanju za
zunanji potencial V' zares minimizira funkcional (31) v prostoru V —predstav-
ljivih elektronskih gosot. QED

3.2 Thomas-Fermijev model

Hohenberg-Kohnova izreka nam garantirata obstoj linearnega funkcionala,
minimizacija katerega nam da elektronsko gostoto sistema N elektronov,



ki je po racunski kompleksnosti primerljiv z reSeveanjem efektivnega en-
odelénega problema. Problem je, da univerzalnega funcionala F'[p] ne poz-
namo. Ideja DFT metod je tako v modeliranju F'[p].

Najprej si poglejmo Se preprostejsi model grobe predstavitve funcionala
F[p], kij je nekaksen zgodovinski predhodnik DFT, to je Thomas-Fermijev
model. V tem modelu prispevek h kineti¢ni energiji ocenimo iz priblizka za
energijo homogenega prostega fermionskega plina, namrec

3\ 2/3
ol - Zv% ~cr [Pt cr= S (2) e

medtem ko interakcisjsko energijo izracunamo kot pri Hartree-Focku

wel|z ‘—. — Wjel /dg_’\/dg_lpv 7 ‘ (35)

1<j

Celoten TF gostotni funkcional, razen zunanjega potenciala, je tedaj

Frel = Cr [ @R+ [ @7 [t DT g

Ko zahtevamo, da je variacija enaka ni¢,  Etr = 0, pri pogoju [ d*7p(F) =
N, z Lagrangeovim multiplikatorjen yu (ki je kar kemi¢ni potencial), dobimo
pogoj .

SCrp*? + /d?’f’p(F')/W— P+ V(F) — =0, (37)

ki dobro deluje v dokaj homogenih problemih, vendar slabo zapopade mocne
prostorske odvisnosti. TF model npr. ne zmore opisati privlacnih molekul-
skih vezi.

3.3 Kohn-Shamov model

V izjemno uspeSnem nastavku, ki sta ga predlagala Kohn in Sham, nas-
tavimo gostotni funkcional v obliki, ki se rac¢unsko naslanja na Hartree-
Fockov model povpreénega polja.

Predpostavimo, da iskano elektronsko gostoto p(7), lahko popisemo z N
prirejenimi ne-interagirajocimi fermioni z valovnimi funkcijami ¢; ;(7) 1

N/2

LGEDIPIINGIE (38)

s g=1

!Obicajno, ¢e ni zunanjih magnetnih polj lahko vzamemo kar ¢; s(7) = ¢;(7) kot smo
vzeli pri diskusiji HF metode.



Orbitale ¢; () so povsem racunski konstrukt. Natanko tako kot pri HF
metodij izra¢unamo kineto¢no in potencialno energijo, preostanek, tako-
imenovani izmenjaln-korelacijski funcional, ki vsebuje bistveno informacijo
o kvantnih korelacijah med elektroni, pa pospravimo v neznani funkcional

Fie [P]

N/2

Fyslp] = /d:’” DO Ve + /d3 /”(F)”g) + Felpl. (39)

|7
s j=1

Celotni energijski gostotni funkcional sistema elektronov in jeder v Born-
Oppenheimerjevem priblizku tako zapisemo kot

Buslo) = Fuslol + [ &7p(V() + Bun, (10)
kjer sta
M
. Z; Zi Ly
_—Z - = EII:Zﬁ, (41)
=1 |7 — R;| P |R; — Ry|

zunanji potencial za elektrosnski oblak in klasi¢na elektrostatska energija
‘zamrznjene’ konfiguracije jeder.

Resujemo variacijski problem (zapisimo ga zaradi preglednosti samo za
elektronske prostostne stopnje):

0= 0Bks|p] = / d*78p(7) <v( 7) + / d:w' TP(_f') L+ 55’27[%)] N 5Fxc[p]>

z vezjo [ d37p(F) = 0, oziroma
0= / d375p(7) = 0. (43)

V gornjem izrazu smo uporabili oznako Ey[p] = & [ 37>, ZN/Q [V,s(P)]?
za kineti¢no energijo. Z nastavkom (38) je problem formalno povsem ekvi-
valenten Hartree-Fockovemu problemu, t.j. iskanju enodel¢nih orbital ¢;, ki
resijo enodeléne Schrodingerjeve enacbe

1 . .
(=577 + Ver()) 6, = cs05 ) (a4)
v efektivnem potencialu

Vear (7) —V(F>+/d3r” A
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S funkcionalnim odvodom izmenjalno-korelacijskega funkcionala smo defini-
rali izmengalno-korelacijski potencial, ki je linearen funkcional elektornske
gostote, ter hkrati funkcija krajevne koordinate:

5FXC[ ]
ap(r) -

Problem neznanega Hohengerg-Kohnovega funkcionala smo zdaj prestavilli

G

(46)

v problem neznanega izmenjalno-korelacijskega potenciala V;([é)] (7), ki pa ga
znajo zelo natanéno in uéinkovito modelirati. HF enacbe (44,45) skupaj z
modelom za (46) imenujemo Kohn-Shamove (KS) enacbe.

3.4 Aproksimacija lokalne gostote

Za zelo uc¢inkovito in ¢esto natancno se izkaze aproksimacija lokalne gos-
tote (LDA, angl., local density approximation). Tu predpostavimo, da je
izmenjalno-korelacijski potencial zgolj funkcija gostote na lokalnem mestu

V() = Vipa(p(7)), (47)

kar pomeni,

/d 7p(7)ULpa (p(7)), (48)

kjer je Urpa(p) = (1/p) [ dpVipa(p). Kvantne Monte-Carlo simulacije za
elektronski plin nam dajo eksplicitno obliko:

3\23 1 Ar \1/3
Vipa(p) = — <> — (1 +0.0545r5log(1 + 11.4/75)), 1s:= (p .
2 Ts 3
(49)
V natané¢nejsih izpeljankah DFT metod, ki se jih mi ne bomo dotikali, pred-
postavljajo, da se v izrazu za Vi, pojavljajo poleg gostote p(7) na mestu 7

tudi njeni lokalni in morda visji odvodi.

3.5 Naloga: Helijev atom

Za preprost zgled uporabe DFT metode vzemimo Helijev atom, N = 2,

M =1, Z; = 2. Upostevajmo, da je elektronska orbitala (je ena sama, ker

N/2 = 1) sferi¢no simetri¢na. Ustrezno orbitalo v radialnih koordinatah

zapiS§imo kot

u?(r)
5

u(r) =réa(r), p(r) =2

- (50)
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Najprej napravi solver za reSevanje osnovnega stanja radialne Schrodin-
gerjeve enacbe za nek splosen potencial V(r) v radialnih koordinatah

2
<—§(§2 + V(r)) u(r) = Eu(r). (51)

Uporabis lahko eno od metod iz 1. poglavja, npr. Numerov algoritem
v kombinaciji s strelsko metodo, ali pa eno od spektralnih metod. Za
test lahko preveris, ¢e dobis F = —0.5 za vodikov atom V' (r) = —1/r.

Potem napravi solver, ki resi Poissonovo enacbo, t.j. poisée elek-
trostatski potencial V(r) = NU(r)/r, ki ustreza elektronski gostoti
p(r), t.j. resi sledeco diferencialno enacbo za U(r)

—U(r)=— , (52)

ki uboga robne pogoje U(0) = 0 in U(rmax) = 1. Parameter rpax
je primerno velik polmer namiSjene sfere, ki vsebuje prakti¢no vso
elektronsko gostoto.

Enacbo lahko resujemo kot ODE z zacetnim pogojem U(0) = 0 in
U'(0) = 1, ki ji na koncu dodamo trivialno (linearn) resitev U(r) —
U(r) + kr, kjer koeficient k izracunamo z uporabo drugega robnega
pogoja U(rmax) = 1.

Pozor: valovna funkcija mora biti ves ¢as normirana

/Tmax dru?(r) = 1. (53)
0

Za test lahko preveris, da za osnovno stanje vodikovega atoma dobis
U(r)=—(r+1)exp(—2r) + 1.

Zdaj uporabi LDA DFT, kjer vzames

V) = 24 V() + Vaelr), (54)

Vir = QUT(”, (55)
U2T 1/3

ch(r) - _<?;7T2(7‘2)) (56)
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Resujes iterativno, po HF algoritmu, kjer za zacetno valovno funkcijo u(r)
lahko vzame$ kar osnovno stanje vodikovega atoma, potem pa na vsakem
koraku s Poissonovim solverjem preracunas potencial in ponovno resis (nu-
meri¢no) Schrédingerjevo enacbo (51). Ko postopek skonvergira, dobis en-
ergijo osnovnega stanja Helijevega atoma

1

E =2 /0 " AV (1) (r) — 5 /0 T Ve (PR, (57)

Dobiti moras e = —0.52, E = —2.72 [a.u.], kar je precej blizu to¢ni eksperi-
mentalni vrednosti £ = —2.90.
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