POGLAVJE II: Trotter-Suzukijev razcep:
Simplekticna integracija in kvantni mnogodelcni
problemi

Operatorske eksponentne funkcije, npr exp(z]fl ), kjer je parameter z
bodisi inverzna temperatura z = —1 /7 ali z imaginarno konstanto pomnozen
¢as z = —it, igrajo osrednjo vlogo pri teoreti¢ni obravnavi kvantnih pojavov,
pa tudi v klasi¢ni analiticni mehaniki ter pri Studiju stohasti¢nih procesov.

Cesto se zgodi, da lahko ustrezen generator H, ki mu v kvantni mehaniki
re¢emo Hamiltonov operator, razcepimo na vsoto dveh (ali ve¢) prispevkov

H=A+B, (1)
tako da sta eksponentni funkeiji exp(zfl) in exp(zB ) preprosto in eksplicitno
izracunljivi v prikladni bazi.

Osnovna ideja te razprave je faktorizacijska formula, znana kot Trotter-
jeva formula
PN ) Z 4 Z A\ 1"
exp(z(A+ B)) = lim {exp (—A) exp <fB>} . (2)
n—00 n n
Trotterjeva formula je tudi matemati¢na osnova za izpeljavo Feynmanovega
pot-integrala, ki ga dobimo, ¢e med vsak par faktorjev na desni strani gorn-
jega produkta vrinemo kompleten sistem, npr. pozicijskih stanj [ dg|g)(q|
kadar sta operatorja ‘standardne’ oblike A = p2/(2m), B= V(q). Poleg tega
ima Trotterjeva formula prikladno lastnost, namre¢ da aproksi;nira unitaren
operator s produktom unitarnih operatorjev !, torej aproksimacija ne krsi
unitarnosti, ki je veckrat pomembna za asimptotsko stabilnost ¢asovnega
razvoja.
Kadar sta operatorja Ain B predstavljiva s kon¢éno-dimenzionalnimi ma-
trikami, je Trotterjeva formula (2) preprosta posledica Taylorjevega razvoja

'Kadar imamo problem ¢asovnega razvoja, ko sta A in B sebi-adjungirana in je z
imaginaren.



eksponentne funkcije, namrec
exp(z(A 4 B)) = exp(zA) exp(zB) + O(z?), (3)

torej, Ce pisemo z — z/n

~ Z, 4 A \" Z . Z A\ 1" 22
exp(z(A+ B)) = exp (—(A + B)) = {exp (—A) exp (—B)} +0 () .
n n n n
o (4)
Formulo pa se da utemeljti tudi kadar operatorja A, B delujeta nad neskon-
¢nodimenzionalnim, a separabilnim Hilbertovim prostorom. Obicajna za-
hteva je sicer, da sta operatorja Ain B sebi-adjungirana ter nenegativna,
ter
Rez <0, (5)

vendar obstajajo tudi nekatere sveze posplositve, ki ne zahtevajo sebi-adjungi-

ranosti (npr. v duhu generatorjev ¢asovnega razvoja za disipativne sisteme).
Konvergenco oz. natancénost Trotterjeve formule lahko izboljsamo s

simetriziranim produktom:

A) exp(zB) exp(

exp(z(A + B)) = expl A)+0(z%), (6)

z z
2 2
V splosnem lahko sistematic¢no izpeljemo aproksimacijske formule sledecega
tipa. Naj bodo ¢1,dy,c2,da,. . .ck,d; primerne, praviloma realne (ne pa
nujno!) utezi, vendar ne nujno vse pozitivne. M. Suzuki [1] in nekoliko
kasneje Y. Yoshida [2] sta predlagala nekaj algebrajskih metod kako poiskati

aproksimacijske sheme sledece vrste:
exp(z(A+ B)) = ez AgdzB | penzAgdieB O(z"+1) (7)

Taksni shemi recimo Suzukijev razcep dolZine k, reda natancnosti n. Seveda
si zelimo razcep kar najvecjega reda n pri ne preveliki (oziroma kar naj-
manjsi) dolzini k.

1 Baker-Campbell-Hausdorffove formule

V teoriji Liejevih grup in posledi¢no na mnogih podrocjih teoreti¢ne fizike
pridejo zelo prav t.i. Baker-Campbell-Hausdorff (BCH) formule, ki izrazajo
produkt eksponentnih operatorjev z enotnim eksponentnim operatorjem,

~ A~ A~

exp(zA) exp(zB) = exp(zC), (8)



kjer C lahko sistemati¢no razvijemo po redih

m=0
ki jih lahko formalno izrazimo
R 1 dk+1 R N
Ci = WW log (exp(zA) exp(zB)) |20, (10)

ter za prvih nekaj redov dobimo

C’o = A—I—B,

A 1 ~ =~

C, = 5[1473]7

¢y = — (14,14, B] + BB, 4

2 = o (A4 Bl + B,(B, 4]])
A 1 -~~~ =

03 - ﬂ[Aa[BJBaA]H)

Obstaja celo ekspliciten izraz, ki ga je izpeljal Dynkin:

rj+3j21

k _q1 ri+s1+-rntsn=k n —1
A —1)n-b F(rj+s A o
O = § :( ) 2 : (Z]—l( J J)) [AT‘lBSl.”AT‘nBSnL
n
n=1

(11)
kjer izraz [AT Bt ... A"nBs] = [A,[A,...|[B,...,[A...,]..]] predstavlja
gnezdeni komutator, kjer se najprej r1-krat ponovi fl, potem si-krat B , nato
spet ro-krat A, itn. Podobno lahko generiramo razvoj za produkt ve¢ kot
dveh eksponentnih operatorjev. Pozor: BCH vrsta je formalen razvoj, ki je
tipi¢no divergenten in ima lastnosti asimptotske vrste, t.j. ¢e ga odrezemo
je ostanek (napaka) reda prvega odrezanega ¢lena.

BCH formule so splo$no orodje za izpeljavo Suzukijevih ‘split-step’ apro-
ksimacij (7). Izraz na desni strani izrazimo z BCH formulami in zahtevamo
da se vsi redi operatorjev C’k, razen prvega, k > 1, natan¢no pokrajsajo. To
nam da sistem nelinearnih enacb za koeficiente ¢, in d.

Vaja: Za vajo izpeljimo najpreprostejSo simetricno shemo drugega reda
(6), in ozna¢imo simetrizirani produktni eksponentni operator

rilsyl- - rplsy!
T1,81 5 n,8n 11 neen

Sa(z) = exp(%fl) exp(zB) exp(%fl). (12)



2 Split-step formule visjih redov

7 nekoliko ve¢ truda lahko hitro pridelamo zelo simetricno aproksimacijo
cetrtega reda dolzine Stiri:

exp(z(A 4 B)) =: Sy(z) + O(2°) (13)
kjer je

21/3 1

54(2) = SQ(.%'12>SQ(QJQZ)SQ(1‘1Z), Trog — —m, Ir = m,

(14)

oziroma eksplicitno z nastavkom (7) z k =4 in

T To + 21
0120425,02203: 9 ’

d1 = dg =1, d2 = Xo, d4 =0. (15)

Uporabne formule visjih redov lahko najdes v klasi¢nih referencah [1, 2].
Vse te formule imajo lastnost, da je vsaj en od koeficientov cg, di negativen,
kar pomeni, da moramo vsake toliko ¢asa narediti tudi kak primeren ‘korak
nazaj’.

Vcasih pa je zaradi matemati¢ne narave problema, npr. pri Studiju disi-
pativnih sistemov, pomembno, da imamo zahtevo (5), t.j. Rezcxy < 0 in
Rez d; < 0, ves ¢as izpolnjeno. Tedaj se izkaze za koristno split-step shema
s kompleksnimi koeficienti [3]. Shema tretjega reda in dolzine tri (oziroma
‘dva in pol’) se glasi

S3(z) = exp(zp1A) exp(zpaB) exp(zpsA) exp(zpsB) exp(zps A), (16)

kjer koeficienti diktirajo slalomsko pot v kompleksni ravnini

= (14 — =2 ! (17)
pl—p5—8 \/§ , P2 = P4 = 24p1, p3—4-

Ce pot simetriziramo in zmeh¢amo $e desne zavoje, pridobimo e en red
exp(2z(A + B)) = S3(2)83(z) + O(2%), (18)
kjer je S3(z) razcep s kompleksno-konjugiranimi koeficienti

S3(z) = exp(2p1A) exp(2p2 B) exp(zp3 A) exp(zps B) exp(zps A). (19)



3 Simplekti¢ni integrator Hamiltonovih diferenci-
alnih enacb

Ceprav bi naivno pomislili, da so split-step metode uporabne predvsem v
kvantni in statisti¢ni fiziki, pa najdemo izjemno uspesno uporabo ze pri
numeri¢nem resevanju (nelinearnih) navadnih diferencialnih enacb, ¢e so le
te Hamiltonske oblike. Taksni so npr. standardni problemi v astronomiji
oz. nebesni mehaniki.

Vzemimo npr. klasi¢éno Hamiltonovo funkcijo relativno sploSne oblike

H(q,p) =T(p) +V(g), (20)

kjer so ¢ = (q1,-..,9q) generalizirane koordinate in p = (p1,...,pq) us-
trezni ggneralizirani impulzi. Naj z = (¢, p) oznacuje 2d-dimenzionalni vek-
tor stanja v faznem prostoru. Hamiltonove ena¢be tedaj lahko prikladno
zapiSemo s pomocjo Poisonovega oklepaja

d
{A,B}:=>" (mw — MaB) (21)

j=1
namrec,
d
2=z H@)}, (22)
oziroma za poljubno zadosti pohlevno funkcijo p(z) nad faznim prostorom
d
@) = {plz), H(z)}. (23)

Ce p(z) razumemo kot gostoto ensembla stanj v faznem prostoru, potem
gornjo linearno enacbo imenujemo Liouvillova enacba, ustrezen ¢asovni raz-
voj pa lahko predstavimo z Liouvillovim propagatorjem

p(a(t) = U()p(z), U(t) = exp(t{e, H}). (24)

Vaja: Pokazi, da je Liouvillov propagator unitaren glede na skalarni pro-
dukt

(4,B) = / 4z A(z) B(z) (25)

Osnovna ideja simplekti¢ne integracije je razcep Liouvillovega propagatorja
N t t "
U(t) = €xp 7{.7T} + 7{.7 V} . (26)
n n

!



Da bi generirali posamicne trajektorije, ki so kar karakteristike Liouvillove
parcialne differencialne enacbe (23), z(¢) = U(t)z(0), moramo samo $e po-
jasniti, kaksne trajektorije generirata kineti¢ni in potencialni propagator

oT

@) = ewrotan = (0+ 5 0np). @D
ov

d.p) = exp(T{o,V})(q,p)Z(q,p— ac(IQ)T> (28)

Vaja: Natancno izpelji zgornje zveze.

Zelo lepa in bistvena lastnost simplekti¢nih integratorjev je, da so posa-
micne, razcepljene transformacije (27,28) kanonicne transformacije, torej
tudi priblizna simplekti¢na integracija natanko uboga Liouvillov izrek (ohran-
ja volumen faznega prostora).

3.1 NALOGE

1. Simuliraj dolge trajektorije anharmonskega oscilatorja v dveh dimen-
zijah (d = 2) s Hamiltonko

H(q1,42,p1,p2) = %pf + %pg + %Q% + %qg +Aqigs.  (29)
Vzemi npr. zacetni pogoj p1(0) = 1,p2(0) = 0,¢1 = 0,q2 = 1/2.
Vzemi nekaj simplektiénih integratorjev, npr. (12,13), in Studiraj
natanc¢nost ohranjanja energije s spreminjanjem ¢asovnega koraka. Morda
lahko primerjas se z Runge-Kutta integratorjem cetrtega reda, ki si ga
spoznal pri kakem drugem kurzu.

2. * Preveri veljavnost ekviparticijskega izreka za razli¢ne vrednosti para-

metra, npr. A =0,0.1,1.0,10., t.j. primerjaj ¢asovni povprecji

o= [ A =12 (30)

v odvisnosti od ¢asa.

3. ** Napravi program, ki generira nove split-step sheme (v principu)
poljubnih redov, z realnimi, ali morda celo s kompleksnimi koeficienti.



4 Kvantni mnogodeléni problemi - kubitne verige

Veriga n kubitov, ali spinov 1/2, z lokalno, moc¢no lokalno interakcijo je
paradigmati¢ni model mnogodelénega kvantnega sistema. Hilbertov prostor
je tedaj tensorski produkt H,, = 7—[?" = C?", H; = C?, ki ga generirajo
Paulijevi operatorji

0f =l 1®0"®lgnj, a€{xy,z+,—,0} (31)

kjer so o® obic¢ajne Paulijeve matrike:

0 1 0 —i 1 0
X y V4 0
cr——<1 0>,cr—<i 0>,U—<0 _1>,0'—]12, (32)

in ot = 1(o* £ioY).

Morda najpreprostejsi, netrivialen konkreten model te vrste, ki je hkrati
tudi povsem relevanten za opis magnetnih lastnosti nekaterih kvazi-enodimen-
zionalnih kristalov, kot npr. SrCuOsg, je (antiferomagnetni) Heisenbergov
model, imenovan tudi XXX model,

n n
H=Y 6 -dj11=Y (20]0;,,+20; 0/ +0%07,),  (33)
j=1 J=1

kjer zaradi enostavnosti vzemimo periodi¢ne robne pogoje ¢ = Gj4n.

Pri uéinkovitem racunanju propagatorja Casovnega razvoja exp(—itH)
pa tudi termalnega gostotnega operarorja p = Z lexp(—H/T) taksnih
kvantnih verig (pa tudi mrez, npr. v 2D) je spet klju¢en Trotter-Suzukijev
razcep. Brez hude izgube sploSnosti tu predpostavimo, da je n sod, hkrati
pa premislimo, kako bi postopali, ¢e bi bil n lih.

Prikladen razcep Hamiltonke H = A + B dobimo s preureditvijo na lihe
in sode interakcijske ¢lene:

n/2 n/2
A:Z&Qj_1’52j, B:ZEQj'62j+1~ (34)
j=1 Jj=1

Posamezna exponentna operatorja zdaj lahko ucinkovito racunamo, kajti
posamezni ¢leni v A (in v B) med seboj komutirajo:
n/2
exp(zA) = H exp(z Goj—1 - 02j), (35)
j=1
n/2

exp(zB) = HeXp(252j'52j+1), (36)
j=1



Posamezne faktorje z desne strani, t.i. dvo-kubitna vrata na paru sosed-
njih qubitov, npr (4,7 + 1), pa lahko u¢inkovito izvedemo, ¢e komponente

n—qubitnega stanja predstavimo v binarni bazi (lastni bazi O'JZ-)Z

W)= > Ubgebalbiibas b)), o%b) = (=1)Y[b).  (37)

b1.b2,.ensbn €{0,1}

Namre¢, ¢e vpeljemo elementarni ‘dvo-deléni propagator’:

UP(2) = exp(zd) - a) = exp(2(2SWAP — 1))
e?* 0 0 0
0 cosh2z sinh2z 0
_ —z
- ¢ 0 sinh2z cosh2z 0 |’ (38)
0 0 0 e??
potem izracunamo
W) = exp(2G; - Gi1)l), (39)
1
_ 2)
¢é1,...,b7l = Z U(b]-7bj+1)7(b7b’)¢bl7---7bj717b7b/7bj+27---7bn7 (40)
b,b'=0

v ~ 2"*2 racunskih korakih. Celotni Heisenbergov propagator za en ¢asovni
korak, npr. po osnovni Trottejrevi shemi, exp(zA)exp(zB) torej stane ~
4n2™ = 4N log, N racunskih operacij, ¢e je N = 2" dimenzija Hilbertovega
prostorja H,,, kar je, zanimivo, natanko tako u¢inkovito kot hitra Fourierova
transformacija.

4.1 Casovne korelacijske funkcije kubitne verige

Zgoraj opisan pristop lahko neposredno uporabimo za racunanje dinamicnih
(¢asovnih) korelacijskih funckij, ki so klju¢ne npr. pri razumevanju trans-
portnih lastnosti snovi preko teorije linearnega odziva.

Vzemimo npr. opazljivko X. Najenostavneje je izracunati avtokorelacijsko
funkcijo pri neskonéni temperaturi:

(X(H)X(0)) = 2 "tr {exp(itH)X exp(—itH)X} (41)
- NLZ<¢\exp(itH)Xexp(—itH)X|¢>. (42)
1)

V drugi vrstici smo namignili na moznost u¢inkovite Monte-Carlo simu-
lacije zgornjega izraza. Namre¢, Ce za set stanj {|¢)} vzamemo kompletno



bazo, je izraz identiteta, lahko pa vzamemo za {|¢)} bistveno manjsi vzorec
nakljucénih stanj 2, Ny < 2", a Se vedno zadosti velik Ny > 1, da lahko
pricakujemo, da bo relativna statistiéna fluktuacija zadosti majhna (reda
1/V/N).

Kako moramo pravzaprav ra¢unsko razumeti izraz na desni strani (42)7
Algoritem:

1. Izzrebaj nakljuéno zacetno stanje |¢).
2. Definiraj alternativno zacetno stanje |x) = X|t).
3. Razvij obe stanji do ¢asa t, po primerni Suzuki-Trotter spit-step shemi.

4. Izraz na desni strani (42) je potem kar matriéni element

(@O X[x(@®))- (43)

Postopek ponavljaj Ny krat in izracunaj statisticno povprecje izraza
(43), ki da oceno za avtokorelacijsko funkcijo (X (¢)X(0)), medtem ko
pa statisticna variacija izraza (43) deljena s /N, da dobro merilo za
napako.

Postopek je Se posebej primeren za opazljivke X, ki so lokalne v racunski
bazi |b), kot npr. lokalna magnetizacija X = o7, za katero matri¢ne elemente
(43) lahko izvrednotimo v O(N) ra¢unskih korakih.

Posebej zanimiv je spinski transport oz. spinska prevodnost, ki je povezana
z avtokorelacijsko funkcijo spinskega toka

n
J = Z Jj,  Jj= O';(O';»/_H — O';/O';(+1. (44)
j=1

Spinski tok izpeljemo npr. iz kontinuitietne enacbe, ki je posledica ohran-
itvenega zakona za celotno magnetizacijo, [H, >, o%] =0,

d z : V4

aO'j :l[H,Uj]:Jj—ijl. (45)
Izkaze se, da je tudi ra¢unanje avokorelacijske funkcije (J(¢).J(0)) zelo u¢inko-
vito, saj jo lahko izrazimo kot prostorsko vsoto lokalnih tokovnih korelacij

i
L

(J(#)J(0)) = p_ (Jr1(t)J1(0)). (46)

\3
Il
o

2Te generiramo npr tako, da za komponente 1y vzamemo sluc¢ajno neodvisna, kom-
pleksna Gaussova naklju¢na Stevila z enakomerno varianco, na koncu pa stanje [i) Se
normiramo.



4.2 Termalna povprecja v kubitni verigi

Triotter-Suzuki razcep je prikladen tudi za ra¢unanje ravnovesnih, termal-
nih povprecij v spinskih in kubitnih verigah z lokalno interakcijo, kjer za-
sledujemo razvoj v imaginarnem casu. Po Monte-Carlo postopku opisanem
zgoraj, ga lahko najprej uporabimo za rac¢unanje particijske funkcije

2(9) = trexp(=3H) = - > (-i5) (<5 an

Potem pa (oziroma v praksi hkrati), spet simetrizirano, za ra¢unanje ravnoves-
nih pricakovanih vrednosti

0= Al (e}
1

Do

Y (o))

4.3 NALOGE

Razis¢imo osnovno dinamiko in termodinamiko Heisenbergove verige, do
dolzine, ki jo pa¢ zmore tvoj racualnik. Npr. do m = 20 bi moralo iti
brez tezav. Posebej zanimivo je primerjati rezulate za nekaj velikosti, npr.
n = 12, n = 16, n = 20 in ekstrapolirati (‘Spekulirati’) obnaganje v ter-
modinamski limiti n — oo. Preprica$ se lahko, da so s split-step razcepi
dosegljive vecje velikosti kot bi bile z ‘naivnim’ razvojem po lastni bazi.

1. Narisi graf proste energije F/(3) = —% log Z ().

2. Narisi graf povprecne energije (H) 5 Vv odvisnosti od inverzne temper-
ature 5. Limita 5 — oo ti da energijo osnovnega stanja.

3. SlmullraJ asovno avtokorelacijsko funkcijo lokalne magnetizacije X =
0%, Cy(t) = (o%(t)o%(0)), pri neskonéni temperaturi. Kako pojema k
nic?

4. * Simuliraj avtokorelacijsko funkcijo spinskega toka C;(t) = (J(t)J(0))
pri neskon¢ni temperaturi. Kako pojema Cj(t — c0)? Ali lahko defini-
ramo Kubo-jevo spinsko difuzijsko konstanto D = [~ C;(¢')dt'?

10



5. ** Ponovi racunanje spinske difuzijske konstante Se za anizotropne
Heisenbergove verige

n
H=Y (2007, +207 0/, +Ad%o?,,), (50)
j=1

pri nekaj vrednostih anizotropije, npr. A = 1/2 in A = 2. Kako pa
bi §lo simulirati dinamic¢ne korelacije pri konéni temperaturi s Trotter-
Suzuki razcepom?
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Baker—-Campbell-Hausdorff formula, explicit series! Tomaz Prosen 1995

The code provides an aid to work with series of noncomutative
operators such as adjoint representation of Lie algebra generators

Example: expression: E
is represented as: F

2 +3 A+ [A,B]l/2 + [B,[A,B]]/6
{{2},{3,A},{1/2,A,B},{1/6,B,A,B}}

AlgE[F] = E

E ———> F

BCH2[A,B,n] —-———> In(exp(A)exp(B))
BCHI[{A...Z},n] ————> 1ln(exp(A)...exp(Z))

skokok kKKK oKk KK KoKk K KoKk ok sk Kok ok ok sk sk ok ok ok sk sk sk ok sk sk sk ok ok sk sk sk sk ok sk sk sk skok sk sk sk ok ok sk sk sk skokok ok sk sk kokok )

AlgE[F_] := Apply[Plus,Map[Algl,F]]

Algl[{c_,R___}] := c Alg2[{R}]

Alg2[{}] =1

Alg2[{a_}] := a

Alg2[{a_,R__}] := Block[{l = Alg2[{R}]}, a.l - l.al

BCH2[A_,B_,n_] :=
AddE[{{1,B}},Coul[AppG[AddE[{{-1}},MulE [ExpE[A,n],ExpE[B,n],n]l],0,n],A]]

BCH[{A_},_1 := {{1,A}}
BCH[L_,n_] :=
AddE [BCH[Rest[L],n],Coul [AppG[AddE[{{-1}},
Apply [(MulE[#1,#2,n])&,Map [ (ExpE[#,n])&,L]11]1,0,n],First[L]]]

{{(-1)"n/(n+1)}}
AddE[{{(-1)”~n/(n+1)}},MulE[E,AppG[E,n+1,m],m]]

AppGIE_,n_,n_] :=
AppGIE_,n_,m_] :=
Coull{},_] := {}
Coull{b_,R___},A_] :=
If[Last[b] === A,Coull[{R},Al],
Prepend[Coul [{R},A],MapAt[(#/(1+Count[b,A]))&,Append[b,Al,{{1}}11]

ExpE[_,0] := {{1}}
ExpE[S_,n_] :=
Block [{1=ExpE[S,n-1]},Append[1,MapAt[(#/n)&,Append[Last[1],S],{{1}}11]]

AddE [{},X_] := X
AddE [X_,{}] := X
AddE[{{c1l_,s___},R1___},{{c2_,s___},R2___}] :=

Block[{v=cl+c2},
If[v==0,AddE[{R1},{R2}],Prepend [AddE[{R1},{R2}],Prepend[{s},v]]]]
AddE[X_,Y_] :=
If[Order[Rest[First[X]],Rest[First[Y]]] == 1,
Prepend [AddE [Rest [X],Y],First[X]],Prepend[AddE[X,Rest[Y]],First[Y]]]

Mulel{},_,_1 := {}
MulE[{a_,R___},E_,n_] := AddE[Mullla,E,n],MulE[{R},E,n]]
Mulll_,{},_1 := {}
Mullla_,{b_,R___},n_] :=
If[Length[al+Length[b]-2 <= n,
Prepend[Mull([a, {R},n],Prepend[Join[Rest[al,Rest[b]],First[al*First[bl]l],
Mullla, {R},nl]

V prilogi dodajmo preprost Mathematica program za generiranje BCH
razvoja do poljubnega reda.
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