Stevila

Marsikdo ob besedi matematika najprej pomisli na Stevila in na aritmetiko.
Tekom razvoja ¢loveske civilizacije so se najprej uporabljala naravna Stevila
za preStevanje objektov. Ker naravnih Stevil ne znamo niti odstevati niti
deliti, uvedemo iz prakti¢nih razlogov cela oziroma racionalna stevila. Vsa
ta Stevila si graficno najlazje predstavljamo kot toCke na Stevilski premici.
Racionalna Stevila zadoscajo vecini potreb v vsakdanjem zivljenju, so pa
ljudje ze dokaj zgodaj ugotovili, da racionalna Stevila ne popisejo vseh tock
na Stevilski premici. To pa je pomanjkljivost, ki je ne moremo prezreti,
¢e hocemo reSevati polinomske enacbe ali pa zgraditi matemati¢no korek-
tno teorijo diferencialnega in pa integralskega rac¢una. Stevila, ki popisejo
celotno stevilsko premico, in vsebujejo znana stevila, kot so v/2 in 7, imenu-
jemo realna stevila. Na intuitivni ravni si realnih stevil ni tezko predstavljati,
mi pa si bomo v tem poglavju pogledali njihovo matemati¢no strukturo in
jih poskusali karakterizirati s pomocjo aksiomov.

Poleg realnih Stevil se v matematiki in fiziki uporablja Se precej objektov,
ki imajo zelo podobne (vendar nekaj Sibkejse) lastnosti kot realna stevila.
Na tem mestu omenimo predvsem kompleksna Stevila, kvaternione in pa
matrike.

Naravna, cela in racionalna stevila

Najbolj preprosta izmed stevil so naravna Stevila. Mnozico naravnih Stevil
0znacimo z

N=1{1,23,...}.

Naravna Stevila znamo med sabo seStevati in mnoziti, kar opiSemo z dvema
funkcijama

+:NxN—=N (z,y) =z +y,
-:NxN—=N (x,y) = x-y=xy.

Funkcijam tega tipa recemo tudi binarne operacije.

Pri dokazovanju izrekov o naravnih stevilih nas pogosto ne zanima toliko
kaj stevila so, temve¢ kaksne so njihove lastnosti. Osnovne lastnosti naravnih
Stevil so strnjene v Peanovih aksiomih.

P1 1 je naravno stevilo,

P2  vsako naravno Stevilo n ima natanko dolo¢enega naslednika n™,
P3 razliéni naravni Stevili imata razli¢na naslednika,

P4 1 ni naslednik nobenega naravnega Stevila,

P5 CejeACN,lcAinceizac Asledia™ € A, je A=N.



Petemu Peanovemu aksiomu re¢emo tudi princip popolne indukcije. Pogosto
ga uporabljamo za dokazovanje, da neka lastnost naravnih stevil velja za vsa
naravna Stevila. Da to dokazemo, je dovolj preveriti, da ta lastnost velja za
stevilo 1 in da nam veljavnost za n implicira tudi veljavnost za n™.

Zgled. Pokazimo s principom popolne indukcije, da formula

1
1+2+3—|—...+n:§n(n—|—1)

velja za vsa naravna Stevila n. Za n = 1 imamo enakost 1 = 1.
Privzemimo sedaj, da za nek n € N velja

1
1+2+3+...+n:§n(n+1).

Potem je
1 1
1+...+n+(n+1):§n(n+1)+(n+1):§(n—|—1)(n+2),

kar smo zeleli dokazati.

Naravna Stevila znamo seStevati in mnoziti. Da pa bi jih lahko tudi
odstevali, jih moramo najprej razsiriti do celih Stevil

Z=-NU{O)UN={...,-2,-1,0,1,2,...},

s tem, da jim dodamo Stevilo ni¢ in pa k vsakemu naravnemu Stevilu Se
njegovo nasprotno Stevilo. Ce zelimo Stevila tudi deliti, pa jim moramo
dodati Se vse mozne ulomke. Tako pridemo do racionalnih Stevil

Q:{%’mEZ,TLGN,n21}.

Racionalna Stevila tvorijo algebrai¢no strukturo, ki jo imenujemo obseg in
ki jo bomo podrobneje spoznali v naslednjem poglavju. Kot bomo videli, jih
opredeljujejo skorajda isti aksiomi kot realna Stevila, razen enega. Le-ta pa
igra klju¢éno vlogo pri izgradnji matematic¢no korektne teorije diferencialnega
in integralskega rac¢una.

Realna stevila

Osnovne lastnosti realnih Stevil

V tem poglavju si bomo podrobneje pogledali osnovne lastnosti realnih
stevil, ki jih bomo podali v obliki aksiomov. Aksiomi si bodo sledili po
vrsti v podobnem vrstnem redu, kot prehajamo iz celih v racionalna in nato
k realnim Stevilom. Prednost tega pristopa je v tem, da se bomo lahko v



nadaljevanju pri dokazovanju izrekov sklicevali direktno na te aksiome, kar
bo stvari napravilo bolj pregledne.
Realna stevila R so mnozica, na kateri imamo dve (osnovni) operaciji

+:RxR—-R (r,y) —»x+y seStevanje,
CRxR—=R (r,y) »x-y=uxy mnozenje.

Ti dve operaciji morata zadoscati 13-im aksiomom, ki jih bomo sedaj nasteli.
V prvo skupino aksiomov sodijo aksiomi za seStevanje:

AKSIOM 1 z+ (y+2)=(x+y)+2z asociativnost,

AKSIOM 2 r+y=y+zx komutativnost,
AKSIOM 3 r+0=z obstoj stevila 0,
AKSIOM 4 z+(—z)=0 obstoj nasprotnega Stevila.

Prva dva aksioma opisujeta dve dobro znani lastnosti realnih sStevil. Pri
seStevanju namre¢ ni pomembno, kako postavimo oklepaje in v katerem
vrstnem redu seStevamo. Tretji aksiom postulira obstoj Stevila 0, ki ima
lastnost, da za vsako stevilo z € R velja z + 0 = 2. Podobno nam cetrti
aksiom pove, da ima vsako Stevilo x € R svoje nasprotno Stevilo, ki ga
oznacimo z —z. Torej lahko smiselno definiramo tudi odstevanje s predpisom

T—yi=a+(-y).

Prve §tiri aksiome smo zbrali skupaj, ker dolo¢ajo strukturo, ki se zelo
pogosto pojavlja v matematiki. Mnozici, opremljeni z binarno operacijo,
ki zadoS¢a zgornjim §tirim aksiomom, recemo Abelova grupa. Poleg realnih
Stevil so primeri Abelovih grup tudi cela in pa racionalna $tevila skupaj z
operacijo seStevanja. Niso pa Abelova grupa naravna Stevila, ker ne izpol-
njujejo cetrtega aksioma. Poglejmo si nekaj lastnosti Abelovih grup.

Trditev 1. V poljubni Abelovi grupi veljajo naslednje trditve:
(1) Cejex+y=x+z, jey =z (pravilo krajsanja).
(2) Enacba b+ x = a za spremenljivko x ima enoliéno resitev x = a — b.

(8) Nasprotno Stevilo poljubnega realnega $tevila = je enolicno doloceno s
pogojem x + (—x) = 0.

(4) —0=0.
(5) —(@+y) = (~2) + (~y).
(6) —(—z) ==



Dokaz. (1) Predpostavimo, da velja x +y = x + z. Potem je
y=0+y=(—2)+z+y=(—2)+2x+2=0+2=2

Pri izpeljavi smo uporabili lastnosti nasprotnega stevila in pa Stevila 0 ter
asociativnost seStevanja.
(2) Naj bo z = a — b. Iz enakosti

b+zx=b+(a—b)=b+a+(-b)=b+(-b)+a=0+a=a

sledi, da ta x resi enacbo b + x = a. Tukaj smo uporabili komutativnost
in asociativnost sestevanja ter lastnosti nasprotnega stevila in stevila 0. Ce
tudi stevilo y zadosca enacbi b4y = a, dobimo a = b+x = b+y. Po pravilu
krajsanja od tod sledi x = y, torej je enacba enoli¢no resljiva.

(3) Resitev enacbe z + y = 0 je po prejsnji tocki enoli¢na in enaka
y = 0 — x = —x, kar pomeni, da je nasprotno Stevilo enoli¢no dolo¢eno.

(4) Opazimo, da stevilo 0 resi enacbo 0+ y = 0, zato je 0 =0 —0 = —0.

(5) Tukaj si poglejmo enac¢bo (x 4+ y) + z = 0 za spremenljivko z. Ker
z = (—x) + (—y) resi to enacho, je —(x +y) = (—z) + (—v).

(6) Za konec si poglejmo e enacbo (—x) +y = 0. Stevilo z je resitev te
enacbe, torej je —(—z) = x. O

Vse omenjene lastnosti seveda ze poznamo za realna Stevila. Prednost
aksiomatskega pristopa pri dokazovanju (da torej vse izpeljemo samo iz
omenjenih $tirih aksiomov) pa je, da smo hkrati pokazali, da te lastnosti
veljajo za vsako Abelovo grupo.

Poglejmo si sedaj drugo skupino aksiomov, ki opredeljujejo mnozenje:

AKSIOM 5 z(yz) = (zy)z asociativnost,
AKSIOM 6 =yx komutativnost,
AKSIOM 7 1- x obstoj Stevila 1,

AKSIOM 8 z-—=1,ex#0  obstoj obratnega stevila.

Blm g &
I

Vidimo, da so aksiomi za mnozenje precej podobni aksiomom za seStevanje,
razlika je le med aksiomoma 4 in 8. Vsako realno Stevilo ima nasprotno
Stevilo, medtem ko imajo obratno Stevilo le nenicelna realna Stevila. PiSemo
tudi % =z~ in ozna¢imo

x
y oy

Iz aksiomov sledi, da tvorijo nenicelna realna Stevila Abelovo grupo za
mnozenje, zato na podoben nacin kot Trditev 1 lahko dokazemo tudi nasled-
njo trditev.



Trditev 2. (1) Cejexy =2z inx #0, jey = z (pravilo krajsanja).
(2) Naj bo b # 0. Potem ima enacba bx = a enoli¢no resitev x = §.

(8) Obratno Stevilo poljubnega nenicelnega Stevila x je enoliéno doloc¢eno
s pogojem x - x ' = 1.

(4) 1=1.
1 1.1
() 25=2" %
(6) (71) ' ==
Tretja skupina aksiomov povezuje seStevanje in mnozenje.

AKSIOM 9 140,
AKSIOM 10 z(y+z) =xy + a2 distributivnost.

Zahtevamo torej, da sta 0 in 1 razliéni realni Stevili in da lahko oklepaje
odpravimo po distributivnostnem zakonu. Zapis zy+xz kot obi¢ajno pomeni,
da izracunamo najprej oba produkta in ju nato sestejemo.

Mnozici, ki je opremljena z dvema operacijama, ki zadoScata omenjenim
desetim aksiomom, re¢emo obseg. Poleg realnih Stevil sta precej znana Se
obsega racionalnih in pa kompleksnih stevil.

Trditev 3. V wvsakem obsegu veljajo formule:
(1) x-0=0.
(2) Iz xzy = 0 sledi x = 0 ali y = 0.
(3) x(y — 2) =2y — 2.
(4) w(~2) = —(a2).
(5) §+3 =127
)

Dokaz. (1) Iz enakosti

z-1+z-0=2-14+0)=z-1=2-14+0
dobimo po krajsanju x - 0 = 0.
(2) Naj bo zy = 0 in denimo, da je = # 0. Pokazati moramo, da od tod
sledi y = 0. Ker je 2 # 0, obstaja obratno stevilo 27!, Sedaj velja
0=z 1. 0=zt ay) =@ '2)y=1-y=y.
(3) Najprej pisimo y = (y — z) + z. Potem je

zy=z((y—2)+2) =x(y—z) +zz.



Ce odstejemo zz na obeh straneh, dobimo Zeljeno enakost.
(4) Sledi iz prejsnje enakosti, ¢e je y = 0.
(5) Ra¢unajmo

1 TH+=z

X z
St =ay T = (et 2y = :
y 'y y

O

Cetrta skupina aksiomov nam dolo¢a urejenost na mnozici realnih stevil.
Zahtevamo, da obstaja podmnozica RT C R pozitivnih realnih $tevil, za
katero veljata:

AKSIOM 11 0 ¢ R™ in za poljubno stevilo x € R\ {0} je bodisi z € R™
ali pa ¢ R*, ne pa oboje.

AKSIOM 12 Mnozica RT je zaprta za seStevanje in mnozenje.
Aksiom 11 nam mnozico realnih §tevil razdeli na tri disjunktne kose
R=RTU{0}UR™,

kjer so R~ = {—z |z € R"} negativna realna stevila. Aksiom 12 dodatno Se
zahteva, da je vsota in produkt dveh pozitivnih Stevil spet pozitivno stevilo.

S pomo¢jo pozitivnih realnih stevil R* lahko realna Stevila uredimo po
velikosti. Formalno to naredimo, tako da uvedemo na mnozico R ustrezno
relacijo. Relacija na mnozici A je neka podmnozica R C A x A. To pomeni,
da za vsak par (a,a’) elementov mnozice A povemo ali je (a,a’) € R. Kadar
je (a,d’) € R, recemo, da je a v relaciji z o' in pisemo aRa’.

Na mnozico realnih stevil lahko uvedemo relacijo urejenosti po velikosti

r<y <—=y—xecR.

To pomeni, da je po definiciji Stevilo y veéje od Stevila x natanko takrat, ko
je razlika y — x pozitivno stevilo. Podobno lahko definiramo relacijo

r<y <= (z<yaliz=y).

Pogosto uporabljamo tudi relaciji x > y in x > y, ki pomenita y < = oziroma
y < x. Poskusimo sedaj iz aksiomov dokazati nekaj lastnosti urejenosti, ki
jih ze dobro poznamo.

Trditev 4. (1) Iz x <y iny < z sledi x < z (tranzitivnost relacije <).

(2) Za poljubna x,y € R velja natanko ena izmed moznosti

x<y, x=y, x>y (zakon trihotomije)

(3) Veljata ekvivalenci: (x € RT <=2 >0) in (x eR™ < 2 <0).



(4) Iz x <y sledi v + z < y+ z za vsak z € R.
(5) Iz x < y sledi xz < yz za vsak z € RT.
(6) Iz x <0 iny <0 sledi zy > 0.
(7) Izx <0 iny >0 sledi xy < 0.
(8) > =x -2 >0 za vsak v # 0.
(9) 1>0.
(10) Izx <y in z < w sledi x + z < y + w.
Dokaz. (1) Ker jey — 2z € RT in 2 —y € RT, je po aksiomu 12
(y—2)+(z—y)=2z—z R,

(2) Sledi iz aksioma 11.
(3) Prva ekvivalenca sledi iz definicije relacije >. Za drugi del pa si
poglejmo naslednjo verigo ekvivalenc

TR «— —z2eR" «— 0—-zeR" «— z<0.

(4) Sledi iz (y +2) — (z +2) =y —z € RT.

(5) Velja yz —xz = (y — x)z. Ker sta y — z in z pozitivni stevili, je tudi
njun produkt po aksiomu 12 pozitiven.

(6) Naj bosta x < 0 in y < 0. Potem je —z > 0 in —y > 0 in zato sledi
po aksiomu 12 tudi (—z)(—y) > 0. S pomocjo Trditve 3 (4) sledi

(=2)(=y) = =((=2)y) = —(y(=2)) = =(=(yz)) = —(=(2y)).

Iz Trditve 1 (6) sedaj sklepamo (—x)(—y) = xy in zato zy > 0.

(7) Sklepamo na podoben nacin kot v prejsnjem primeru. Cejex <0
iny>0,je(—z)y > 0. Zato iz (—x)y = —zy sledi zy < 0.

(8) Lo¢imo dve moznosti. Ce je z > 0, je 2 > 0 po aksiomu 12. Ce pa
je x < 0, pa velja 22 > 0 zaradi (6).

(9) Veljal=1-1=12> 0 po (8).

(10) Naj bo z < y in z < w. Potem iz (4) sledita

rT+z<y+z,

y+z<y+w.

Zaradi tranzitivnosti relacije < je potem x + z < y + w. O

Obseg, ki je urejen z aksiomoma 11 in 12, imenujemo urejen obseg. Poleg
realnih Stevil so tudi racionalna Stevila urejen obseg, kar pomeni, da dosedaj
omenjenih 12 aksiomov realnih $tevil ne dolo¢a natanko.

Preden navedemo Se zadnji aksiom realnih Stevil, moramo definirati se
nekaj izrazov, ki imajo sicer smisel v vsakem urejenem obsegu.



Definicija 5. Naj bo A C R podmnoZica.

(1) MnoZica A je navzgor omejena, ¢e obstaja M € R, tako da je x < M
za vsak x € A. Taksen M imenujemo zgornja meja A.

(2) MnoZica A je navzdol omejena, ée obstaja m € R, tako da je m < x
za vsak x € A. TakSen m imenujemo spodnja meja A.

(8) Mnozica A je omejena, ¢e je navzgor in navzdol omejena.

Zgled. (1) Mnozica A = (0,1) je omejena. Za zgornjo mejo lahko vzamemo
M =1, za spodnjo pa m = 0.

(2) Mnozica B = (0,00) je navzdol omejena z m = 0, navzgor pa ni
omejena.

(3) Prazna mnozica () je hkrati navzgor in navzdol omejena in vsako
realno Stevilo je hkrati njena zgornja in spodnja meja.

Ce je mnozica A navzgor omejena s stevilom M, je tudi vsako stevilo, ki
je vetje od M, zgornja meja za A. Zato nas zanima predvsem Stevilo, ki je
najmanjse izmed zgornjih mej. Stevilo M je najmanjsa (natan¢na) zgornja
meja mnozice A oziroma supremum mnozice A, ¢e velja:

- M je zgornja meja mnozice A.
- Ce je tudi M’ zgornja meja mnozice A, je M < M.

Najmanjso zgornjo mejo mnozice A oznac¢imo s sup(A). Stevilo m je najvecja
spodnja meja oziroma infimum mnozice A, ¢e velja:

- m je spodnja meja mnozice A.
- Ce je tudi m’ spodnja meja mnozice A, je m’ < m.
Infimum mnozice A oznac¢imo z inf(A).

Zgled. (1) Mnozica A = (0,1) ima sup(A4) = 1 in inf(A) = 0.
(2) Mnozica C' = { 1 |n € N} je omejena in inf(C) = 0 ter sup(C) = 1.

inf(C) C sup(C)

-05 00 05 10
R




(3) Za konec si poglejmo Se primer, ki nam ilustrira kljuéno razliko med
realnimi in racionalnimi Stevili. Vzemimo realno stevilo e = 2,71827... in
mnozico njegovih konénih decimalnih priblizkov

ry =2

rg =2,7

rg =2,71
ry = 2,718

Mnozica racionalnih stevil E = {ry,r9,73,...} C Q je potem omejena. Njen
infimum inf(E) = 2 je spet racionalno Stevilo, medtem ko njen supremum
sup(F) = e ni racionalno Stevilo. Mnozica E je torej primer omejene mnozice
racionalnih §tevil, ki nima natan¢ne zgornje meje v racionalnih stevilih. Kot
bomo kmalu spoznali, je pomembna lastnost realnih §tevil ta, da ima vsaka
omejena mnozica tako infimum kot supremum.

S supremumi in infimumi mnozic lahko tudi ra¢unamo. Najprej za
poljubni podmnozici A in B realnih stevil definirajmo njuno vsoto

A+B={a+blac Ainb e B},
za poljubno podmnozico A pa
—A={—-alae A}
Trditev 6. Za poljubni (omejeni) podmnoZici A in B realnih Stevil velja:
(1) sup(A + B) = sup(A) + sup(B),
(2) inf(A+ B) = inf(A) + inf(B),
(3) sup(A) = —inf(—A) in inf(A) = —sup(—A4),
(4) ¢ejea <b zavsaka € Ainbe B, jesup(A) < inf(B).

Dokaz. (1) Pokazati moramo, da je sup(A)+sup(B) najmanjsa zgornja meja
mnozice A + B.

Ker velja a < sup(A) za vsak a € A in b < sup(B) za vsak b € B, je
a+b < sup(A) +sup(B) za vsak a € Ain b € B. Od tod sledi, da je
sup(A) + sup(B) zgornja meja mnozice A + B.

Naj bo sedaj ¢ < sup(A4) + sup(B). Potem je ¢ — sup(A) < sup(B) in
zato iz definicije Stevila sup(B) sledi, da obstaja b € B, da je ¢ —sup(A) < b
oziroma ¢ — b < sup(A). Z istim premislekom lahko sedaj najdemo a € A,
da je ¢ — b < a oziroma ¢ < a +b. Od tod sledi, da je sup(A) + sup(DB)
najmanjsa zgornja meja mnozice A + B.



(2) Dokaz je analogen dokazu tocke (1).

(3) Za vsak a € A je inf(—A) < —a oziroma a < —inf(—A). Torej je
—inf(—A) zgornja meja mnozice A. Ce je ¢ < —inf(—A), je inf(—A) < —c,
zato po definiciji najvecje spodnje meje obstaja a € A, da velja —a < —c
oziroma ¢ < a. Torej je sup(A) = —inf(—A). Druga enakost sledi iz prve z
zamenjavo mnozic A in —A.

(4) Pokazati moramo, da je stevilo inf(B) zgornja meja mnozice A. Ker
jea < bzavsak a € Ain vsak b € B, je vsak a € A spodnja meja mnozice
B. Od tod sledi, da je a < inf(B) za vsak a € A, kar smo zeleli dokazati. [J

Zdaj lahko formuliramo zadnji aksiom realnih stevil, ki nam bo omogocal
lociti realna Stevila od racionalnih.

AKSIOM 13 (DEDEKIND)
Vsaka neprazna, navzgor omejena podmnozica realnih Stevil ima

najmanjso zgornjo mejo.

Aksiomom 1—13 zados¢a le en urejen obseg: realna Stevila. Aksiomatski
pristop je dober Se za nekaj drugega; vse lastnosti realnih Stevil morajo biti
namrec izpeljive iz teh trinajstih aksiomov.

Dosedaj smo se predvsem posvetili opisu lastnosti realnih Stevil, ni¢ pa
nismo povedali o tem, kaj realna Stevila so in kako jih predstavimo. Vsaki
strukturi, ki zadoS¢a omenjenim aksiomom, recemo sistem realnih Stevil.
Poleg obicajnega modela z decimalnimi Stevili, ki ga bomo kmalu spoz-
nali, v matematiki realna stevila modeliramo tudi s Cauchyjevimi zaporedji
racionalnih §tevil in pa s tako imenovanimi rezi.

Ne glede na to, kateri sistem realnih Stevil uporabljamo, lahko znotraj
realnih Stevil zmeraj modeliramo naravna Stevila. Naravno Stevilo 1 je pred-
stavljeno z elementom, ki ga doloca aksiom 7 in je prav tako oznacen z 1.
Stevilo 2 nam predstavlja element 1 + 1, stevilo 3 element 1 + 1 + 1 itd.
Tako definirana podmnozica N C R ustreza Peanovim aksiomom, ki smo
jih navedli v prejsnjem razdelku. S pomocjo nasprotnih in pa obratnih el-
ementov lahko iz podmnozice naravnih Stevil znotraj sistema realnih Stevil
konstruiramo tudi cela Stevila in pa racionalna Stevila.

Poglejmo si sedaj nekaj posledic Dedekindovega aksioma.

Trditev 7. Vsaka neprazna, navzdol omejena podmnoZica realnih stevil ima
najvecéjo spodnjo mejo.

Dokaz. Naj bo A C R neprazna in navzdol omejena mnozica. Potem je
mnozica —A navzgor omejena, zato ima po aksiomu 13 najmanjSo zgornjo

mejo sup(—A). Sledi inf(A) = —sup(—A). O

Trditev 8. MnoZica naravnih Stevil ni navzgor omejena.

10



Dokaz. Ce bi bila mnozica naravnih stevil N navzgor omejena, bi obstajala
njena najmanjsa zgornja meja M v R. Iz definicije potem sledi, da bi moral
obstajati n € N, za katerega je M — 1 < n oziroma M < n + 1. Ker je tudi
n+ 1 €N, je to v protislovju s predpostavko, da je M zgornja meja N. []

Mnozica naravnih Stevil torej ni omejena, ima pa infimum inf(N) = 1.
Trditev 9. MnoZica celih Stevil ni omejena niti navzgor niti navzdol.

Dokaz. Velja Z = NU (—N). Ker mnozica N ni navzgor omejena, mnozica
—N (in zato tudi Z) ni navzdol omejena. O

Trditev 10. (1) Za vsak x € R obstaja n € N, da velja n > x.
(2) Za poljubni pozitivni realni Stevili a in b obstajan € N, da velja na > b.
(3) Za poljubno pozitivno realno Stevilo a obstaja n € N, da velja % < a.

Dokaz. (1) Ker mnozica N ni navzgor omejena, Stevilo x ni njena zgornja
meja. Zato obstajan € N, da je n > z.

(2) Po prejsnji tocki obstaja n € N, da veljan > %. Od tod sledi na > b,
ker je a > 0.

(3) Po tocki (1) obstajan € N, da je n > 1, od koder sledi trditev. [

Predstavitev realnih stevil v decimalnem zapisu

Realna stevila ponavadi predstavljamo v decimalnem zapisu, ki lahko Stevilo
natan¢no doloca (v primeru celih §tevil), véasih pa le priblizno (Stevilo 3, 14
je npr. priblizek za 7). V tem razdelku si bomo pogledali, kako lahko realna
Stevila predstavimo z neskon¢nim decimalnim zapisom in nekatere osnovne
lastnosti taksne predstavitve.

Izberimo poljubno pozitivno realno stevilo x. Potem obstaja natanko
dolocen ag € N, da velja

ag < x < ag—+ 1.

Stevilo ag igra vlogo celega dela realnega stevila z in je najvecje naravno
stevilo, ki ne presega x. V naslednjem koraku izberimo natanko dolocen
a; € {0,1,...,9}, ki zadosca

al a1 +1
1<« )
a0+10_a§<a0+ 10

Ta ap igra vlogo cifre, ki je tik za decimalno vejico v zapisu stevila z. V
podobnem slogu lahko dolo¢imo tudi preostale cifre za decimalno vejico. Ce
smo ze dolo¢ili prvih (k— 1) cifer, je na k-tem mestu cifra ay, za katero velja

as ap + 1

al a9 ag
LR

al
L i, %2
Wty T T ST ST 5t e
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Na ta nacin lahko vsakemu realnemu Stevilu = priredimo neskonéni decimalni
zapis
T = ap,a102...00k4+1 - - -

Razli¢cnima steviloma pripadata razli¢na zapisa, kar pomeni, da smo mnozico
realnih Stevil injektivno preslikali v mnozico vseh neskonénih decimalnih
zapisov. Moramo pa biti pri tej predstavitvi pozorni, saj omenjena preslikava
ni bijekcija. Z omenjeno konstrukcijo dobimo namre¢ samo decimalne zapise,
pri katerih se cifra 9 ne ponavlja od nekod naprej. Da bi bolje razumeli, zakaj
taksni zapisi ne pridejo v postev, si poglejmo decimalni zapis

0,99999. ..

Ce bi dani zapis predstavljal neko realno stevilo x, bi to tevilo bilo zgornja
meja mnozice S = { si | k € N} vseh koné¢nih decimalnih priblizkov
Sk = 0, 9...9
——
k
Stevila x. Torej bi veljalo x > sup S = 1, kar pa bi pomenilo, da se decimalni
zapis x ne zacne z (0. To pa je v protislovju z naso predpostavko.
Razen ravnokar omenjenih decimalnih zapisov pa vsak decimalni zapis
pripada nekemu realnemu Stevilu. Poljubnemu zapisu ag, aiazas ... lahko
namre¢ priredimo zaporedje racionalnih Stevil {gx }ren, kjer je

dr = ap,ay ... ag.

Mnozica {qg; | k € N} je navzgor omejena in njena najmanjsa zgornja meja
je ravno realno stevilo x, ki je predstavljeno z zapisom ag,ajasas . ... Velja
tudi ocena

T—qr < 10_k,

kar pomeni, da lahko vsako realno $tevilo aproksimiramo poljubno natan¢éno
z racionalnimi §tevili. Rec¢emo tudi, da je mnozica racionalnih Stevil gosta
v mnozici realnih Stevil.

Celim stevilom pri tej konstrukeiji ustrezajo natanko decimalni zapisi,
ki imajo za decimalno vejico same nicle, racionalnim Stevilom pa zapisi, ki
so od nekod dalje periodi¢ni (npr. é =0,3333...).

Negativnemu realnemu §tevilu z priredimo decimalni zapis, tako da pred
zapis Stevila —x (ki je pozitivno stevilo) dodamo negativen predznak.

Omenjena konstrukcija nam pokaze, kako lahko poljubnemu elementu
nekega sistema realnih Stevil priredimo neskon¢en decimalni zapis. Zato
bi lahko vzeli kar vse tako dobljene neskon¢ne decimalne zapise kot naSo
mnozico realnih stevil. Pomanjkljivost tega pristopa pa je v tem, da je za dva
decimalna zapisa, ki predstavljata iracionalni Stevili, nekoliko tezje definirati
njuno vsoto in pa produkt. Zato ponavadi v teoriji raje uporabljamo kaksne
druge sisteme realnih stevil.
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Iracionalna realna Stevila in obstoj korenov

Ena izmed motivacij za uvedbo realnih stevil prihaja iz potrebe po resevanju
polinomskih ena¢h. V tem razdelku si bomo pogledali, kako lahko s pomoc¢jo
aksiomov pokazemo, da ima vsako pozitivno realno Stevilo svoj kvadratni
koren in pa, da niso vsa realna Stevila racionalna.

Izberimo si poljubno realno stevilo a in si poglejmo enacbo v realnih
Stevilih

x° = a.

Ce je a < 0, vemo, da ta enacba nima resitev po Trditvi 4 (8), v primeru
a =0, pa je x = 0 njena edina resitev.

Naj bo sedaj a > 0. Ce je x; resitev zgornje enacbe, je tudi stevilo —z;
resitev iste enacbe. V tem primeru sta to tudi njeni edini resitvi. Ce namreé
za nek y velja y? = a, sledi y? = 22 oziroma (y — x1)(y + 1) = 0. Torej je
y = +x1. V naslednji trditvi bomo pokazali, da ima zgornja enac¢ba zmeraj
resitev v realnih Stevilih.

Trditev 11. Naj bo a pozitivno realno stevilo. Potem ima enacba x> = a
natanko eno pozitivno realno resitev, ki jo oznacimo x = +/a.

Dokaz. Definirajmo podmnozico realnih Stevil
S={z>0]2"<al.

Najprej pokazimo, da je S neprazna mnozica. Iz neenakosti a® < (1 + a)?a
sledi (1—%)2 < a. Ker je 0 < f, je torej {1, € 5.

Poleg tega je (1 +a)?> > a > 22 za vsak 2 € S, kar pomeni, da je
1 4+ a zgornja meja mnozice S. Po Dedekindovem aksiomu obstaja torej
(pozitivno) stevilo b = sup(95).

Sedaj imamo tri moznosti: b% > a, b?> < a in b? = a. Pokazati zelimo, da
velja b? = a, kar bo pomenilo, da je b resitev enacbe 22 = a.

(1) Recimo, da velja b > a. Vzemimo &tevilo ¢ = b — bQZZ" =10+ 9).
1z zapisa je razvidno, da je 0 < ¢ < b. Poleg tega je
(b? —a)? (b? —a)?

152 ZG+T>G.

Od tod bi sledilo, da je ¢ zgornja meja za S. Ker je ¢ < b, je to v protislovju
s predpostavko, da je b najmanjSa zgornja meja mnozice S.
(2) Recimo sedaj, da velja b?> < a. Potem lahko najdemo stevilo ¢, za

katerega velja 0 < c < bin c < “glfz. Sledi

A= -1 —a)+

(b+¢)% = b2+ c(2b+¢) < b2 + 3be < b2 + (a — b?) = a.

Torej je b+ c € S. Ker je b+ ¢ > b, je to v nasprotju s predpostavko, da je
b zgornja meja S.

(3) Preostane nam torej moznost b> = a, ki pove, da je b (edina) pozitivna
reditev enacbe 22 = a. Njena druga resitev —b je namreé¢ negativna. O
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Pri dokazu obstoja kvadratnih korenov pozitivnih §tevil je bila klju¢éna
lastnost realnih stevil, ki jo opisuje Dedekindov aksiom. V naslednji trditvi
bomo pokazali, da kvadratne enatbe zgornjega tipa niso vedno resljive v ob-
segu racionalnih Stevil, kar bo pomenilo, da racionalna stevila ne zadosc¢ajo
Dedekindovemu aksiomu.

Trditev 12. Enacba 22 = 2 nima resitev v racionalnih Stevilih.

Dokaz. Recimo, da je ()% = 2, kjer je ™ okrajsan ulomek. Sledi, da je
m? = 2n?. Zato sta m? in posledi¢no m sodi &tevili. Torej lahko pisemo
m = 2k za neko celo §tevilo k. Sedaj dobimo enakost m? = 4k? = 2n?
oziroma n’? = 2k%, ki nam pove, da je tudi n sodo stevilo. Pridemo v
protislovje s predpostavko, da je ulomek “* okrajsan. O

Kvadratni koreni so posebni primeri algebrai¢nih stevil, to je stevil, ki
so resitev kaksne polinomske enacbe s celimi koeficienti. Algebrai¢na Stevila
vsebujejo vsa racionalna Stevila in tudi sama tvorijo urejen obseg, ki pa
spet ne zados¢a Dedekindovemu aksiomu. Realnim §tevilom, ki niso niti
racionalna, niti algebrai¢na, re¢emo transcendentna stevila. Kljub temu, da
poznamo le nekaj transcendentnih Stevil kot sta npr. 7 in e, pa transcen-
dentna Stevila tvorijo veliko ve¢ino realnih stevil. V matemati¢nem jeziku to
pomeni, da je mnozica realnih Stevil ekvipolentna mnozici transcendentnih
Stevil.

Intervali, okolice in absolutna vrednost

V prejsnjih poglavjih smo se ukvarjali z algebrai¢nimi lastnostmi realnih
stevil. Dejstvo, da realna Stevila tvorijo urejen obseg pa nam omogoca,
da govorimo tudi o tem ali sta dve realni Stevili blizu skupaj ali pa dale¢
narazen. S pomocjo teh pojmov definiramo kljuéne pojme v matematiéni
analizi, kot so zveznost, odvedljivost in pa integracija.

Bistveno vlogo pri tem igrajo intervali. Poznamo zaprte, polzaprte in pa
odprte intervale:

[a,b] ={z €R|a < x < b},
(a,b] ={x € R|a <z < b},
[a,b) ={x € R|a <z < b},
(a,b) ={z eRla<z<b}
(ab) [c.d) lef]
a b ¢ de IR

Tocki a in b imenujemo robni tocki intervala, tocke v (a,b) pa notranjost
intervala. V vseh §tirih primerih je a najvecja spodnja meja, b pa najmanjsa
zgornja meja intervala. Ti primeri so tudi zgled, da je lahko najmanjsa
zgornja meja omejene mnozice véasih vsebovana v mnozici, véasih pa ne.
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Razdaljo med dvema realnima Steviloma merimo s pomocjo absolutne
vrednosti. Za vsak x € R definiramo

2] = x ;x> 0,
| —x ;z<0.

Absolutno vrednost lahko torej smatramo kot funkcijo
|.|:R—>R,

katere graf v R x R ima obliko

2r f(x) = I

Razdalja med realnima Steviloma x in y je potem definirana kot

Poglejmo si sedaj povezavo med absolutnimi vrednostmi in pa okolicami.

Definicija 13. Naj bo a € R in € > 0. Odprta krogla s srediséem v a in s
polmerom € je mnoZica

(a—eat+e)={xeRjla—e<z<a+t+e}={zeR]||z—a|l <e}.
Oznacimo jo s K(a,e€).
Naj bo sedaj A C R poljubna podmnozica in a € A.

- Tocka a je notranja totka mnozice A, ¢e obstaja ¢ > 0, da je K(a,€) C A.
- Mnozica A je odprta, ¢e je vsaka njena tocka notranja tocka.

- Mnozica A je zaprta, ¢e je mnozica A odprta.

Odprti intervali so odprte podmnozice, zaprti intervali pa zaprte podmnozice
realnih Stevil. Mnozici () in R sta hkrati odprti in zaprti. Polodprt interval
ni niti odprt niti zaprt.

Ce je a notranja tocka mnozice A, reGemo, da je A okolica tocke a.
Okolica realnega Stevila a je takSna podmnozica realnih Stevil, ki vsebuje
vsa realna Stevila, ki so dovolj blizu a. Polodprt interval je na primer okolica
vseh svojih notranjih tock, ni pa okolica robne tocke.

[c,d)
c a d R
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Realna stevila si geometri¢no predstavljamo kot tocke na realni premici.
Stevilo 0 igra vlogo koordinatnega izhodisca, stevilo 1 pa je na enotski odd-
aljenosti od izhodis¢a v smeri desno. Z absolutno vrednostjo |« —y| izmerimo
razdaljo med Steviloma x in y.

[x=yl

X 0v1 R
Trditev 14. Za poljubni realni stevili x in y veljajo:
1. |z|>04n (Jz| =0 <= z=0),
2. |wyl =|z|lyl,
S lz+yl <lzl+]y|in|e -yl <|z|+]yl,
4ozl =Tyl <lz+ylin(le] =yl <[z -yl

Dokaz. Tocki (1) in (2) sledita po kratkem premisleku direktno iz definicije
absolutne vrednosti.

Pri dokazu tocke (3) je dovolj pokazati samo prvo neenakost, saj druga
sledi iz prve, ¢e vstavimo namesto y Stevilo —y. V primeru, ko je x = 0
ali y = 0, ali pa sta x in y istega predznaka, imamo celo enakost, zato je
dovolj pogledati primer, ko je npr. < 0 in pa y > 0. Tukaj lo¢imo dva
primera. Ce je x +y > 0, se neenakost |z +y| < |2| + |y| prevede v
r 4y < —x+y, kar pa drzi, saj je z < 0. Ce pa je x4+ y < 0, pa dobimo
neenakost —x —y < —x + y, ki pa spet drzi, ker je y > 0.

Za dokaz tocke (4) je spet dovolj pokazati samo prvo neenakost. Iz tocke
(3) dobimo neenakost |a +b| < |a|+ |b| za poljubna a,b € R. Ce vzamemo
a=2x+1yin b= —z, dobimo

lyl=latbl <la[+[b]| =]z +y[+[—-a]=|z+yl+]|z],

kar nam da
—lz+yl <l|z|-]yl

V primeru a = x + y in b = —y pa dobimo na analogen nacin
|z =yl <[z +yl

Sledi ||| — | < |= + yl- =

Kompleksna stevila

Videli smo Ze, da znamo v obsegu realnih §tevil resevati enacbe tipa z? = a,
kjer je a pozitivno Stevilo. Vendar pa v realnih Stevilih ni resljiva ze tako
preprosta enacba, kot je

2 +1=0.
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Da bi znali resiti to enac¢bo, moramo dodati realnim Stevilom Se resitvi te
enacbe, ki ju imenujemo +i¢. Tako pridemo do obsega kompleksnih Stevil.
Osnovni izrek algebre (ki presega okvir tega predmeta) pravi, da znamo v
obsegu kompleksnih Stevil resiti poljubno polinomsko ena¢bo. To pomeni,
da se tu, vsaj s stalis¢a potrebe po reSevanju enacb, naSa pot konstruiranja
razliénih tipov Stevil ustavi. Seveda pa to ne pomeni, da ne obstajajo Se
kaksni drugi tipi objektov, ki imajo podobne lastnosti kot Stevila.

Obseg kompleksnih stevil definiramo na naslednji nac¢in. Kot mnozica je

C=RxR={(a,b)|a,beR}.
Na njej definiramo operaciji

(a,b) + (a',b') = (a+d', b+ 1),
(a,b) - (a', V') = (aa’ — bV, ab' + ba’).

Poleg tega oznacimo Se

(a,b)_1:< a b )

a2+ b2 a®+b?
Rutinsko se da preveriti, da tako definirani operaciji zado$¢ata prvim
desetim aksiomom, ki smo jih nasteli v razdelku o realnih stevilih.

Trditev 15. Kompleksna stevila tvorijo obseg.

Od tod sledi, da imajo kompleksna Stevila vse lastnosti, ki smo jih
dokazali v prejsnjih razdelkih za poljuben obseg. Velja pa opozoriti, da
kompleksna stevila ne zadoScajo preostalim trem aksiomom realnih Stevil.

Kompleksna stevila obi¢ajno oznacujemo s ¢rkama z in w. Nasprotno

stevilo Stevila z ozna¢imo z —z, obratno paz z~! = % Posebno vlogo igra
Stevilo

i=1(0,1).
Velja namre¢ i = —1 = (—1,0), kar pomeni, da sta §tevili +i resitvi enacbe

22 +1 =0 v obsegu kompleksnih stevil.
Realna stevila so v obsegu C predstavljena s podmnozico Stevil oblike

{(a,0)]a € R} C C,

kjer realnemu Stevilu a ustreza kompleksno stevilo (a,0). MnoZenje in
seStevanje na tej podmnozici

(a,0) + (a/,0) = (a +d’,0),
(a,0) - (d’,0) = (ad’,0),
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se ujema z ustreznima operacijama na mnozici realnih Stevil. Ponavadi

realna Stevila kar identificiramo z elementi mnozice {(a,0) |a € R} in piSemo
a=(a,0)zaack.

Poljubno kompleksno stevilo z = (a, b) lahko potem zapisemo v obliki

z = (a,0)+ (0,1) - (b,0) = a + ib.

To je zapis kompleksnih stevil, ki ga bomo ve¢inoma uporabljali zaradi enos-
tavnosti. Primeren je tudi za racunanje, ¢e upostevamo, da velja

Tako je npr.

(a + ib)(a’' +ib') = ad + iba’ + aib’ + i*bb’ = (aa’ — bb') + i(ba’ + ab'),
kar se ujema z definicijo mnozenja v obsegu kompleksnih stevil.

Vzemimo sedaj poljubno kompleksno stevilo z = a + ib. S predpisom

Z=a—1b

definiramo konjugirano Stevilo stevila z. Preprosto je preveriti, da velja

za a € R,
Ce je z = a+ib, velja z - Z = a® + b%> > 0, zato lahko definiramo absolutno
vrednost Stevila z s predpisom

|z|=Vz-Z=+Va2+b>>0.
Podobno kot pri realnih $tevilih velja |z | = 0 natanko takrat, ko je z = 0.
Kot smo videli, igrata realni stevili a in b v zapisu z = a + tb pomembno
vlogo. Zato uporabljamo oznaki
Re(z) = a, realna komponenta Stevila z,
Im(z) = b, imaginarna komponenta Stevila z.

S pomocjo konjugacije si lahko pomagamo tudi pri deljenju kompleksnih
Stevil. Naj bosta z in w kompleksni stevili in naj velja w # 0. Potem velja
z Z-w Z -

gl

wo ow-w |

[\

w|
Ker pa je |w|? pozitivno realno $tevilo, z njim ni tezko deliti. Ce je torej
Z-W=2x+1y, je

z

.Y
— = +1 .
w o |w? o |wl]?
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Zgled. Za kompleksno stevilo z = %7 kjer je a € R, izra¢unajmo njegovo

realno in imaginarno komponento, konjugirano kompleksno §tevilo in pa
absolutno vrednost.

Pisimo
_a+i_ (a+i)(a+i) a®+2ai—1
Ca—i (a—i)(a+i)  a?+1
Od tod sledi
2
a®—1
R = -
o(2) a?+1’
2a
I -
m(z) pra—
Poleg tega je
o a—1
zZ = -
a—+1
in zato ) )
_ atira-—1
z-Z= : - =1=z| =1
a—1a-+1

Trditev 16. Za poljubni kompleksni stevili z in w veljajo:
(1) |z-wl=[z||w],
(2) lz+wl<|z|+|wl,
(3) Izl = wll <[z +wl.

Dokaz. Za dokaz tocke (1) si poglejmo enakosti

lz-wlP=z w-zZw=z-w-zZ- W= |z} |w|=(z]|w|)?

od koder sledi |z - w| = |z ||w].
Pisimo sedaj z = a + ib in w = x + iy. Potem velja

lz+w|=|(a+z)+ilb+y) =V (a+2)2+ (b+y)>2
= a2 + 2ax + 22 + b2 + 2by + 12,
= V|22 +|w|?+2(az + by).

Poleg tega velja tudi

lax + by| = \/(az + by)? = \/(a® + b2)(22 + ) — (ay — bx)?,

kar nam da oceno

jaz +by| < V/(a? +62)(22 +42) = | z[|w].

Torej je
—lzllw| <az+by <|z||w]
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in zato iz enakosti |2 + w| = /| 2|2 + |w [2 + 2(az + by) sledi

VIzP+[w =2[z][w] < [z +w| < V]2 P+ w?+2[ 2] w].
Tako smo prisli do neenakosti
lz] = lwll <[z +w| <[z]+|w],
ki dokazeta tocki (2) in (3). O

Geometricna upodobitev kompleksnih stevil

Geometricno si kompleksna Stevila predstavljamo s pomocjo kompleksne
ravnine.

y Im
Z| CO! = i
ib ”|7|”Si¢”‘z_a+|b
|
|
|
Y iasng
| |
|
|
¢ .
-1 0 1 a Re
—i

Kompleksno stevilo z si predstavljamo kot vektor (Re(z), Im(z)) v ravnini.
Absolutna vrednost |z | nam predstavlja dolzino tega vektorja, argument

arg(z) = ¢, arg(z) € [0,2m)

kompleksnega Stevila z pa je kot med realno osjo in pa vektorjem, ki pripada
Stevilu z. SeStevanje kompleksnih Stevil pri tem ustreza seStevanju vektorjev.

o
-

Re
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Pogosto nam pride prav tudi polarni zapis kompleksnega Stevila
z=|z|(cos ¢ + ising).
Ce pisemo w = | w |(cos ) + isinp), namreé sledi
zw = |z||wl|(cos p+isin¢)(cosp+isiny) = | z || w|(cos(p+1)+isin(p+1)))

Od tod lahko sedaj razberemo, kaj nam geometricno predstavlja mnozenje
kompleksnih stevil. Mnoziti dano §tevilo z s kompleksnim stevilom w pomeni
hkrati skalirati vektor z za faktor | w | in nato zavrteti za kot 1) okoli izhodisca.
Ce je w realno stevilo, imamo torej mnozenje vektorja s skalarjem, ¢e pa je
|w| = 1, pa vrtenje vektorja za kot 1. Na skici je prikazano mnozenje stevila
z s kompleksnim Stevilom 0.5¢. Vidimo, da ustreza mnozenje s Stevilom ¢
ravno vrtenju za pravi kot okoli izhodisca.

0.5iz /

De Moivrova formula in koreni enote

Poleg kartezi¢nega in polarnega zapisa kompleksnega Stevila nam pri ra¢unanju
pride prav tudi Eulerjev zapis
2 = |z]e”,

kjer je |z| absolutna vrednost, ¢ pa argument (polarni kot) stevila z. Za nas
bo Eulerjev zapis zaenkrat le pripomocek za racunanje, kasneje pa bomo
pokazali, da velja Eulerjeva formula

€' = cos ¢ + isin ¢.

Spomnimo se, da za mnozenje kompleksnih stevil z = |z[e!? in w = |w|e
velja
z-w = |z||w|(cos(¢ + ) + isin(¢ + 1)).
Od tod lahko s pomoé¢jo matemati¢ne indukcije izpeljemo, da za vsak n € N
velja
2" = |2["(cos ng + isinng) = |z|"e"?.

Tej enakosti re¢emo de Moivrova formula.
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Zgled. Kot zgled uporabe de Moivrove formule si poglejmo, kako lahko
ra¢unamo korene kompleksnih stevil. Izberimo poljuben nenic¢eln w € C in
si poglejmo enacbo

2" =w

za nek n € N. Stevilo w je torej fiksno, stevilo z pa je neznanka. Najprej
zapisimo obe &tevili v Eulerjevem zapisu: z = [z]e?® in w = |w|e¥. Z
uporabo de Moivrove formule se nasa enacba prevede v enacbo

|z|"e™® = |wlet.

Ker sta dve kompleksni Stevili enaki, ¢e imata enako dolzino in enak polarni
kot, od tod sledi |z|" = |w| in n¢ = ¢ + 2k7, oziroma

2| = V/wl,

Razli¢ne resitve dobimo za k € {0,1,2,...,n — 1}, zapiSsemo pa jih lahko v
obliki P
G 5), ke {0,1,2,...,n—1}.

Resitve lezijo na kroznici s polmerom {/|w| in tvorijo oglis¢a pravilnega
n-kotnika. Poglejmo si primer n = 5.

2z = V/|w

Z
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2 | e 95

Poseben, pomemben primer so koreni Stevila 1, ki jim recemo koreni enote.

Kvadratne enacbe v kompleksnih Stevilih

Za kvadratno enacbo ax?4bx+c = 0 v realnih §tevilih vemo, da ima natanko
dve resitvi, ki ju dobimo po formuli

—b+ Vb? —4ac
2a '

12 =

Ce je diskriminanta D = b?> — 4ac negativna, enacba nima realnih resitev.
Na naslednjih primerih si bomo pogledali, kako se reSuje kvadratne enacbe
v obsegu kompleksnih Stevil.
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Zgled. (1) Resimo najprej enacbo
2? =2
v kompleksnih §tevilih. Pisimo z = a + ib. Potem se enacba 22 = 2i glasi
a® — b* 4 2iab = 2i.

Od tod dobimo sistem dveh ena¢b v realnih stevilih

a® —b* =0,

2ab = 2.
Iz druge enacbe sledi, da sta a in b nenicelni Stevili in da je b = é Ce
to vstavimo v prvo enacbo, dobimo enacbo a* = 1, ki ima resitvi a = +1.

Potem pa je b = +1 in zato sta resitvi enacbe 22 = 2i
z12 = £(1+1).
(2) Malo bolj splosna je enacba
22 =+ iv,

kjer sta u,v € R. Z uporabo z = a + ib pridemo do sistema enacb

a - =u,
2ab = wv.

Sedaj lo¢imo ve¢ moznosti.
Cejev=0:

. u:():>21,2:0.
cu>0=a#0inb=0. Sledia = +y/uin 212 = £y/u+1i-0.
cu<0=a=0inb#0. Sledi b =%/ —uin 212 =0+ i/—u.

Naj bo sedaj v # 0. Potem iz druge enacbe sledi, da sta a in b nenicelni

Stevili in b = 5-. Ce to vstavimo v prvo enacbo, dobimo po preureditvi

enacbo
4a* — 4a%u —v® = 0.

Ob uvedbi nove spremenljivke s = a? > 0 pridemo do kvadratne enacbe
4% —dus —v? =0
za spremenljivko s, katere reSitvi sta

_dutV16u? + 1602w+t Vu? +v?
N 8 N 2 '

81,2
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Ker pa je Vu? +v2 > u in s > 0, je mozna samo resitev

u + Vu? + v?
§= ——.
2

Z upostevanjem enakosti a = £4/s in b = 34, dobimo resitev

u+\/u2+v2+. v )
i
V2 V2V u + V2 + 02

212 = :|:<

Vidimo torej, da ima ena¢ba 22 = u + v v kompleksnem vedno dve regitvi
(razen pri u + iv = 0), ki ju ozna¢imo z oznako ++/u +iv. Za razliko od
situacije pri realnih stevilih tukaj nimamo ene odlikovane resitve; velja le, da
sta resitvi nasprotni si Stevili. Primer (1) bi torej lahko povzeli z enakostjo

V2 = +(1+14).
(3) Poglejmo si sedaj se splosno kvadratno enacbo
az? 4+ Bz+~v=0,
kjer je o # 0. Naredimo lahko podoben postopek kot v realnem primeru:

az? + Bz+~=0,

z2+2£2—|—120,
2a «
B>2 v B
PR i—izo
<Z+2a +a 402 ’
)2 _ it
(Z+2a  4a?

Tako smo prisli do primera enacbe iz tocke (2). Sledi

2_ 4 2 _ 4
s Pty VB —day
2a¢ 4a2 2a¢

_ I
_pEE e

kar nam da

21,2

Se enkrat opozorimo, da je tukaj misljen kvadratni koren v kompleksnem,
kot smo ga definirali v primeru (2).

Poglejmo si na hitro Se neenacbe. Ker kompleksna Stevila niso urejena,
direktno ne moremo studirati kompleksnih linearnih, kvadratnih in ostalih
neenacb. Smisel imajo le neenacbe, kjer najprej kompleksno neznanko pres-
likamo v realna stevila s kaksno funkcijo (kot so npr. absolutna vrednost ali
realna oziroma imaginarna komponenta) in nato studiramo realno neenacbo.
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Zgled. Opisimo mnozico resitev neenacbe |z — A| < R, kjer je A € C.
Pisimo z =z + iy in A = a + ib. Potem je

2= Al =|(z—a) +ily —b)| = V(& —a)? + (y —b)*

Resitve neenacbe |z — A| < R so torej tocke (z,y) v kompleksni ravnini, za
katere je
(x—a)*+ (y—b)? < R~

To pa so tocke, ki lezijo znotraj kroga s sredis¢em v (a,b) in s polmerom R.

Im
|z—2-1.5i|<1
y
/
/
\: « 2+1.5i
\
i \
l21<05 |- —
£
T ]
Y 1 Re
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