Matematika 1
Resitve 1. sklopa nalog

Mnozice

V matematiki mnozice pogosto lo¢ujemo glede na njihovo mo¢ oziroma velikost. Za mnozici
A in B recemo, da sta ekvipolentni oziroma enako mocni, ¢e obstaja bijekcija med njima. V
fiziki so pomembne predvsem:

- kon¢éne mnozice,
- Stevno neskonéne mnozice (te so ekvipolentne mnozici naravnih stevil N),

- mnozice z mocjo kontinuuma (te so ekvipolentne mnozici realnih stevil R).
(1) Poisci bijekcije:
(a) N— NuU{0},

(b) N = 5N,
(¢) N—Z.

Resitev: Pri tej nalogi bomo pokazali, da so mnozice NU {0}, 5N in Z stevno neskoncne.

Ce je A stevno neskonéna mmnozica, nam bijekcija f : N — A omogoca, da elemente
mnozice A razvrstimo po vrsti. Ce na primer definiramo a,, := f(n) € A, dobimo razpored

ai, az,as, . ..

Ce zelimo pokazati, da je dana mnozica Stevno neskonéna, je na intuitivni ravni zato
dovolj, da elemente mnozice razvrstimo po vrsti, formalno pa lahko nato iz tega razporeda
razberemo predpis za iskano bijekcijo.

(a) Najprej se spomnimo definiciji obeh mnozic:
N={1,2,3,4,...},
Nu{0} =1{0,1,2,3,...}.
Od tod dobimo idejo, kako bi elemente obeh mnozic povezali v pare
1 2 3 4 5 6
01 2 3 4 5
Sedaj definirajmo funkciji f: N — NU {0} in g : NU {0} — N s predpisoma
f(n)=n-1, n €N,
g(k) =k+1, k e NU{0}.
Potem velja go f = idy in f o g = idnujo}, kar pomeni, da je f bijekcija.

(b) Mnozica 5N je mnozica petkratnikov naravnih stevil

5N = {5,10, 15,20, ...}.



Naravno se nam ponudi naslednje nastetje veckratnikov stevila 5

1 2 3 4 5 6
5 10 15 20 25 30

od koder preberemo, da sta iskani bijekciji f: N — 5N in g : 5N — N dani s predpisoma
fn) =
g(k) =

ot

n, n €N,

k € 5N.

o] I

(c) Bijekcij med mnozicama celih in pa naravnih §tevil je veliko, ni pa kaksne posebe;
odlikovane. Uporabimo lahko na primer naslednjo postavitev celih stevil po vrsti

1 2 3 4 5 6
01 -1 2 -2 3
Ustrezni bijekciji f : N — Z in g : Z — N sta dani s predpisoma

; n sod,
n—1 . :
== ;5 nlih,

2k i k>0,
g(k)Z{

| IS

=
2k|+1 ; k<0.

Dokazi:
(a) Neskonéna podmnozica stevno neskonéne mnozice je Stevno neskoncna.

(b) Karteziéni produkt stevno neskonénih mnozic je stevno neskoncen.

Resitev: (a) Naj bo A stevno neskonéna mnozica in f : N — A bijekcija. S pomocjo
funkcije f lahko elemente A uredimo po vrsti

A={ay,a9,as,...}.
Ce je S neskonéna podmnozica A, je oblike
S =Aai,,aiy, a5, ...},
kjer je i1 < 19 < i3 < ---. Preslikava g : N — S| definirana s predpisom
g(n) = a,,

je potem iskana bijekcija.

(b) Naj bosta sedaj A in B §tevno neskonéni mnozici. Elemente A x B lahko potem
razporedimo v tabelo

(Cll, bl) (fl1, 52) (Ch, b3)

(az,b1) (az,b2) (az,bs)

(0'37 bl) ((1,3, b2) (CL3, bS)



Definirajmo sedaj funkcijo f : N — A x B, tako da elemente mnozice A x B $tejemo po
‘diagonalah’ v vrstnem redu (aq,by), (ag, b1), (a1, bs), (ag, b1), (az,b2),.... Tako definirana
funkcija f je bijekcija.

Opomba: Od tod sledi, da je mnozica racionalnih Stevil Q Stevno neskonc¢na. Mnozico
racionalnih stevil si namre¢ lahko predstavljamo kot neskon¢no podmnozico mnozice
ulomkov

{%]mEZ,nEN}NZxN,
ki pa je Stevno neskoncna. O]
Poiséi bijekcije:
(a) (0,1) =R,

(b) (—=5,00) = R,
(¢) [-5,00) = [—1,1).

Resitev: Pri tej nalogi bomo pokazali, da imajo koncni in polneskon¢ni intervali v bistvu
vsi enako Stevilo elementov, kot jih ima mnozica realnih stevil. Moznih bijekcij je seveda
veliko, poskusali pa bomo najti kaksne razmeroma preproste.

(a) V tem primeru is¢emo bijekcijo med konénim odprtim intervalom (0, 1) in pa mnozico
realnih stevil R. Lahko bi nasli racionalno funkcijo, ki bi imela pola v robnih tockah
intervala (0, 1), lahko pa vzamemo tudi funkcijo f : (0,1) — R s predpisom

f(z) =tg (mc — g)

Preslikava f je potem bijekcija z inverzom

3Ll

(b) Sedaj is¢emo bijekcijo med polneskonénim intervalom (—5,00) in pa realnimi stevili.
En primer bijekcije je logaritemska funkcija f : (=5, 00) — R, dana s predpisom

f(z) =In(x + 5)

In z inverzom

fHz)=e"—5.



(c) Tokrat is¢éemo bijekcijo med polneskonénim intervalom [—5, 00) in konénim intervalom
[—1,1). Vzamemo lahko na primer racionalno funkcijo f : [-5,00) — [—1, 1) s predpisom
2
= 1
/() x+6 i
Njen inverz ima predpis
2
1 . .
e =
yio,
N
S 1 | B ‘.

Opomba: Preslikave, ki smo jih konstruirali pri tej nalogi so vse zvezne. Lahko pa bi
konstruirali tudi kaksne nezvezne bijekcije. O

(4) Poiséi bijekcijo: [0,1] — (0,1).

Resitev: V tem primeru ne bomo mogli najti zvezne bijekcije f : [0, 1] — (0, 1), ker taksne
preslikave sploh ni. Zato se bomo morali malo bolj potruditi. Ozna¢imo z A C [0,1] in
A" C (0,1) podmnozici

Po eni strani sta mnozici A in A’ ekvipolentni (eksplicitna bijekcija je f : A — A’ s

f
predpisom f(0) = § ter f(+) = —5 zan > 1), po drugi strani pa je [0,1]\ A = (0,1) \ A".



Bijekcijo F' : [0,1] — (0,1) bomo konstruirali tako, da bomo tocke izven A pustili pri
miru, tocke v A pa preslikali s funkcijo f:

Tako definirana funkcija je bijekcija.

Opomba: Na podoben nacin lahko pokazemo, da so mnozice [0, 1], (0,1), [0,1) in (0, 1] vse
paroma ekvipolentne. 0

Poiséi bijekcijo: [0, 1] x [0, 1] — [0, 1].
Resitev: Vsako realno stevilo z € [0, 1) lahko enoli¢no zapisemo v obliki
0, 12073 ...,

kjer se cifra 9 ne ponavlja od nekod dalje. To pomeni, da npr. stevilo 0,123 zapiSemo v
decimalni obliki 0,123000. .. in ne v obliki 0, 122999 . ... Naso bijekcijo bomo definirali v
dveh korakih.

1. korak: bijekcija [0,1) x [0,1) — [0, 1).

Decimalke stevila a € [0,1) razdelimo v bloke oblike 99...9k, kjer je k # 9, ter z q;
oznacimo i-ti blok. Za a = 0,929941 je npr. a; = 92, a5 =994, a3 =1 ter a; = 0 za i > 4.
Sedaj definiramo f :[0,1) x [0,1) — [0, 1) s predpisom

f(O, ajasas. .., 0, blbgbg Ce ) = 0, albla2b2a3 e

Potem je f bijekcija z inverzom f~1(0,cicocs...) = (0,cie305. .., 0, cacycs . . .).
2. korak:
Izberimo poljubno bijekcijo F' : [0,1] — [0, 1). Potem je

Flo fo(F x F):[0,1] x [0,1] — [0,1]

iskana bijekcija.

Opomba 1: Ce bi stevila razdelili na bloke velikosti ena in uporabili isto preslikavo, bi
dobili injekcijo, ne pa surjekcije, saj npr. Stevilo 0,292929292929 ... ne bi lezalo v sliki.
Bi pa od tod lahko s pomocjo Cantor-Bernstein-Schroederjevega izreka sklepali, da sta
[0,1] in [0,1] x [0, 1] ekvipolentni, ne da bi konstruirali bijekcijo.

Opomba 2: Intuitivno si mnozico [0, 1] predstavljamo kot ’enodimenzionalen prostor’,
mnozico [0,1] x [0,1] pa kot ’dvodimenzionalen prostor’. Iz te naloge torej sledi, da se
nase pojmovanje 'dimenzije’ ne ujema povsem z rezultati iz teorije mnozic. Ce hocemo
dimenzijo mnozice definirati na nacin, ki je blize nasim pricakovanjem, se moramo omejiti
na zvezne preslikave. Izkaze se, da ne obstaja zvezna bijekcija [0, 1] x [0,1] — [0,1]. O

Dokazi ekvipolentnost: R™ ~ R.

Resitev: Pri tej nalogi bomo uporabili naslednji dve lastnosti ekvipolence mnozic:

Ceje A~BinB~C,je A~ C.
CejeA~A inB~B,jeAx A ~BxB.



Nalogo bomo sedaj dokazali z indukcijo na n. Za n = 1 ni kaj dokazovati.

Privzemimo sedaj, da velja R® ~ R. Potem je
R =R x R'~ R x R.
Iz prejsnjih nalog pa sledi, da je
RxR~(0,1) x (0,1) ~[0,1] x [0,1] ~ [0,1] ~ R,

kar smo zeleli dokazati.

Opomba: V okviru teorije mnozic torej ne moremo loc¢iti med sabo mnozic R™ pri razli¢nih
n-jih. Razlog ti¢i v tem, da smo preprosto spregledali del strukture teh mnozic. Ce si
elemente R™ (recimo za n = 1,2,3) predstavljamo kot tocke v prostoru, lahko smiselno
definiramo pojem razdalje med dvema elementoma. Tako postane R™ topoloski prostor. V
okviru teorije topoloskih prostorov so vsi prostori R” med sabo paroma razlicni. Korektno
lahko tudi definiramo pojem dimenzije topoloskega prostora, tako da je npr. dimenzija
R™ enaka n. [

Naj bo f: X — Y. Dokazi, da je f(AN B) = f(A) N f(B) za vsaki A, B C X natanko
tedaj, ko je funkcija f injektivna.

Resitev: Najprej se spomnimo, da je funkcija f : X — Y injektivna, ¢e poljubna razlicna
elementa mnozice X preslika v razlicna elementa mnozice Y.

X. ‘ |

Pri tej nalogi bomo pokazali, da lahko injektivnost definiramo e malo splosneje. Ce sta
A, B C X poljubni podmnozici, potem injektivna preslikava f preslika A bijektivno na
f(A), B pa bijektivno na f(B). Pokazali bomo, da f potem preslika mnozico A N B
bijektivno na f(A) N f(B).

X Y
A . f(A)
ANB - f(ANB)
B - f(B)

Ekvivalenco dveh izjav dokazemo tako, da dokazemo obe implikaciji.
(=) Denimo, da je f(ANB) = f(A)N f(B) za vsaki A, B C X. Zelimo pokazati, da je
potem f injektivna preslikava.

Izberimo razlitna x,y € X in definirajmo mnozici A = {z} in B = {y}. Potem je
ANB=0inzato ) = f(ANB) = f(A)N f(B). Od tod sledi f(z) # f(y), kar pa pomeni,

da je f injektivna.



(<=) Denimo sedaj, da je f injektivna preslikava in naj bosta A, B C X poljubni. Enakost
f(ANB) = f(A) N f(B) dokazemo tako, da pokazemo, da velja f(ANB) C f(A)N f(B)
in f(A)N f(B) C f(AN B).

f(ANB) C f(A) N f(B): Izberimo y € f(AN B). Potem je y = f(x) zanek x € AN B,
od koder sledi, da je y € f(A) iny € f(B).

Opomba: Zgornja inkluzija velja za poljubno funkcijo.

fANf(B)C f(ANB): Najboy € f(A)Nf(B). Potem lahko najdemoa € Ainb € B,
da velja y = f(a) = f(b). Ker pa je f injektivna, od tod sledi a = b =x € AN B. Torej
jey e f(ANB). ]

Naj bo f : X — Y. Dokazi, da je f(f~'(B)) = B za vsak B C Y natanko tedaj, ko je
funkcija f surjektivna.

Regitev: Funkcija f : X — Y je surjektivna, ¢e je vsak element mnozice Y slika vsaj enega
elementa mnozice X.

Praslika mnozice B C Y glede na funkcijo f je mnozica
[ (B)={z € X|f(z) € B}.

Pri tej nalogi bomo pokazali, da je za surjektivno funkcijo f vsaka podmnozica B C Y
slika svoje praslike f~1(B). Praslika f~1(B) je hkrati tudi najve¢ja podmnozica mnozice
X, ki se preslika v B.

(=) Denimo, da je f(f *(B)) = B za vsak B C Y. Izberimo B = Y. Potem je
F(f7HY)) =Y, od koder sledi, da je f surjektivna.

(«<=) Denimo sedaj, da je f surjektivna funkcija.

f(fYB)) c B: Cejex e f(B), je po definiciji f(z) € B.

Opomba: Zgornja inkluzija velja za poljubno funkcijo.

B C f(f~(B)): Naj boy € B. Ker je f surjektivna, obstaja x € X, da je y = f(z). Ker
je f(z) =y € B, jex € f~}(B), od koder sledi y = f(z) € f(f~1(B)). O

Najbo f: X =Y, A, B CY. Dokazi enakosti mnozic:

(a) fHAUB) = fH(A) U f(B),
(b) fTHANB) = (AN fY(B).

Resitev: (a) Poglejmo si ekvivalence:

€ fHAUB) <= f(z) € AUB <=z € f (A aliz € f1(B) <=z € f 1 (Auf (B).



(10)

(b) Sledi iz ekvivalenc:
r€ [YANB) <= f(z) € ANB<=2x2¢c f Y (A)inzc [Y(B) <z c f[1(ANfB).
O

Najbo f: X Y ing:Y — Z. Dokazi:

)¢

a) Ce sta f in g injektivni, je g o f injektivna.
e sta f in g surjektivni, je g o f surjektivna.

(
(b)
(c¢) Ce je go f injektivna, je f injektivna.
(d) Ce je go f surjektivna, je g surjektivna.

Regitev: (a) Vzemimo z,y € X, x # y. Potem je f(x) # f(y) (ker je f injektivna), od
koder sledi g(f(x)) # g(f(y)) (ker je g injektivna).

(b) Vzemimo poljuben z € Z. Ker je g surjektivna, obstaja y € Y, da je g(y) = z. Ker
pa je f surjektivna, obstaja tudi z € X, da je f(x) = y. Sledi z = g(f(z)).

(¢) Vzemimo z,y € X, x # y. Ker je go f injektivna, je g(f(z)) # g(f(y)). Sledi

f(@) # f(y).

(d) Vzemimo poljuben z € Z. Ker je go f surjektivna, je z = g(f(z)) za nek = € X.
Sedaj velja z = g(y), kjer je y = f(z) € Y. O



