Matematika 1
Resitve 9. sklopa nalog

Nedoloceni integral

(4) Izracunaj integrale trigonometri¢nih funkeij:

1
—d
(&) /5+4cosx x,
1
b dz,
(b) /sin2x+20082x o

cos T
— dx.
(c) /2—|—Sinx v

Resitev: Priintegralih tipa [ R(cos z,sinx) dz, kjer je R racionalna funkcija, si pomagamo
z univerzalno trigonometri¢no substitucijo

tg L =1t
g2_'

7 uporabo trigonometri¢nih enakosti lahko izrazimo:
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kar nam problem prevede na integriranje racionalnih funkcij.
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Univerzalna trigonometricna substitucija nas sicer vedno pripelje do rezultata, vendar
pa v primeru, ko nastopata sin in cos v integrandu v visjih potencah, hitro pridemo do



kompliciranih racionalnih funkcij. Zato se nam splaca na zacetku s pomocjo adicijskih
izrekov ¢imbolj znizati potence v integrandu.
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dr= [ —  do= | —— o= [ —_da.
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Sedaj uvedimo novo spremenljivko 2z = u in nato Se tg § = t. Sledi

1 2 du 1 2dt
s 2 dr = —dx = _ = T . 5
sin“ x + 2 cos? x cos2x + 3 cosu + 3 L 4+3 1+t
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cos T
—duv:
(c) / 2+sinx ‘

Ta integral lahko izracunamo brez uporabe univerzalne trigonometri¢ne substitucije, ce
poskusimo z novo spremenljivko ¢ = 2 + sinx. Potem je dt = cosz dz in

dt
/ﬂdmz/—zln]t|+C:ln|2+sinx\+C.
2+sinx t

(5) Izracunaj integrale iracionalnih funkcij:

0) [ =

(©) z+3 J
C — dx
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Resitev: Integrale tipa [ N/ integriramo na naslednji nacin:

(1) Ce je polinom p konstanten, integral prevedemo na enega izmed integralov:
. [T
= arcsin (—) +C, a>0,
a
zln‘x—i-\/xQ—aQ
x+\/x2+a2> +C, a>0.
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N
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(2) Ce je p poljuben polinom, uporabimo nastavek

\/ax2+bx+c+/

+C, a>0,

/ p() dxr = p(x) ¢ dz,
var? +bx +c vax?+bx +c

kjer je C' konstanta, polinom p pa ima stopnjo eno manjso kot p.
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a) | ———=dx
vV + x?
Med ra¢unanjem bomo uvedli novo spremenljivko ¢t = = + %, kar nam da dxr = dt in
/ / / St [

n —_ —
42 T —|— —1 4
\/ 4 \/
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+C,
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b / ——dx
) V2r — x?
Pri tem primeru bomo uvedli novo spremenljivko ¢ = x — 1, kar nam spet da dr = dt.
Sledi

= arcsint + C' = arcsin (z — 1) 4+ C.

(0) x+3
\/a:2+4$

V tem primeru bomo uporabili nastavek
r+3
————dr = AVa2? + 4z +/
Va?+dz
7 odvajanjem te enakosti dobimo

r+3 Alx+2) B A +2)+B

= +
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S primerjavo koeficientov polinomov v Stevcu pridemo do sistema dveh enacb za dve
neznanki:

B d
x
Va?+ 4z

A=1,
94+ B = 3,

ki ima resitev A = B = 1. Tako dobimo:

x+3 dx dx
—d:v:\/:l?2+4x+/—:\/x2+4x+/ ;
Va? +4x Va? + 4z Vix+2)2—4

:\/x2+4x+ln‘x+2+\/x2+4x‘+C.

Zadnji integral lahko izracunamo z uvedbo nove spremenljivke ¢t = x + 2. O]



Doloceni integral

1
(1) Izracunaj doloceni integral [ z?dz s pomocjo prevedbe na Riemannovo vsoto.

0

Resitev: Doloceni integral fj f(z) dx zvezne, pozitivne funkcije f na intervalu [a, b] lahko
geometricno interpretiramo kot ploscino lika med grafom funkcije in abscisno osjo.

S pomocjo Riemannovih vsot lahko doloceni integral fab f(z) dz izra¢unamo takole:
—a . .
za 0 < ¢ < n na n enakih delov.

- Najprej razdelimo [a, b] s tockami z; = a + -
n

b
b—a <
: dr ~ i) ... pribliz dnost.
/f(x) x " ;f(x) priblizna vrednos
b

n

b—a
. =1l /). ..toc :
/f(x) dx Jim — 2_1 f(z;) ... to¢na vrednost
Lik aproksimiramo z unijami pravokotnikov, nato pa pogledamo limito aproksimacij, pri

katerih so Sirine pravokotnikov ¢edalje manjse.
Sedaj bomo izracunali ploséino lika pod kvadratno parabolo na intervalu [0, 1].

y
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Izracunajmo najprej priblizek za ploséino, ki ga dobimo, ¢e interval [0, 1] razdelimo na
n enakih delov. Ker je funkcija f(z) = x? na tem intervalu narascajoca, bo ta priblizek

(n+1)2n+1)

vecji od dejanske ploscine.
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Pri izracunu smo uporabili formulo za vsoto kvadratov prvih n naravnih stevil

& nn+1)2n+1)

ZZQ: 6 ’

=1

ki jo lahko dokazemo z indukcijo. Natancna vrednost ploscine lika pa je enaka

1
, +1)(2n+1) 1
*de =1 (n =-.
/m r = lim o 3

n—oo

0



(2)

[zracunaj doloc¢ena integrala s pomocjo Newton-Leibnizeve formule:

2w
(a) / cos® z dx,

/ /1+C082x

Resitev: Doloceni integral je s pomocjo Riemannovih vsot praviloma zelo tezko izracunati,
zato ga obic¢ajno racunamo s pomocjo Leibnizove formule. Naj bosta f in F' zvezni funkciji
na [a, b], za kateri velja F'(x) = f(z) za x € (a,b). Potem velja

/ f(z)dx = F(b) — F(a).

2m 2m
1 2 1
(a)/ COS2ZEdJZ=/ wdmz Ty S sinor
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Opomba: Na ta integral pogosto naletimo, zato se splaca zapomniti naslednjo lastnost.

Velja

b b
h—
/sianxda::/ cos® kx dx = 2a7

¢e je dolzina intervala [a, b] veckratnik periode funkcij sin k2 oziroma cos kz. To pomeni,
2

da je b —a =n - 7F za neko naravno stevilo n.

(b) Za izracun tega integrala najprej opomnimo, da velja

1 ) m
1Hoos2e _ rosz= ] st zel0 5]
9 —CoST ;T €E [5,77]-
Tako dobimo
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S trapezno metodo za n = 4 in Simpsonovo metodo za n = 2 priblizno izrac¢unaj integral

s

sinx
dx.
T

0

Resitev: Pritej nalogi bomo spoznali dve numeri¢ni metodi za priblizni izracun dolo¢enega
integrala, ne da bi dejansko poznali nedoloceni integral. To je Se posebej uporabno, ko
imamo opravka s funkcijami, katerih nedoloceni integrali niso elementarne funkcije.

Kot primer si bomo pogledali funkcijo f(x) =
pa se pri filtriranju signalov.

=2%. Recemo ji tudi sinc funkcija, uporablja



=Y

Pri trapezni metodi lik, ki ga dolo¢a funkcija f na [a, b], aproksimiramo z unijo trapezov.
Pri tem uporabljamo naslednji algoritem:

(b—a)

- Razdeli [a, b] s tockami z; = a + 1 - ,za 0 <1 <n,nan delov in pisi y; = f(x;).

b—a
'/f(x)dx:7(y0+2y1+2y2+"'+2yn—1+yn)+Rn'

Izraz R, je napaka aproksimacije, ki jo lahko ocenimo navzgor s formulo

(b — CL)3 "

|R,| <

Vsak izmed dobljenih n trapezov ima visino enako b’Ta, izraz v oklepaju pa predstavlja
dvakratnik vsote njihovih srednjic. V nasem primeru bomo lik, ki je pod grafom funkcije

sinx

f(x) = *2% na intervalu [0, ], aproksimirali s Stirimi trapezi.

xY

X1 : X‘z 2 X3 P
Vidimo, da se nas priblizek le malo razlikuje od dejanskega lika.

Najprej napisimo tabelo vrednosti:

y; 1.000 0.900 0.636 0.300 0.000

Od tod dobimo aproksimacijo

s

/ T G~ g (1+ 2(0.900 + 0.636 + 0.300) + 0) = 1.835.
. 1.835

0

Pri Simpsonovi metodi lik, ki ga doloca funkcija f na [a, b], aproksimiramo z unijo n likov,
ki so od zgoraj omejeni s kvadratno parabolo, ki interpolira po tri zaporedne tocke. V
tem primeru vzamemo 2n delilnih tock. Doloceni integral je potem enak

b—a
/f(:c)dx:6—n(y +4y1 + 2y + -+ 4yon—1 + Yon) + Ry,

a



kjer lahko napako aproksimacije ocenimo s formulo

(b —a)® (4)
Bl < g5t xe[ab]|f (@)l

V tem primeru bomo lik, ki je pod grafom funkcije f(z) = % na intervalu [0, 7|,
aproksimirali z dvema likoma, ki sta omejena z grafoma parabol, ki interpolirata tocke

{(z0, f(20)), (1, f(21)), (w2, f(22))} ozivoma {(x, f(w2)), (w3, f(23)), (x4, f(24))}. Sledi

™

/ T G~ 1”_2 (14 4(0.900 + 0.300) + 2 - 0.636 + 0) = 1.851.

X

0

Natancna vrednost tega integrala, zaokrozenega na tri decimalke, je enaka

™

/ ST g = 1.852.

xT

0

Vidimo, da je aproksimacija s Simpsonovo metodo precej dobra.

¢
/Slidt

je nedolocen integral funkcije f(z) = *2*. Imenujemo jo integralski sinus. Je omejena, s
pomocjo metod kompleksne integracije pa lahko pokazemo, da velja

Opomba: Funkcija

sint
lim Si(x) :/ —dt =

Poglejmo Se njen graf.

<Y

(4) Izracunaj izlimitirana integrala:

a> 0,

a) /a ! d
—dx
o VaZ— 22
> dx
b .
(b) /e rlnx




Resitev: Doloceni integral je v osnovni verziji definiran za zvezne funkcije na konénem
zaprtem intervalu. Njegovim posplositvam na funkcije, ki imajo pole, ali pa na neomejena
obmocja recemo izlimitirani integrali.

Ce zelimo izracunati taksen integral, integracijsko obmocje najprej razkosamo na intervale,
tako da bomo na vsakem intervalu imeli singularnost v najve¢ enem krajiscu ali pa da bo
interval neomejen le v eno smer.

Naj bo f zvezna funkcija na intervalu [a, b), ki je neomejena v okolici tocke b. V taksnih
primerih lahko definiramo izlimitirani integral

b b—e
[ rwar= i [ swa,

e—0+ a

¢e limita na desni obstaja. Geometricno to pomeni, da lahko ploséino lika, ki je sicer
neomejen, poljubno dobro aproksimiramo s plos¢inami omejenih likov.

Ce je f zvezna funkcija na intervalu [a, 00), definiramo izlimitirani integral s predpisom

c— 00

/OO f(x)dr = lim Cf(x) dx,

¢e limita na desni obstaja. Analogno definiramo tudi izlimitirane integrale v primeru, ko
je integracijski interval odprt na levi strani.

(a)/oa\/ﬁdx:

Funkcija, ki jo integriramo, je neomejena v okolici desnega krajisca.

—a a X

Najprej se spomnimo, da velja

T
z = arcsin — + C.

1
——d
/ va?— x? a
Od tod dobimo:

r = lim r = lim (arcsin —

a 1 a—e 1
—d —d
/0 Va2 — 12 e—>0-l—/0v Va2 — 2 e—0+ a

= el—i>%l+ (arcsin(1 — £) — arcsin0)

(0
i.




> dr
b :
( )/e rlnx

V tem primeru integriramo zvezno funkcijo po intervalu, ki je neomejen. Pri racunanju
bomo uvedli novo spremenljivko ¢ = Inz.

© dr < dr Inc Inc
/ = lim = lim — =limInjt|| = limIn(lnc) = oco.
. rlnx =), xlnxr oo ) t =00 1 c—00
Vidimo, da ta integral ne konvergira. ]

Povprecna hitrost molekul kisika pri temperaturi 1" je enaka

3 o]
m 2 m_,2
U= 4 e~V (]
! (27rkT) ”/0 ve v

kjer je k = 1.38-1072 < in m = 5.31 - 10720 kg. Izracunaj povpretno hitrost molekul
kisika pri temperaturi 7' = 300K.

Resitev: Maxwell-Boltzmannova porazdelitev hitrosti molekul kisika je podana z gostoto

3
o= () e

za v > 0. S k oznacimo Boltzmannovo konstanto, z m maso molekule kisika, s T' pa
temperaturo kisika. Pri tej nalogi si bomo pogledali, kako se izra¢una povprecna hitrost
molekul plina z uporabo izlimitiranega integrala.
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7 grafa gostote lahko preberemo, da ima vec¢ina molekul kisika hitrost nekje med 100 in
1000 metri na sekundo. Nekatere molekule imajo tudi visjo hitrost, a jih je relativno malo.

Hitrost molekul lahko zavzame le nenegativne vrednosti, zato bomo integrirali po intervalu
[0, 00), povpre¢no hitrost pa bomo oznacili z T. Le ta je enaka

00 3 00
U= /0 vp(v) dv = (27:7;T> ’ 47T/0 viemmr? du.

v . - o .. a2 pa
Pisimo a = 5. Potem v bistvu racunamo nedoloceni integral Jviem®" dv. Ce uvedemo
novo spremenljivko ¢t = —av?, je dt = —2av dv in

1 1 1
3 —av? _ t _ t t _ t t
/ve dv——2a2/t6 dt——2a2 (te —/e dt) =50 (te —e)+C.




Zadnji integral smo izracunali z integracijo po delih z izbiro u = t in e'dt = dv. Ce
upostevamo zvezo med v in ¢, od tod dobimo

Sedaj dobimo
T s 1 a?+1| 1 1
[ et = g S| =m0 =5

Pri z — oo smo upostevali dejstvo, da je lim % = 0, ki sledi z uporabo L’Hospitalovega
v—00

pravila. Povprecna hitrost molekul kisika je tako enaka

__( m >§4 1 _( m )32 2kT\*  [8kT
v onkT i 202  \27kT T m oV omr

Ce upostevamo podatke k = 1.38 - 1072 2, m = 5.31 - 1072 kg in T = 300K, dobimo
povprecno hitrost

7= 4452
S

(6) Ugotovi, ali izlimitirana integrala konvergirata ali divergirata:

V1422
@ [ ST
1 T +1

(b) /OOO mz

1+ 22

)

Resitev: Izlimitiranih integralov praviloma ne znamo vedno izracunati. Vcasih pa je
koristna ze zgolj informacija, ali dani integral sploh konvergira. Le-to lahko dobimo s
pomocjo naslednjih kriterijev:

(a) Naj bo g zvezna funkcija na [a, b].
b

. / % dzx konvergira, ce je s < 1.
r—a)d

/ﬂ dx divergira, ce je s > 11in g(a) # 0.
(z —a)’

(b) Naj bo g zvezna in omejena funkcija na [b, 00).

xS

‘ bfg(f)

. / 9(z) dx konvergira, ce je s > 1.

dz divergira, ¢e je s < 1in |g(x)| > m > 0 za vse x od nekje dalje.
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Pri dolo¢anju konvergence izlimitiranih integralov tako ponavadi najprej uganemo, katera
izmed zgornjih moznosti nastopi, nato pa poskusamo integrand zapisati v ustrezni obliki.

@ [

x3—|—1

Integrand je zvezna funkcija na neomejenem integracijskem intervalu [1, 00). Zato moramo
ugotoviti ali dani posploSeni integral konvergira v neskonénosti. Zapisimo

R 221422
1 + $2 o (E3+1

»+1 22

. . . 2 2
in definirajmo g(r) = 54

njena limita pri x — oo pa je

. Tako definirana funkcija ¢ je zvezna na intervalu [1, c0),

lim g(z) = lim ———— = 1.

T—00 T—00 [L’3 —+ 1

Iz obstoja limite v neskon¢nosti in pa zveznosti sklepamo, da je funkcija g omejena na
intervalu [1,00). Poleg tega je s = 2, zato dani posploseni integral konvergira.

*® Inzx
b dx :
()/0 1+ 22 .

Pri tem integralu moramo obravnavati dve limiti. Integrand ima singularnost pri x = 0,
poleg tega pa Se integriramo po neskon¢nem intervalu.

x = 0: Zapisimo

1 z/2Inzx
nxr o 1+$2
1+ 2?2 xl/2
. . 1/2 —e . . .y
Definirajmo g(z) = % HIC‘;”. Potem lahko ¢ zvezno razsirimo v x = 0, ¢e predpiSemo

9(0) = 0. Velja se s = 1/2 < 1. Torej izlimitirani integral konvergira v okolici z = 0.

xr — oo: Sedaj zapisSimo

1 z3/2Ina
nr 1442
1+ 22 x3/2
> . 3/2 .. . . . .
Ce definiramo g(z) = % Hl;;x, bo funkcija g zvezna in omejena na poljubnem intervalu

[b,00] za b > 0. Omejenost sledi iz dejstva, da je lim g(z) = 0, ki ga lahko preverimo s
T—00

pomocjo L’Hospitalovega pravila. Ker je s = 3/2 > 1, integral konvergira tudi pri x — oo.

Opomba: Sedaj, ko vemo, da obstajata integrala f L dy in f Iz dz, lahko uporabimo

1+ 1422
naslednji trik. Vzemimo v drugem integralu novo spremenljlvko ~=t. Sledi dx = —@ in
00 0 1
/ Inx / In(t~') dt / Int gt
+x2 L+t2 2 1+¢2
1 1 0
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Torej je

1 1

* ] L < ] 1 Int
/ ne dx:/ ne da;+/ ne d:r:/ ne dx—/Ldt:o.
0 1+ a2 o 1+ a2 . L+22 1+ 22 1+t2
0 0
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