Matematika 1
Resitve 7. sklopa nalog

Odvod

(1) Izrac¢unaj njihove odvode, nato pa narisi v isti diagram grafe funkcij:

1 2 1
f(x) =arctgz, g(x)= éarctg 1_—22, h(z) = —arctg i i_ T
Resitev: Izracunajmo najprej odvode:
1
/ —
/() 1 1 2(1 — 2%) — 22(—2x) 1 — 2%+ 222 1+ z? 1
xT) = — - . = = =
g 2 T4 () (1—a2)2 I—222+422  (1+222 1+a2
() (x—1)—(x+1) 2 1
€Tr) = — . = = .
1+ (&) (z —1)2 (z =12+ (x+1)2 1+a?

Vidimo, da imajo vse tri funkcije iste odvode. Od tod lahko sklepamo, da se te tri funkcije
na vsakem intervalu, na katerem so vse tri definirane, paroma razlikujejo za konstantne
vrednosti. Te konstante so lahko naceloma odvisne od izbire intervala.

Poglejmo si najprej funkciji f in g. Velja Dy = R in D, = (—o0,—1) U (—1,1) U (1, 00).
Sklepamo, da se funkciji f in ¢ na vsakemu izmed intervalov (—oo, —1), (—=1,1) in (1, 00)
razlikujeta za konstanto. To konstanto lahko dolo¢imo s primerjavo vrednosti v neki
konkretni tocki, ali pa z izracunom asimptote v neskonc¢nosti, ¢e je le-ta vodoravna.

(~00,~1): lim f(z)=—5 in lim g() =0,
(=11): f(0)=0 in g(0)=0,
(1,00) : li_)m f(z) = g in li_)m g(x) =0.

Od tod dobimo
arctgr + 35 5 x < —1,
g(x) =< arctgz ; —l<ax <1,

arctgr — 3 ;x> 1

Primerjajmo e funkciji f in h. Velja D, = (—o0,1) U (1,00) in
(—o00, 1) : FO) =0 in h0) =T,
. 7T . . s
(1,00) : xh_)r&f(x) =5 xh_>nolo h(z) = ~1

Sledi

| arctgr — =2 ;x> 1.

hx) _{ arctgr + 2 x <1,
4

Poglejmo si Se grafe vseh treh funkcij:
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(2) Naj bo f(z) = Y= za z > —1in z # 0. Razsiri f tako, da bo zvezna v tocki z = 0 in
dokazi, da je razsirjena funkcija odvedljiva v tocki z = 0.

Resitev: Funkcija f je definirana in zvezna na [—1,00) \ {0}. Izracunajmo sedaj hH(l) f(z):
z—

Ve+1-1 Vr+1-1)(z+1+1) ) 1 1

lim f(z) = lim = lim = —.

_— =lim — =
xz—0 z—0 X x—0 x(\/x—i—l—f— ]_) z=0\/r+1+1 2

Ce torej definiramo f(0) = %, bo dobljena funkeija zvezna na [—1, 00).

Dokazimo sedaj, da je tako definirana funkcija f odvedljiva v tocki x = 0. Po definiciji je
funkcija f odvedljiva v tocki x, ¢e obstaja limita

fa+h) = ()

! _ .
) = Jim h
Racunajmo:
fhy—f) oL L Vh+1—1—3h
/ o — —
PO == =i i e
(VR T-1-In(Vh+1+1+1Lh)
= lim -
h—0 R*(Vh+1+1+ 3h)
‘ —1h? 1. 1
= lim = lim T
h=0 h2(vVh + 1414 5h) 4h>0\h+1+1+35h
1
=3

Ker ta limita obstaja, je razsirjena funkcija f odvedljiva v tocki x = 0.

Opomba: Zveznost v tocki z = 0 pomeni, da je graf funkcije f v toc¢ki x = 0 nepretrgan,
odvedljivost v = 0 pa pomeni, da obstaja tangenta na graf funkcije f v tocki (O, %)
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(3) Naj bo

2?sint ; x #0,
f(x)_{o =0,

Dokazi, da je funkcija f zvezna, povsod odvedljiva in ni zvezno odvedljiva v tocki z = 0.

Resitev: 1z definicije sledi, da je funkcija f zvezna na R\ {0}. Posebej moramo preveriti
Se, da velja
lim f(x) = 0.

z—0

V okolici tocke z = 0 lahko zapiSemo f(z) = g(x)h(z), kjer je g(x) = 2* in h(z) = sin <.

Funkcija ¢ ima v tocki z = 0 niclo, medtem ko je funkcija A omejena z 1 v okolici tocke

x = 0. Od tod sledi hH(l) f(z) = 0, kar pomeni, da je funkcija f zvezna tudi v tocki = 0.
z—

[zracunajmo sedaj odvod funkcije f v tocki x = 0 po definiciji

. f(h) = f(0) . h? sin% ) 1
/ — — " h =
1'(0) ’lllr% . ]lllII(l) h }lllrr(l) hsin n 0.

Pri zadnjem enacaju lahko uporabimo isti postopek kot pri dokazu zveznosti funkcije f.
Za toctke x € R\ {0} pa lahko odvod izracunamo kar s pomocjo pravil za odvajanje.
1 1 —1 1 1
f'(z) = 2xsin — + 2% cos — - (—2) = 2zsin — — cos —.
x xr \x x x

Torej je funkcija f odvedljiva povsod in velja

reon 2msin%—cos% s x#£ 0,
f(x)_{O ;o =0.

Funkcija f pa NI zvezno odvedljiva v tocki x = 0, saj ne obstaja limita liII(l] f(x). lzraz
x—

2z sini gre sicer proti 0 pri z — 0, vendar pa izraz COS% zavzame vse vrednosti med —1
in 1 poljubno blizu tocke x = 0.

Poglejmo si sedaj graf funkcije f:

-0.010+

Graf funkcije f si lahko predstavljamo kot sinusoido, katere amplituda se priblizuje 0, ko
gre © — 0, perioda pa prav tako postaja poljubno majhna. Ce pogledamo graf v zelo
majhnih okolicah tocke 0, je v principu graf funkcije Se vedno krivulja, ki pa je s pisalom
fiksne Sirine ne moremo narisati, ker so periode 'valov’ premajhne. Zato bi graf, ¢e bi ga
poskusali narisati, v okolice tocke = = 0 izgledal kot na spodnji sliki.



Na grafu lahko opazimo, da ima funkcija vodoravno tangento v tocki x = 0. Dejstvo, da
funkcija f ni zvezno odvedljiva, pa sledi iz opazke, da imajo tangente na graf funkcije f
poljubno blizu tocke 0 naklone med —1 in 1.
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Vidimo, da limita hH(l) f'(x) ni enaka vrednosti 0, ampak je v neckem smislu ta limita kar
T—
cel interval [—1, 1]. O

Poglejmo Se graf funkcije f':

15

-15

S pomocjo Lagrangeevega izreka dokazi, da za 0 < a < b < 7 velja

1 tgb —tga 1
< < .
cos? a b—a cos? b

Resitev: Spomnimo se najprej:

Lagrangeev izrek: Naj bo f : [a,b] — R zvezna funkcija, ki je na intervalu (a, b) odvedljiva.
Potem obstaja ¢ € (a,b), za katerega velja

f(b) — f(a)
b—a

= f'(c).

Definirajmo sedaj f(z) = tgz. Sledi f’(z) = —5-, zato lahko z uporabo Lagrangeevega
izreka najdemo ¢ € (a,b), za katerega velja

tgb—tga 1

b—a  costc
Funkcija g(z) = @ je na intervalu (a, b) naraséajoca, zato je
1 1 1

< <
cos2a  cos?c  cos?b’
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oziroma ] bt 1
< & gd <

cos? a b—a cos? b’

Opomba: Zgornjo neenakost lahko geometri¢no interpretiramo na naslednji nac¢in: Naklon
sekante grafa funkcije tg med tockama (a,tga) in (b, tgb) je vecji od naklona tangente v
tocki a in manjsi od naklona tangente v tocki b.

AY
sl (btgb)

10+
05t
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S pomocjo L'Hospitalovega pravila izracunaj limite funkcij:

e —1

(a) 1 220 In(z+ 1)

(b) lim 2"lnz, n € N,
z—0+

(¢) lim a"e™® neN,
T—00

x

(@) lim(r — o) tg 5

(e) mli)f(l;l+$

(f) lim(e*® + x)'/e.
z—0

Resitev: S pomocjo odvoda lahko na preprost nacin izracunamo kaksne limite, ki se sicer
izkazejo za trd oreh. To nam pride prav pri Studiju asimptotskega obnasanja funkcij.

L’Hospitalovo pravilo: Naj bosta funkciji f in g odvedljivi na neki okolici tocke zy (razen

morda v xy) in naj gresta obe hkrati proti 0 ali pa obe hkrati proti oo pri  — x. Ce

obstaja limita lim f,/( , obstaja tudi limita lim F@) i1 obe limiti sta enaki.
T—T0 g ( T—To g(:l?)

Pravilo velja tudi za enostranske limite in limite v neskonc¢nosti.

) e’ —1 . e’
(a) lim ———— = lim —— = 1.
z—0 h](x —+ 1) z—0 Pl
1
Inz p
(b) lim 2"lnzx = lim — = lim —*— = —— lim 2" =0.
z—0+ =0+ " x%0+ —ng—n-l n z—0+
-1 n—2
) _ " . onz" . n(n—1Dz .onl
(¢) lim z"e™* = lim — = lim = lim ( ) =-.-=lim —=0
T—00 z—o0 et r—oo et T—00 er z—o00 T



. . M= . -1 . .9
(d) lim (7 — z) tg 5 = lim — = lim ——— =2limsin’ = = 2.
T T Ctg 5 T T T 5 T 2
. . lim zlnz . L
(e) lim 2” = lim "% = gm0+ =1 (Zadnja enakost sledi iz limite (b)).
z—0+ xz—0+
2 In(e®®+a) 2%2;7_:_1
. . In(e“® +a) lim & T2 lim &—*%
(f) 11m<62x -+ ;C)l/x = lime z = ez—0 z — ez—0 1 — 63.
z—0 z—0

Izracunaj polinomske asimptote danih funkcij:

(a) f(z) =Va*+uz,

(b) f(z) = aPer.

Resitev: Polinom p je polinomska asimptota funkcije f pri z — oo, ce je

lim (f(z) — p(a)) = 0.

T—00

Analogno definiramo tudi polinomske asimptote pri x — —oc.

Tipicni primeri funkcij s polinomskimi asimptotami so racionalne funkcije, primera funkcij,
ki nimata polinomskih asimptot, pa sta logaritemska in eksponentna funkcija.

Ce je polinom p(z) = apx™+- - -+ a1z +ag polinomska asimptota funkcije f, lahko njegove
koeficiente izracunamo v naslednjem zaporedju:

a, = lim /(@)

)
rz—oo I

ap_1 = lim ——r———
T—00 {L‘”_l

)

ap = lim (f(z) — (a,z™ + -+ + a1)).
T—00
Stevilo n poskusamo uganiti. Ce izberemo prevelik n, dobimo prvo limito enako ni¢, v
primeru premajhnega n pa je ta limita neskoncna.

(a) f(z) = va? +

Po obc¢utku sklepamo, da ima funkcija f linearno asimptoto. Poskusimo najprej izracunati
asimptoto, ko gre r — oo:

N 1
Fe = Tim YT i 1= =1,
T—00 xX T—>00 X

72 — V(72 1
ny = lim (Va2 + 2z —z) = lim Vart+o - z)(Va? + o +2) lim ——— =
T—00 T—00 (w/xQ_i_x_i_aj) T—00 \/xQ_i_x_f_x 2



Od tod sledi, da ima funkcija f linearno asimptoto

1
yi(z) =2+ 3"

Ko gre x —+ —o0, pa dobimo:

N 1
ko= tim YT o 14 = -1,
T——00 €T T——00 €T

/2 A/ r2 —
n_= lim (Va?+z+2z)= lim Vel + o+ o)(Vei+z—2) = lim —o
T—r—00 T—>r—00 (w/x2+x_x) T—r—00 ‘/3;'24—1'_.1'

kar pomeni, da je asimptota pri x — —oo premica

1
y_(r) = —o— <.
(@) -
Vidimo, da ima funkcija f dve razliéni linearni asimptoti.
AY AY
15 /,/ wf
10f 2ol
o5}’
20+
,0\_5,
b 40 20 20 40 ?
1
b) f(x) = z2ex:
V tem primeru bo imela funkcija f kvadratno asimptoto. Racunajmo:
1
. zfer
as = lim = lim ez =1,
r—00 I T—00
1 1 1 1
. zler —a? .oer —1 . g€ )
a; = lim —— = lim — = lim = lim e> =1,
x €T
L 1 1,1 1 1
) 9 1 9 . er—1—+ . Tttt 3 . —ex +1
ap = lim (z°e> —2z° —x) = lim : = lim 5 = lim s
x x x
1
. m%ei 1
= lim 55— = .
T—o0 = 2
x
Isti racun pokaze, da je kvadratna funkcija
1
2
plx) =a"+x+ -
2
asimptota funkcije f tudi, ko gre z — —oc.
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g
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(7) Skiciraj grafe funkcij:
() f(z) = s,

(b) f(z) = arctg (1 " 1) |

3

(©) f@) = /=

Resitev: Pri skiciranju grafov funkcij so nam v pomo¢ naslednji podatki, ki jih lahko
predhodno izracunamo:

- definicijsko obmocje, nicle, poli, limite na robu definicijskega obmocja, asimptote,
- stacionarne tocke, intervali narascanja in padanja, tangente na robu definicijskega obmocja,

- prevoji, intervali konveksnosti in konkavnosti.

(a) f(z) = xIn’z.

e Funkcija f je definirana na Dy = (0, 00) in ima ni¢lo v toc¢ki z = 1. Limiti na robovih
definicijskega obmocja pa sta:

In® 2lnz -1 21 2
lim f(z)= lim nlx: lim ———* = lim nlx_ lim £ = lim 2z =0,
z—0+ rz—0+ ps z—0+ —3 z—0+ - rz—0+ ) r—0+
lim f(z) = lim zln*2 = co.
T—r00 T—>00
Funkcija f pri z — oo nima polinomske asimptote.
e Odvod funkcije f je enak
1
flx) =Wz +2-2lnz-— =Inz(nz +2).
x

Torej je funkcija f narascajoca na (0,e"2) U (1,00) in padajoca na (e7%,1). V tocki

r = e~ 2 ima funkcija f lokalni maksimum, v tocki z = 1 pa lokalni minimum. Velja

] / 1 _
xlg(r)lJrf (x) = xlir&r Inz(Inz + 2) = oo,

od koder sklepamo, da ima graf funkcije f v tocki x = 0 navpi¢no tangento.
e Drugi odvod funkcije f je enak

1 2 2
f"(z)=2Inz-—+===(Inz +1).
r T T

! 00) in konkavna na (0,e™!), v tocki

Od tod sledi, da je funkcija f konveksna na (e~
x = e~! pa ima prevoj.
AY

081

lokalni maksimum

06
04 prevoj
0.2

Py L
05 10 15

lokalni minimum
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(b) f(z) = arctg (1+ ).

e Funkcija f je definirana na Dy = R\ {0}. V tocki = —1 ima niclo, premica y = §
pa je njena vodoravna asimptota. Leva in desna limita funkcije f v tocki x = 0 sta:

. m
Jim f(z) =3,

. m
g flw) = =35

Graf funkcije f se v okolici = z desne priblizuje tocki (0, g), z leve pa (O, —g)

e Odvod funkcije f je enak
1 —1 1 1
(a) =)

T+ (1412 T 2y (w12 242041

Za vsak x € Dy velja f'(x) < 0, torej je funkcija f padajoca na vsakem izmed
intervalov (—o0,0) in (0,00). Stacionarnih toc¢k nima. V tocki z = 0 ima odvod
limito

lim f'(x) = —1,

z—0

kar pomeni, da se graf funkcije f priblizuje tockama (O, g) in (0, —%) pod kotom
¢ = —45°.

e Drugi odvod funkcije f je enak

2(2 1

f//(fL') — ( T + )

(222 + 22 + 1)

Od tod sledi, da je funkcija f konveksna na (—3,0)U(0, 0o) in konkavna na (—oo, —

D=
N—

~1 . _ 1 . .
v tocki z = —3 pa ima prevoj.

4 3 2
W&%
3
© 1) = /5

e Funkcija f je definirana na Dy = (—o00,0] U (2,00). Niclo ima v tocki z = 0, pol pa
v tocki x = 2. Funkcija f sicer ni racionalna funkcija, vseeno pa ima dve razli¢ni
linearni asimptoti. Rac¢unajmo:

<Y

f(@) =

. T . r—2 . T

ky = lim —= = lim —— = lim
T—00 I z—00 T z—o00 \| T — 2

= o= 0= i (555 - 0) - e (L5,
o (WA Ve 2

Vi a(vit i D) ):Jl“élox—z+\/m:1'

T—00



3
— /= D(E 1 =2z
= lim :zc(( =2 z>(+1x2 >> = lim ”2 = —1.
Voz—2

T—r—00

Pri racunanju limit smo upoStevali dejstvi, da za pozitivna Stevila velja © = v 22, za
negativna Stevila pa x = —v 2.
Linearni asimptoti funkcije f sta torej y, (zr) =z +1iny_ () = -z — 1.

e Odvod funkcije f je enak

oo 1 Je—=2 3aP(x—2)—2® 1 :L‘—2 x(2x—6)_ T
) ) AR T I i)

Torej je funkcija f narascajoca na (3,00) in padajoca na (—o0,0) U (2,3). Tocki
x1 = 0 in x9 = 3 sta stacionarni tocki funkcije f, obe sta lokalna minimuma. Tocka
x = 0 je sicer na robu definicijskega obmocja, ima pa graf funkcije f v tej tocki
vodoravno levo tangento.

e Drugi odvod funkcije f je enak:

\/T _\/T'

| 7’
5 ! - . .
lokalni minimum
v
gl
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(8) Skiciraj graf Gaussove funkcije

fla) = e
€T) = (& 20 >
V2ro?

kjer je p € R in o > 0. Kaksen je pomen parametrov p in o?

Regitev: Gaussova funkcija f(x) = \/%e 202 je definirana na celi realni osi in je povsod
o

pozitivna. Ko gre x — 400, se graf funkcije f priblizuje abscisni osi. Njen odvod je
1 _(a=p)? T —
f/ €T) = (& 202 . (— ) .
(@) 2702 o’

Od tod sklepamo, da funkcija f naraséa na intervalu (—oo, i), pada pa na intervalu (i, 00).
V tocki = p ima (globalni) maksimum.

Drugi odvod funkcije f je enak

Py = — Lt (ot 1
V2mo? o o?

Funkcija f je konveksna na (—oo, u — o) U (u + o, 00), konkavna pa na (u — o, u+ o). V
tockah x = p £ o ima prevoja.

lokalni maksimum

prevoj prevoj

U= U p+o X

Gaussova funkcija opisuje normalno porazdelitev s povprecno vrednostjo p in s standard-
nim odklonom ¢. Sprememba parametra p povzroci, da se graf prestavi levo ali desno.
Tako dobljen graf je simetricen glede na os * = u. Parameter o doloca, kako razprsena
je normalna porazdelitev. Ce o povecamo, se graf ratzegne, njegov vrh pa se zniza. V
kolikor pa ¢ zmanjsamo, se vrh dvigne, graf pa se zozi. Konstanta \/#7 je izbrana tako,
da je plosc¢ina lika pod krivuljo enaka 1.

Najpogosteje uporabljamo standardno normalno porazdelitev

—_
M

T

fla) = —7=e"7,

ki ustreza parametroma p =0 in o = 1. [l
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