Matematika 1
Resitve 8. sklopa nalog

(9)

(10)

Odvod

Izracunaj enacbo tangente na krivuljo 522 — 6zy + 5y* = 16 v tocki (2, 2).

Resitev: Véasih imamo zvezo med odvisno in neodvisno spremenljivko podano z implicitno
enacho. Ker je eksplicitno izrazavo naceloma tezko poiskati, lahko odvod izracunamo
posredno z odvajanjem enacbe.

V nagem primeru z odvajanjem enacbe 52 — 62y + 5y? = 16 po & dobimo:
10x — 6(y + zy') + 10yy’ = 0,
y'(10y — 6x) = 6y — 10z,
, 3y —5bzx
5y — 3x
V tocki (2,2) je torej ¥/ = —1, enacba tangente pa je

Y

y=—x+4

Pri Matematiki 2 bomo spoznali, da ena¢ba 522 — 6zy + 5y? = 16 doloca elipso s polosema
V2 in 2v/2 v smeri simetral kvadrantov. Tocka (2,2) je eno izmed temen elipse.
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Z uporabo Newtonove metode poiséi stacionarno tocko funkcije f(x) = 2% + sinz na tri
decimalke natanc¢no.

Resitev: Funkcija f je definirana na celi realni osi. Njen graf oscilira okoli grafa kvadratne

parabole y = x°.

lokalni minimum

b



(11)

Lokalni minimum je v tocki, ki zadosca enacbi f'(x) = 2z 4 cosxz = 0. Te enacbe ne
znamo natancéno resiti, zato bomo priblizek resitve poiskali z Newtonovo metodo.

Newtonova metoda:

Ce resujemo enacho g(x) = 0, kjer je g odvedljiva funkcija, lahko priblizek resitve poiséemo
z naslednjim algoritmom:

-izberemo zacetni priblizek z,

9(zn)

g'(xn)’

- postopek ponavljamo, dokler ne dosezemo zeljene natancnosti.

- induktivno racunamo x,; = x, —

V naSem primeru je g(z) = f'(x) = 2z 4 cosz in ¢'(x) = 2 —sinx. Vzemimo zacetni
priblizek xy = 0 in ra¢unajmo:

o = o — S0 500,
9'(zo)
P LCi) R LY
g'(z1)
T3 = T — g/($2) = —0450,
9'(x2)
T4 =13 — g,($3) = —0.450.
9'(zs)
Vidimo, da se za¢nejo vrednosti ponavljati, zato je x = —0.450 priblizek za stacionarno

tocko.

Opomba: Newtonova metoda praviloma konvergira hitreje kot bisekcija, a vcasih ne deluje.
Problem se namre¢ pojavi, kadar je za neki priblizek xy, vrednost f’(zy) blizu 0. V taksnem
primeru je naslednji priblizek zj,; lahko zelo slab.

Ce funkcija f ni odvedljiva, ali pa je odvod tezko racunati, lahko uporabimo sorodno
sekantno metodo. Postopek je isti, le da uporabljamo rekurzivni korak

Tpn — Tn—1
f(xn) - f(xnfl)’
ki je odvisen od predhodnih dveh ¢lenov. O

Tp+1 = Tp — f(xn>

Tockasto telo se giblje po ravnini z enakomerno hitrostjo vy, ¢e je v zgornji polravnini,
in s hitrostjo vy, Ce je v spodnji polravnini. Po kateri poti bo najhitreje prislo iz tocke
A(O,y1> do B(xg,yg), ce je Y1, T > 0 in Yo < 07

Resitev: Pri tej nalogi iS¢emo najhitrejso pot od tocke A do tocke B. Vseh moznih poti
je neskon¢no (rabili bi celo neskonéno parametrov, da bi jih lahko opisali). Zato bomo
najprej zozili nabor morebitnih kandidatov.

Pri iskanju najhitrejSe poti se lahko omejimo na poti, ki so sestavljene iz dveh ravnih poti.
Taksne poti lahko parametriziramo s parametrom d, ki pove, kje dana pot seka abscisno
0S.
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Cas, ki ga tocka potrebuje, da pride po dani poti od A do B je

_ VA Ve —d g
U1 (%) )

t(d)

Matemati¢na formulacija naSega problema je sedaj sledeca: Poiséi minimum funkcije
t:]0,x9] = R.
Pois¢imo najprej stacionarne tocke.
1 2d 1 —2(x9 — d)

t'(d) = = + = :
2o/ @ +yi o 2ua/ (w2 —d)? +y3

Sledi

d . i) —d
Vi@ Fyi o v/ (z2—d)? + y3

Ce uporabimo oznake s spodnje slike, lahko zapisemo tudi

t'(d) =0 <

t,(d) —0 — Sin¢1 _ Sin¢2.
U1 (%)

y A

V1<Vo

Stacionarna tocka dj je torej implicitno doloc¢ena s kotoma ¢ in ¢9. 7 analizo predznaka
odvoda vidimo, da funkcija ¢ pada levo od dj in narasca desno od dy. Od tod sledi, da je
v dp globalni minimum funkcije ¢.

Najhitrejsa pot med A in B je torej pot, za katero velja
sin ¢ o
sings vy




(12) Hodnik sirine a se nadaljuje pravokotno v hodnik sirine b. Kako dolga sme biti lestev, da
jo bomo se lahko prenesli vodoravno okrog kolena?

Resitev: Poglejmo si tloris hodnika.

Lestev zelimo zavrteti iz navpicne v vodoravno lego. Da bi jo lahko zavrteli do kota ¢,
bo morala biti lestev krajsa kot najdaljsa daljica, ki jo se lahko pod kotom ¢ vértamo v
hodnik. Dolzina te najdaljse daljice je enaka

dg) =2 40

~ cos¢ + sing’

Lestev bomo lahko prenesli okrog kolena, ¢e bo njena dolzina krajsa od vseh moznih
vrednosti d(¢) za ¢ € (0, 7). Is¢emo torej minimum funkcije

T
d: (o, —) SR

2
Pois¢imo stacionarne tocke.

, asing  bcoso
d = — :
(¢) cos?¢  sin’¢

Sledi ,
o sin¢ b _fﬁ
d(¢)—0<:>COS3¢— = tgp= ~

a

Funkcija d ima torej eno stacionarno tocko ¢y = arctg {‘/g . 7Z analizo predznaka odvoda

ugotovimo, da funkcija d pada na (0, ¢o) in narasca na (¢o, ). Od tod sledi, da doseze d
v tocki ¢g globalni minimum. Poleg tega velja se ¢1i%l d(¢) = o0 in d)lim d(¢) = 0.
—0+ -5

Izrac¢unajmo sedaj 8e vrednosti d(¢g). Najprej velja

=V1+tg2¢y = \/1+b3a 5.

cos gy




0Od tod dobimo:

a b
d(d) = cos ¢y * sin ¢g

1 b
B cos ¢y <a+ tgd)o)’
= \/1~|—b%a*% <a+b%a%>,
= 1—|—b§a_§a(1+b%a_§>,
( —i—b%a*%) ,
+b3)2.

Okrog kolena lahko torej prenesemo lestve, ki so krajse od (a§ + b%) .
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Nedoloceni integral

(1) Izracunaj integrale s pomocjo substitucije:

1 ) 1
(a) /xQ 9 dx (splosno /m dz; a,b > 0) ,
(a>0),

W [ Jte
(c) /xff% a,

M)/V%%ﬁm'

Resitev:

1 ) 1
(a)/xQ +9dI (SPIOSDO /de) :

Vzemimo novo spremenljivko ¢ = £. Potem je dt = %”” in

1 1 1 1 1 1 T
dr = — ——dr = — —dt = = tg — .
/ﬂ+9x 9/@f+1$ 3/ﬂ+1 gircteg +C

V splosnem primeru vzemimo ¢ = 4%, kar nam da dt = %. Sledi

1 1 1 b 1 1 ax
——dr == | ———dr = — dt = — arctg — + C.
/a2x2+b2 ‘ 1)2/ (%)24_1 ‘ an/tQ—i-l ab i




(b)/ﬁdm, (a>0):

Vzemimo novo spremenljivko ¢ = 2. Potem je df = <F in

x
dr = = arcsint + C = arcsin — + C.
a

=

/ 1 d 1/ 1
—_—dr = — - @@
va?z — 2 a /1_§_§

2z
(C)/x2+25dx‘

Uvedimo novo spremenljivko t = 22 4 25. Sledi dt = 2x dx in

2x dt
/x2—|—25d$ /t nlt|+C = (z*+25)+C

Opomba: Véasih integriramo funkcije oblike f(x) = %, kjer je g neka funkcija. V takih
primerih uvedemo novo spremenljivko v = g(x) (sledi du = ¢'(x)dx), da dobimo

/f(a:)d:cz/“‘;/g)) dxz/%“:1n|u|+0=1n|g(x)|+c.

(d)/ﬁdm:

Definirajmo t = /1 + €2¢. Potem je dt = \/e% oziroma #i- = \/ﬁfj. Sledi:

/ L _/ 1 dt_1/ L1,
Vit "o ea" T2 s i)
1

1
:§ln<\/1—|—e2x—1> —5111(\/1—1—62904—1)—1—0.

Opomba: Alternativno bi lahko uporabili, da velja

1 .
/ dt:{ arctht +C ; [t| > 1,

1—¢2 artht+C ; |t] <1,

kar nam da

1
/ﬁda::—arcth<vl+ezw) +C
e2

Funkciji arcth in arth sta area kotangens in area tangens. O



(2) Izracunaj integrale s pomocjo integracije po delih:
(a) /arctgmd:c,
(b) / arcsin x dz,

(c) /e” sinbrdz, (a,b€R).

Regitev: Pri integraciji po delih si pomagamo s formulo

/udv:uv—/vdu.

Ponavadi se pri izbiri v in dv ravnamo po nacelu:

- ... funkcija, ki se pri odvajanju poenostavi,

~dv ... izraz, ki ga znamo integrirati.

(a)/arctgxdx:

dx

o) Inv=uxter

Vzemimo u = arctgx in dv = dx. Sledi du =

1
/arctgxda::xarctgx—/x2i1dx:a:arctgx—§ln (;E2+1) +C.

(b) /arc sinx dw :

Najprej integriramo po delih u = arcsin z, dv = dz, nato pa uvedimo t = 1 — 22.

T 1
arcsinx dxr = x arcsinx — —d:vzyz:arcsina:—i——/t1/2 dt,
/ /\/1—x2 2
— zarcsinz + Vit + C = zarcsinz + V1 — 22 + C.

(C)/e” sinbrdr, (a,beR):

Pri tem integralu bomo eksponentno funkcijo dvakrat integrirali, trigonometri¢ni funkciji
pa dvakrat odvajali.

1 b
/ e sinbr dr = —e* sinbx — — / e cosbr dr,

a a
1 ) b (1 b .

= —e"sinbr — — | —e*cosbr — — [ e*(—sinbx)dzx |,
a a \a a
1 2

= —e"sinbr — —e*“cosbr — — | e** sinbx dx.
a a? a?



Iz te implicitne oblike lahko izrazimo

/e‘” sinbede — & (asin bz — bcos bx) Lo
a? + b

Na podoben nacin lahko izra¢unamo tudi

/e‘“” coshedr — € (bsinbx + a cos bx) v
a? + b

Opomba: Poleg integriranja realnih funkcij poznamo tudi integriranje kompleksnih funkeij.
Poglejmo si, kako bi lahko na ta nacin izracunali zgornja dva integrala. Naj bo A = a +ib
kompleksno stevilo. Potem velja

Az e(a—l—ib)z

e = e (cosbr + isin bx).

Ce ozna¢imo

I.= /e‘” cosbrdx in I, = /e‘”" sin bx dx,

je torej
/e)‘“’ de = 1.+ 11;.

Po drugi strani pa je:

1
/e)‘z dr = Xe” + C,

1

= —e*(cosbr + isinbx) + C,

a + b
= ﬁ(a —ib)(cos bz + isinbx) + C,

a
= a2€—|—_b2 ((bsin bx + acosbr) + i(asinbr — bcos ba:)) +C,
_ e®(bsinbx + acosbx) N Z,e‘””(a sin bz — b cos bx) Lo
B a? + b? a? + b2 :

Vidimo, da smo izracunali oba integrala hkrati, ne da bi uporabili metodo integriranja po
delih. Cena, ki smo jo placali, pa je, da operiramo s kompleksnimi namesto z realnimi
funkcijami. O]

[zracunaj integrale racionalnih funkcij:
?+r+1
——d
(2) /$3+2$2+x .
—25 + 25z + 42 + 23
(b) 1
25x° +x

5
X
© [ e

2
(@) / e

dx,




Resitev: Za integracijo racionalnih funkcij imamo na razpolago algoritem, ki nas vedno
(z ve¢ ali manj truda) pripelje do rezultata. Praviloma integriramo racionalne funkcije s
pomocjo razcepa na parcialne ulomke:

r(z)
q(z)’

- S pomocjo deljenja zapisemo racionalno funkcijo v obliki R(z) = p(x) + kjer je
polinom 7 nizje stopnje kot polinom gq.

- Polinom ¢ razcepimo na produkt linearnih faktorjev in pa nerazcepnih kvadratnih

faktorjev.
- Funkcijo % zapisemo kot vsoto parcialnih ulomkov s pomocjo nastavkov:
R e i o oy 2 SRR o ey 3
1 Bi1+Ciz Bo+Cox B;+Cix
" @Hbzrol J:Ql-l-bx-li-c + (J:2-2|-bx-i2-c)2 +oeet (szrba:ic)l'
- Integriramo vsak parcialni ulomek posebe;j.
2
“+r+1
a) [ —————dx
(2) / 3+ 222+
Razcep na parcialne ulomke se glasi:
?+r+1 2’4+l A B C

w3422+ a(r+1)2 _;+x+1+(x+1)2’
A(x +1)*+ Br(x+1) + Cx

z(x 4+ 1)2 ’
2 (A+B)+z(2A+B+C)+ A
- (2?2 +9) '
Od tod dobimo sistem treh enacb za tri neznanke:
A+ B =1,
2A+B+C =1,
A=1,

ki ima resitev A =1, B=0in C' = —1. Sledi
2 +x+1 1 1 1
———————dr = —— — | dx =1 —+C.
/x3+2x2+x o /(x (:c+1)2> o anachljL

(b) / —25 + 25z + 422 + 23
2522 + x4
Razcepimo najprej integrand na parcialne ulomke:
—25 4 25x + 4x% + 2 —25 + 25z + 42 + 23

dx

2522 + 24 B z?(z? 4 25) '
A B Cz+D
T e ey
_ A(2® + 252) + B(a? 4 25) + Cz® 4 Da?
B 22(x2 + 25) ’
_ 25B+25Az+2*(B+ D)+ 2*(A+C)
B 22(x? + 25) '



Pridemo do sistema enacbh:

A+C=1,

B+ D=4,
925A = 25,
258 = —25,

ki ima resitev A =1, B=—1, C =0, D = 5. Tako dobimo

/—25+25:c+4:1:2+x3d / 1 1+ 5 dr — 1 ||+1+ el
xr = - = — r=In|zr|+ - +arctg — .
2522 + x4 r  x?2  x?2+25 x g5

@X/x;ildx:

Pri tej nalogi si bomo z nekaj spretnosti racunanje olajsali.

z° R 9 z? 1 3

2
(d)/mdx:

Integracija s pomocjo razcepa racionalne funkcije na parcialne ulomke dobro deluje, ¢e so
vsi kvadratni faktorji v njenem stevcu kvecjemu na prvo potenco. V primeru visjih potenc
pa si pomagamo z nastavkom.

- Zapisemo R(z) = p(x) + ;Eg in faktoriziramo gq.

- Uporabimo nastavek:

- =Lt~ Aln|r —al,

TayF
~ BIn(z? + bz + ¢) + C arctg \Z%,

. %, kjer polinom ¢ dobimo iz polinoma ¢ z znizanjem potence vsakega faktorja

za ena, polinom 7 pa ima stopnjo za eno nizjo kot q.

1
(z2+bz+c)

- Odvajamo obe strani in izracunamo koeficiente.

Vzemimo nastavek

D+ Ex

2 2

7 odvajanjem dobimo

2 A 2Bx+C  E(@*+1)—(D+ Fx)2x

x(x2+1)2_;+ 2 +1 * (22 +1)2 ’
Azt 4+ 222 + 1) + B(22* +22%) + C(23 + x) + D(—22*) + E(—23 + x)
(ZL‘2 + 1)2 ’

10



Dobimo sistem petih enacb za pet neznank:

A+2B =0,
C—F=0,

24 +2B — 2D = 0,
C+FE=0,

A=2

Y

ki ima resitev A=2, B=—-1,C=0,D =1, E=0. Sledi

+C.

2
/J;(—dx—21n|x|—ln(x2+1)+

2+ 1) 22+ 1
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