Matematika 1
Resitve 4. sklopa nalog

Zaporedja

(1) Izracunaj limito zaporedja s splosnim ¢lenom:

(&) | m2+n+1
a) a, =lo —_ ),
&2 (n+1)2
1+24---+n
(b) an: ’I’L2 )
2" + 3"

(€) tn = gy g
() a, = vntl-yvn
VRN

2n+2
n—2
(e) a, = <n+1> :

Resitev: Pri ra¢unanju limit si bomo pomagali z naslednjimi limitami oziroma s pravili za
racunanje s konvergentnimi zaporedji:

. : : .1
1) T}ggo(an +b,) = nll_)IIQlo(CLn) + nh_)rrgo(bn), 5) nh_{go = 0 za vsak o > 0,

. . . . ™o,
2) 7111—I>I<)lo(an by) = nll—I>I<)lo(an) : nh_x)rgo(bn), 6) nh—I>IOIO (1 + ﬁ) =e€" za vsak r € R,

a lim (a,)
3) Tim (b—:> = %, 7) nll_{gloq” =0 za vsak |¢| < 1,
n—oo
4) lim (¢-a,) = c- lim (a,) za vsak c € R, 8) lim f(a,) = f(lim a,).
n—oo n—oo n—oo n—oo

Prva stiri pravila veljajo ob predpostavki, da sta (a,) in (b,) konvergentni zaporedji, pri
pravilu 3) pa zahtevamo Se, da so ¢cleni zaporedja (b,) in njegova limita nenicelni. Pravilo
8) velja za poljubno zvezno funkcijo in nam pove, da je limita vrednosti zvezne funkcije na
nekem zaporedju enaka vrednosti funkcije v limiti zaporedja. To pravilo je zelo uporabno
pri racunanju limit, dokazali pa ga bomo v razdelku o zveznih funkcijah.

(a) lim 1 2n* +n+1 | . 2n? 4+ n+1 | . 2+ +%
a) lim lo — | =lo im —— ) =1o im —2>—"1-
n—00 82 (n—|—1>2 52 n—>oon2—|—2n—|—1 82 n—>ool—|—%+# ’
=log,2 = 1.
Pri tej limiti smo uporabili pravilo 8) za zvezno funkcijo f(z) = log, z.
1+2+-- sn(n+1) 1 11 1 1
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(¢) lim — 5" _ by )L 1
n—oo 2nt1 —+ 3n+l n—00 2(%)” +3 3
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woe A= V=1 e a— V=1 (VA L+ i+ V1)
_ iy YRV
T Vi L4y

VI+,/1-1
= lim ———",
TR+ RV

=1.

2
_ 9\ 242 3\ 22 3\t
(e) lim (n n 1) = lim (1 o 1) = lim <1 o 1) = ()P =e"

Pri tej limiti smo uporabili pravilo 8) za zvezno funkcijo f(x) = z2. Lahko bi jo izracunali
tudi drugace. Opravka imamo z limito oblike

lim f(n)*®",

n—oo

kjer je lim f(n) =1in lim g(n) = £oo. S prevedbo na limito lim (1 + %)n = e lahko
n—oo n—oo

n—=+00
izpeljemo, da v takem primeru velja

lim f( ) g(n) _ enlgmm(f(”)_l)g(”).

n—o0

V naSem primeru tako dobimo

2n+2
(n — 2) lim (222 1) (2n+2) lim =6ns6 g

= en—oo = en—oo T = e
n+1

lim
n—oo

(2) Naj bo a,, = \/2 + /24 ---+V2zan > 1. Izracunaj limito zaporedja (a,,).

~
n korenov

Resitev: Pri tej nalogi imamo zaporedje (@) sicer podano eksplicitno, a na tezko izracunljiv
nacin. Ce izracunamo prvih nekaj ¢lenov, bi dobili vrednosti (zaokrozene na tri decimalke):

a; = 1.414,
as = 1.848,
az = 1.962,
as = 1.990,
as = 1.998.



Zacetni ¢leni nam dajejo slutiti, da zaporedje (a,) narasca, vendar Se ne vemo to¢no,
ali kam konvergira, ali pa raste v nedogled. Ko racunamo ¢lene, lahko opazimo, da jih
pravzaprav racunamo rekurzivno enega za drugim. To pomeni, da lahko zaporedje (a,)
podamo z rekurzivnim predpisom a,,; = /2 + a, in z zacetnim ¢lenom a; = V2.

Recimo najprej, da je zaporedje (a,) konvergentno z limito a. Ce na rekurzivni zvezi
uporabimo limito, dobimo

ani1 = V2 +a,/ lim
n—oo
a=vV2+a
a’ =2 +a.
Resitvi te enacbe sta a € {—1,2}. Ker so ¢leni zaporedja (a,) pozitivni, je lim (a,) = 2,
n—o0

¢e seveda ta limita obstaja. Obstoj limite ponavadi dokazemo tako, da pokazemo, da je
zaporedje monotono in omejeno.

Da dobimo obcutek, kaj se dogaja s ¢leni zaporedja, si ponavadi pomagamo z naslednjim
cik-cak diagramom:

' o
| 33

Oznacimo funkciji f(z) = z in g(z) = V2 + x. Zaénemo s tocko na abscisni osi, ki ustreza
zacetni vrednosti a; in poiséemo pripadajoco tocko na grafu funkcije g. Nato izmeni¢no
vle¢emo vodoravno ¢rto do grafa funkcije f ali pa navpic¢no do grafa funkcije g. Projekcije
oglis¢ te lomljene ¢rte na abscisno os so vrednosti zaporedja (ay,).

Risanje cik-cak ¢rt je v bistvu graficna predstavitev racunanja zaporednih clenov. Tocka
na premici ¥y = x nam predstavlja vrednost ¢lena a,. Ko se dvignemo ali spustimo na
ustrezno tocko na grafu funkcije g, smo prisli v tocko (@, any1). Ce zelimo najti tocko z
absciso a,1, se moramo torej premakniti levo (desno) do premice y = x.

Slika nam da slutiti, da je zaporedje (a,) naras¢ajoce in navzgor omejeno z 2. Formalno
bomo to domnevo dokazali s pomocjo indukcije. Najprej opazimo, da za x € (0, 2) velja

T<V24+x <2

Pokazimo najprej, da je zaporedje navzgor omejeno z 2. Po definiciji je a; = V2 < 2.
Denimo sedaj, da je a, < 2 za nek n € N. Ce v neenakost /2 4+ x < 2 vstavimo = = a,,
dobimo a,11 =2+ a, < 2.

Pokazati moramo Se, da je zaporedje narascajoce. Ker vsi cleni zaporedja (a,) lezijo na
intervalu (0,2), iz enakosti z < v/2 + x sledi a,, < V2 + a,, = ap41.

Zaporedje (a,) je torej narascajoce in navzgor omejeno z 2, torej je konvergentno, na
zacetku pa smo ze pokazali, da od tod sledi

lim \/2+\/2+---+\/§:2.

n—oo

n korenov



(3) Zaporedje je podano z rekurzivnim predpisom a,1 = v/7a, + 6. Dokazi, da je zaporedje
konvergentno ne glede na izbiro zacetnega ¢lena ag € R. Limito tudi izracunaj.

Regitev: Recimo najprej, da je zaporedje (a,) konvergentno z limito a. Potem je:

Upy1 = V7a, + 6/ lim
n—oo
a=+/Ta+6

a® = T7a + 6.

Resitve zgornje kubicne enacbe so a € {—2,—1,3}. Ker ima zaporedje realnih stevil
lahko najve¢ eno limito, smo tako prisli do potencialnega problema. Ni namrec¢ jasno,
katero izmed teh treh vrednosti bi vzeli za limito. Izkazalo se bo, da je dejanska vrednost
limite odvisna od zacetnega ¢lena ag. Pri razliénih izbirah zacetnega clena ay namrec
dobimo razlicna zaporedja. Iz rekurzivne formule sledi, da so pri zac¢etnih vrednostih
ag € {—2,—1,3} zaporedja (a,) konstantno enaka ay. Torej so vse tri resitve kubi¢ne
enachbe mozne limite.

Da dobimo obcutek, kaj se dogaja s ¢leni zaporedja pri poljubni zacetni vrednosti, si
pomagajmo s cik-cak diagramom (narisan je primer ag = %)

o[

_af

Oznacimo funkciji f(z) = x in g(x) = v/7x + 6. Z grafa sklepamo, da bo pri zacetni vred-
nosti ag = % zaporedje konvergiralo k limiti 3. V splosnem pa nam graficna predstavitev
omogoca, da postavimo naslednjo hipotezo:

-Ce je ag € (—00, —1), bo lim (a,) = —2.
n—oo
-Ce je ag = —1, bo lim (a,) = —1.
n—oo
-Ce je ag € (—1,00), bo lim (a,) = 3.

n—oo

Pri dokazu nase domneve se bomo oprli na rezultat s predavanj, ki pravi, da je vsako
naraScajoce in navzgor omejeno zaporedje konvergentno. Analogna trditev velja tudi za
padajoc¢a navzdol omejena zaporedja.

Najprej opomnimo, da je enacba x = g(z) ekvivalentna polinomski enacbi 23 = 7x + 6,
za katero vemo, da ima resitve {—2, —1,3}. Podobno sta neenachi z > g(z) in x < g(x)
ekvivalentni neenacbama 3 > Tz + 6 oziroma x® < 7x + 6. Od tod sledi

x> g(z) na (—2,—1) U (3, 00),
x < g(z) na (—oo, —2) U (—1,3).

S to opazko si bomo pomagali pri dokazovanju nase domneve.



Podrobneje si bomo pogledali primer, ko je ag € (—o0, —2). Radi bi pokazali, da je v tem
primeru zaporedje (a,) narascéajoce in navzgor omejeno z —2. Pri tem si bomo pomagali
s principom popolne indukcije. Naj bo T'(n) izjava

T(n): ap < ap < ag < - <a, <—2.
Nas cilj je pokazati, da izjava T'(n) drzi za vsa naravna Stevila. Izjava T(0) je veljavna,
ker je po nasi predpostavki ag < —2.
Predpostavimo sedaj, da velja T'(n) za nek n € N. Nas cilj je potem pokazati, da je

(07% < an+1,

g < —2.
Ker je po indukcijski predpostavki a,, < —2, iz nase opazke sledi, da je a,, < g(a,) oziroma
Ay < Qpiq-
Ker pa je g narascajoca funkcija, pa iz a, < —2 sledi tudi g(a,) < g(—2) = —2 oziroma
Apry < —2.

Pokazali smo torej, da iz veljavnosti izjave T'(n) sledi veljavnost izjave T'(n + 1). Po prin-
cipu popolne indukcije od tod sledi, da je zaporedje (a,) naras¢ajoce in navzgor omejeno
z —2, kar pa pomeni, da je konvergentno. Izmed moznih kandidatov a € {—2,—1,3} za
limito, je mozna limita le a = —2.

Na podoben nacin lahko dokazemo tudi naslednje trditve:

- Ce je ag € (=2, —1), je zaporedje (a,) padajoce in lim (a,) = —2.

n—o0

-Ce je ag € (—1,3), je zaporedje (a,) naraicajoce in lim (a,) = 3.
n—oo

-Ce je ag € (3,00), je zaporedje (a,) padajoce in lim (a,) = 3.
n—oo

Opomba: V zgornjem dokazu smo prisli do polinomske neenacbe x2 > 7z +6, ki jo resimo,
tako da:

- pois¢emo nicle enacbe z° = Tz + 6,
-z niclami razdelimo realna stevila na nekaj intervalov,
-z izracunom v poljubni tocki intervala na vsakem intervalu posebej ugotovimo, ali je

neenacba izpolnjena.

Nekaj podobnega velja v splosnem. Ce sta f in g zvezni funkciji, za kateri je f(z) = g(z)
na neki konéni mnozici tock, lahko neenacbo f(x) > g(z) resimo z istim postopkom. [

a2 +b2
an—+bn

Zaporedji sta podani z rekurzivnima predpisoma a,; = in b, = %(an + b,), kjer

jea1>b1>0.

(a) Pokazi, da je zaporedje (a,) padajoce, zaporedje (b,) pa narascajoce.
(b) Dokazi, da sta obe zaporedji konvergentni in da imata skupno limito.



Resitev: (a) Najprej bomo pokazali, da za vsak n € N velja a,, > b,. Po predpostavki je
to res za n = 1. Denimo sedaj, da za nek n € N velja a,, > b,, in poskusimo pokazati, da
od tod sledi a, 1 > b,y1. Z uporabo rekurzivnega predpisa dobimo:

Ap+1 > bn-‘,—la

a2+ 1
u>_ n bn’
a, + b, 2(a + bn)

2(a + b2) > (a, +b,)?,
a2 + b2 > 2a,b,,
(A — bn)? > 0.

Od tod bo sedaj sledilo, da je zaporedje (a,) padajoce, zaporedje (b,) pa narascajoce.

Zaporedje (a,) je padajoce:

Iz rekurzivnega predpisa sledi

al+02  (an+b,)? 2a,b, 2a,, b, — a,
= — = a, + b, — b, = ap + by——.
a, + by, an + b, an + by, an + b, an + b,

Ap+1 =

bn—an

Ker je a, > by, je clen b, 2=

Zaporedje (b,) je narascajoce:

negativen, od koder sledi a,11 < a,.

Z uporabo neenakosti a,, > b, dobimo

1 1

(b) 1z ze dokazanega sledi, da je zaporedje (a,) padajoce in navzdol omejeno (vsak ¢len
zaporedja (b,) je namre¢ spodnja meja). Vemo, da je taksno zaporedje konvergentno.
Analogno lahko sklepamo, da je zaporedje (b,) narascajoce in navzgor omejeno, torej je

konvergentno. Oznac¢imo a = lim (a,) in b = lim (b,). Potem iz danih rekurzivnih zvez
n—oo n—oo

— @tbs 0 p, ) = L(a, + by) dobimo sist ¢b
Unt1 = g M bpyr = 3(an ) dobimo sistem enac

n

a=—-—,
a+b
b 1( +b)
= —(a
2 b
ki ima resitev a = b. 0

(5) Izrac¢unaj limito zaporedja s splosnim ¢lenom
1 L 1 T 1
a, = et Y
Y Y s R o

Resitev: Limito zaporedja (an,) bomo izracunali z uporabo izreka o sendvicu, ki pravi
naslednje. Ce sta zaporedji (b,) in (c,) konvergentni in imata enaki limiti ter velja Se
b, < a, < ¢, za vsak n € N od nekod dalje, je tudi zaporedje (a,) konvergentno in velja

lim (a,) = lim (b,) = lim (c,).
n—o0 n—oo n—oo

6



Zelimo najti zaporedji (b,) in (c,), ki imata isto limito in omejujeta zaporedje (ay,). Vsak

¢len v vsoti
1 1 1

an = + ot
Vn2+1 Vn2+2 vn2+n

je manjsi od \/Lnf? = % Torej je a,, < 1 za vsak n. Po drugi strani pa je vsak ¢len v zgornji

vsoti veéji od \/ﬁ, kar pomeni, da je —=5— < a,.
Sedaj definirajmo
n
bp = ——=—,
vn?+n
¢, = 1.

Potem za vsak n € N velja b, < a, < ¢, in lim (b,) = lim (¢,) = 1. Z uporabo izreka o
n—o0 n—0o0

sendvicu sledi
lim (a,) = 1.

n—oo

]

Naj bo (a,) zaporedje s pozitivnimi ¢leni. Potem velja: Ce je konvergentno zaporedje
b, = aZ“, je konvergentno tudi zaporedje ¢, = {/a, in je lim (b,) = lim (c,).
" n—oo n—oo

Izracunaj limite zaporedij z danimi splosnimi ¢leni:

(a) an = ¥/n,

(b) ap = V11,
n

(C) anp = W
nt1

Resitev: Najprej dokazimo trditev iz naloge. Predpostavimo, da je zaporedje b, =
konvergentno in ozna¢imo ¢ = lim (b,). Izberimo poljuben ¢ > 0. Radi bi nasli naravno
n—oo

stevilo N, da bo za vse n > N veljalo
q—¢€< Ja, <q-+e

Ker je zaporedje (b,) konvergentno, lahko najdemo tak N’, da za vse n > N’ velja

€ Ap1 €
1=9< 7, <173

oziroma

€ €
on(1-5) <an<an(a+3).
Izberimo za n po vrsti N in N/ + 1
€ €
an’ (q - §> < an41 < an (q + 5) ;
€ €
AN’ 41 (q - 5) < an'+2 < an'41 (q + 5) :
Ce vstavimo a1 iz prve neenakosti v drugo neenakost, dobimo

€\2 €\2
an’ <q— 5) < anr42 < anv (q—f- 5) .

7



S pomocjo indukcije lahko izpeljemo tudi, da za vsak k& € N velja

€\ E\F
an’ (q — 5) < ani4p < anv (q—l— 5) .

Oznacimo sedaj v zgornji neenakosti n = N’ + k. Sledi

€ n—N’ € n—N’
an: (q——) < ap < apnv (Q+—) ;

2 2
oziroma
€ an: € an:
b ) e (g0 ) o
< 2/ \ (g=5)N 2\ (g + 35
Stev1h ; ~ in ( " ) ~ sta fiksni realni stevili. Predpostavimo lahko, da sta obe pozitivni,

sajjev nasprotnem primeru leva neenakost avtomatic¢no izpolnjena. Sedaj bomo uporabili

limito
lim {/a =1,
n—oo

ki velja za vsako pozitivno realno stevilo a. Lahko jo izracunamo direktno po definiciji,
ali pa upostevamo, da je funkcija f(z) = a” zvezna v tocki x = 0 in a® = 1. Sledi

an’ an:

lim "—ezhm ”—/:17

n—oo \[ (¢ —5)V  nooe \[ (g +5)N
zato obstaja N, da jezan > N

qg—e< (q—E> n L,< Va, < (q—i-E) o L,<q+e.
2\ (g=5)N 27V (g+ )N

Trditev je tako dokazana.

S pomocjo te trditve lahko izracunamo nekatere limite, kjer nastopajo n-ti koreni.

(a) Poglejmo si najprej limito lim {/n. Izberimo a, = n in naj bo b, = = ter ¢, = {/a,.
n—oo
Potem je b, = ”—H in ¢, = n. Iz lim "T“ =1 sledi
n—oo
lim /n=1.
n—oo

(b) Izberimo sedaj a,, = n? + 1. Potem je b, = (n 1241 4 ¢, = vVn2+1. Iz limite

n2+1
1241
lim % = 1 sledi
n—oo

lim vn?2+1=1.
n—oo
(¢) Izberimo a,, = %;. Potem velja

n 1n+1‘ | 1 n
lim (by) = Tim @ = g EDTT R (1+_) —e.

N—00 n—oo  Q, n—00 (n + 1)' - n n—00

Po trditvi iz naloge sledi, da tudi zaporedje (c,) konvergira k e. Ker pa je ¢, = (‘/LTT’ je

|

lim —— =e.

n—oo 1/ .

8



Opomba 1: Na podoben nacin lahko izracunamo tudi

lim Vnk =1,

n—oo

lim {/p(n) =1,

n—,oo
kjer je k poljubno naravno stevilo in p poljuben polinom s pozitivnimi koeficienti.

Opomba 2: Implikacija iz trditve ne velja v obratni smeri.

> _ 34(=" _ anil - _ .
Ce vzamemo a, = ~557—, b, = = in ¢ = {fan, za vsak n velja
— < < —2
o S an < o

in zato tudi
2

<c, <

N | —

Z uporabo izreka o sendvicu od tod dobimo

1
lim (¢,) = =.
n—oo

Po drugi strani pa velja by, = }L in bgy1 = 1, zato zaporedje (b,) ni konvergentno.

Opomba 3: Podobna zaporedja bomo srecali pri uporabi kvocientnega in pa korenskega
kriterija za konvergenco vrst. Ta trditev pove, da nam da korenski kriterij isto limito kot
kvocientni kriterij. O]



