0.1. Integriranje, ponovitev.

1. Izracunaj nedolocene integrale:

S dv, [ 2% =25 d, [(=5+ =)ot da, [(1+2°) da, [ X de,
J 15 dx, [arctana dz, [cos(—x+2) de, [av/a? + 1de, [tanz do,
fxgjrl dr, [V1—a?dz, [V1+22da

0.2. Metri¢ni prostori.

1. Najbo M =R, d(z,y) = |5 — =|.

e Dokazi da je (M, d) metriéni prostor.
e Doloci K(1,1), K(1,2).
1.1 Naj bo d(z,y) = |2* — ¥?|.
e Ali je (R, d) metri¢ni prostor?
e Ali je (R, d) metri¢ni prostor?

2. Preveri da je R? skupaj z du(x,y) = max{|z; — y1], |ro — y2|}
metri¢ni prostor.

3. Najbo M =R,? in d(x,y) = |In 7 + [In 72].

e Pokazi da je (M, d) metriéni prostor.
e Doloci K((L 6)7 1)7 K((€7 1)7 1)7 K((L 6)7 2)

e Preveri da je d metrika na R2.
e Doloci K(0,1), K((1,1),2).

4. Narisi zaprto kroglo polmera 1 okrog (0,0) in (1,2) v metrikah na
R*:

o dy((w1,22), (Y1,12)) = \/(331 —y1)? + (v2 — 1)
o di((x1,22), (Y1,y2)) = |w1 — y1| + |22 — ya.
o di((w1,22), (Y1,92)) = max{|x1 — w1, |22 — yal}.

5. Naj bo M = R?%. Katera tocka na premici y = —x + 2 je najblizja
tocki (0,0) v metrikah

[ ] d].
[ ] d2
® d
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0.2.1. Odprte, zaprte mnoZice.

1. Naj bo d(z,y) = |z —y|. Katere mnozice so odprte/zaprte? Doloci
tudi njihove robove.

(0,1], [0,1), [0,1] v (R, d).

Q C (R, d). Uporabi v2 € R\Q.
0,1] x (0 1] C R?
(0
R

0.3. Prostor zveznih funkcij.

Funkcija d : [a,b] — R s predpisom do(f, g) = max,cp | f(z) — g(z)]

je metrika na prostoru zveznih funkcij Cla, b].

1. Najbo M = [0, 1]. Katere izmed naslednjih funkcij so v K(f(x) =
22 1), K(f(z) = 2% 1), 0K(f(z) = 22,1) ?

g(x) =z, g(xr) =2 +1, g(x) =z — 1, g(z) = sin(x), g(z) = 1.

2. Naj bo M = [0,1]. Doloci duo(f(z) = 22, g(x) = z), doo(f(x) =
2, g(x) = —a), du(f(x) = 2, g(x) = 1 a?).

3. Naj bo d(f,g) = fl |f(z) — g(x)| dw. Doloci d(f(z) = x,g9(x) =
1—2?).

4. Zan € Nnaj bo f,(z)=—-1¢eax < -2, f(z) =na e |z| <+ in
fa(z) =1 & & > L. Priizbranem x definirajmo f(z) := lim, o fo(2).
Izracunaj lim,, oo d(fr, f) in limy, o doo(fin, f)-

0.3.1. Zaporedja.

1. Katera zaporedja so konvergentna? Doloci limite, ¢e obstajajo.
an = (=1/n,(=1)")

= (n/e", v/n)

= (Vn+1—/n, =2

= ((—=1)"/n, cos(nm/2)).
0.3.2. Izrek o fiksni tocku.

Naj bo (M,d) poln metri¢ni prostor in f : M — M preslikava za
katero obstaja ¢ < 1, tako da za vse z,y € M velja d(f(z), f(y)) <
q d(z,y). Potem obstaja natanko en z € M ki zadosca z = f(z).
Fiksna tocka x je limita zaporedja, definiranega kot zp,1 = f(zx) (
k € N), kjer je zacetni clen zy € M poljuben.
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Da se preveriti da velja |z, — zp41] < ¢"d(zo, f(20)) in d(zg, x) <
d(xo, f(20))q" /(1 — q) za vse n, k € N.

1. Naj bo f(z) =1+e".

e Preveri da f na [a, 00| zadoscéa pogojem izreka o fiksni tocki
(@ <1).
e [zracunaj x na dve mesti natancéno

2. Naj bo f(z) = 1 —2%/2 + z. Preveri da f na vsakem intervalu
[€,2 — €] (¢ > 0) ustreza pogojem izreka o fiksni tocki. Doloci fiksno
tocko.

3. S pomocjo izreka o fiksni tocki pokazi da ima enacba 2z —cos(z) =
0 (ekvivalentno cos(x)/2 = z) eno samo resitev na R;. Doloéi fiksno
tocko na 3 mesta natancno.

4. Newtonova metoda iskanja nicel f(z) = 0 uporabi izrek o fiksni
tocki za funkcijo h(z) = x — f(x)/f'(x). Preveri da za dvakrat zvezno
odvedljivo funkcijo f funkcija h izpolnjuje izrek v neki okolici nic¢le.

0.4. Fourierova vrsta.

Naj bo f : [-m,7] — R s kvadratom integrabilna funkcija. Njen
Fourierov razvoj po ortogonalni bazi

{1, {cos(kx) }ken, {sin(kz) }ren}

prostora s kvadratom integrabilnih funkcij je oblike

F(z) =1/2a9 + i ay cos(kx) + by, sin(kz).

k=1

Ce pomnozimo f s funkcijami po katerih razvijamo in integriramo (torej
izracunamo skalarni produkt) dobimo formule za koeficiente:

v [ sy v = [ seosthe) dob = [ j@psinho) d.

Recimo da ima funkcija f v tocki = nezveznost tipa skok (leva in
desna limita funkcije obstajata) in obstaja v tocki x leva in desna limita
odvoda funkcije. Potem v tocki x Fourierova vrsta konvergira proti
povprec¢ju med levo in desno limito funkcije.

1. Razvij f(z) = cos*(x) v Fourierovo vrsto na intervalu [—m, 7].

2. Razvij f(z) = = v Fourierovo vrsto na intervalu [—n, 7.



3. Razvij f(x) = { vl ’ z<0 v Fourierovo vrsto na intervalu
T ;x>0
[—7, 7).

4. Razvij funkcijo f(z) = sin(x) po funkcijah {cos(kz)}kren na in-

tervalu [0,7]. Najprej razsiri funkcijo do sode funkcije na [—m, 7] in
uporabi standarden Fourierov razvoj na [—m,7]. Pri integriranju si
pomagaj z enakostjo sin(a) cos(b) = 1/2(sin(a + b) + sin(a — b)).
0 ;0<zxz<a
1 ;a<z<m
funkcijah {sin(kz)}reny na intervalu [0,7]. Najprej razsiri f do lihe
funkcije na intervalu [—m, 7.

5. Naj bo a € (0,7) in f(x) = . Razvij f po

5. Razvij funkcijo f(z) = z(m — ) v Fourierovo vrsto na [0, 7] po
sinusih. S pomocjo razvoja izra¢unaj vsoto vrste 1 — 3% + 5% -

6. Recimo da funkcija f : [0,7] — R zados¢a f(z) = f(m — z). Naj
bo njen razvoj po sinusih F(z) =Y 7, agsin(kz). Pokazi da je a =0
za vse sode k.

7. Funkcijo f : [—m, 7] — R razvijemo v Fourierovo vrsto po sinusih
in kosinusih. Kaj velja za koeficiente ¢e funkcija zadosca f(x + 7) =
—f(x) zavsex € (—m,m) ?

0.4.1. Razvoj na intervalu [a, b]

kmx

1 k
F(m):§a0+2akcos Zx)—f—bksm( d)

kjer je d = (b—a)/2 in

/f ) da,a — /f cos(TY) d, by, = /f )sin(*7%) da.

1. Razvij funkcijo f(z) = |z — 1/2| v Fourierovo vrsto na [0, 1].

0.5. Funkcije ve¢ spremenljivk.

1. Doloci definicijska obmocja naslednjih funkcij

o flz,y)=vr -y
o flz,y) ==
i f(:v,y) = s1n(7m:)lsin(77y)



o flz,y)=2x—2y+1
o flz,y) =2+

o f(z,y) ==y

o f(z,y)=(2* =1y

0.5.1. Zveznost in limita funkcij vec spremenljivk.

1. Preveri ali limite obstajajo in jih izracunaj:

hd liIn(:v )—(0,0) 4y
Y ) /22492
2+4+y2+1-1
I; xy
1 (z,y)—(0,0) x24y?

x3+3

® lim( y)(00) 72,2
. —COS $2 2
o gy (00) GEpeey-

. x4y ;22+y2 <1
2. NanOf(37a3/):{ x—g .I2+Z2>1

f:D CR? — R ni zvezna?

V katerih tockah funkcija

| 2L ()
3. Naj bo f(z,y) = o ; (2, y)

—~
o O

’8; Dolo¢i a € R tako da

Y

RN N

bo f zvezna povsod na R2.

4. Katera izmed funkcij je zvezna v (0,0) ?

r o x=1>

o f(z,y) :{ 0

; sicer
1/2 ;2 =y?
e f(:c,y) = { O/ . sicery

0.6. Parcialni odvodi.

1. Izracunaj vse parcialne odvode 1. reda

o [lmy) ="y’ +a—y

o f(z,y) = Va2 +y?

o flz,y) = ;,;2?1,2

o f(x,y) =arcsin(y/z +y)x



2. Izracunaj vse parcialne odvode 2. reda za funkcijo f(z,y) =
In(2? + y?) v tocki (1, —1).

3. Naj bo f(x,y) = In(1l — xy). Izracunaj %6];3(1,0).
0.7. Posredno odvajanje.

Najbo f(t) = u(z(t),y(t)) kjersou : R* = R, z,y : R — R odvedljive
funkcije. Potem velja
of Oudxr Oudy
/
)= ot = e
IO =5 =azat "oy
1. Naj bo f(z,y) = z —y in z(t) = t*, y(t) = t. Izratunaj
if(@(t), y(t)).
2. Naj bo f(z,2) = z/(1 — z) in x(y) = cos(y), z(y) = sin(y).
Izracunaj & f(x(y), 2(y))-
3. Naj bo f(x,y,2) = zy/z in z(t) = cos(t), y(t) = sin(t), z(t) = €.
Izracunaj 2 f(z(t), y(t), 2(t)).
4. Naj bo z = z?In(y) in z(u,v) = wv, y(u,v) = u + v. Izracunaj
(@ (u,0), y(u,0)) in Gz (@ (u,v),y(u, ).
5. Dani sta odvedljivi funkciji ¢,% : R — R. Naj bo u(x,y) =
zd(x +y) + y(x + y). Poenostavi izraz g, — 2y, + ty,.

Polarne koordinate

2(r, ¢) = rcos(9), y(r, ) = rsin(¢g).

6. Naj bo f(x,y) = 2%y + y*. Izracunaj % in % v (z,y) = (1,1).

7. Doloci smerni odvod f(z,y) = /22 +y? v tocki (1,1) v smeri
(1,-1).

8. V kateri smeri funkcija f(z,y) = 2% — y* v tocki (1,2) najhitreje
narasca/pada?

0.8. Taylorjeva vrsta.

Flathb+ k) = fla+ht b+ k)l = S50 AL + kL) flias.
1. Razvij f(z,y) = 22* — xy + y* + x v vrsto okrog (—1,2).
2. Razvij f(a: y) = xy/(1 + zy) v vrsto okrog (0,0). Izrac¢unaj
s (0,0) in 5 85305(0,0)

3. Razvij f(z,y) = e*sin(y) v vrsto okrog (0,0).
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4. Uporabi razvoj v vrsto do ¢lenov 1. reda in priblizno izracunaj

V2(VT02 + (0.98)2).

0.9. Ekstremi, najvecje in najmanjSe vrednosti.

1. Poisci ekstreme in doloci njihov tip

o flz,y)=ay—a*—y—6x+3
o flz,y) = (2 +y)Ve
2. Dolo¢i najmanjso in najvecjo vrednost funkcije f(z,y) = 2z —y
na trikotniku ABC' z oglisci A(0,0), B(2,0), C(1,3).
3. Doloé¢i najmanjso in najvecjo vrednost funkcije f(z,y) = (x —
1)2 + (y + 1)? na obmo¢ju podanem z z? + y* < 4.
4. Opazujemo kvadraste sSkatle brez pokrova in z kvadratom za os-

novno ploskev. PovrSina skatel je predpisana in enaka S. Doloci rob
kvadrata in visino za skatlo z najvecjo prostornino.

0.9.1. Vezani ekstrem.

1. Poisci ekstrem funkcije f(z,y) = 22 + y? pri pogoju 2% — y* = 1.
2. Poisci tocke na elipsoidu 2% + y? + 222 = 7 v kateri zavzame
funkcija f(x,y, z) = v — 2y — 2z najvecjo/najmanjso vrednost.

0.10. Krivulje.

Naj bo krivulja podana parametri¢no kot r = r(t) = (z(t), y(t), 2(t))

(ali z naravnim parametrom r = r(s)). Velja zveza $(t) = ||

Enotski tangentni vektor t = 1/|r|, enotski vektor glavne normale
n = t/|t|, enotski binormalni vektor b = t x n. Racunsko ugodnejsi
pristop uposteva da binormalni b vektor kaze v smeri r X ¥, vektor
glavne n normale pa v smeri b X t.

Fleksijska ukrivljenost 1/p = [t/(s)| = |7 x #|/|7|*. Torzijska ukrivl-
jenost 1/7 = |n'(s)| = (7,7, 7)/|r" x |2

e Pokazi da je z enacbama x? = 3y, 3zy = 2% v okolici tocke
T(1,1/3,1) podana krivulja (preveri tako da zapises parametrizacijo
ali pa uporabis izrek o implicitni funkciji)

e Doloci enotske vektorje t,n, b (tangenta, normala, binormala)

v T.



2. Zapisi naravno parametrizacijo za krivuljo x = e,y = e,z =
/2t in doloéi enacho pritisnjene ravnine v v (1, 1, 0) ter fleksijsko ukrivl-
jenost.

3. Dana je krivulja x = e’ cos(t),y = e'sin(t), z = €’.

e Zapisi parametrizacijo krivulje z naravnim parametrom.

e Doloci tangentni in normalni vektor v ¢ = 0.

e Doloci fleksijsko in torzijsko ukrivljenost v ¢ = 0 ter sredisce
pritisnjenega kroga.

0.11. Ploskve.

1.Preveri da je z enakostjo x? + y? + 222y — 2 = 1 v okolici tocke
T(0,0,—1) podana ploskev.

e Ploskev lahko predstavimo kot z = z(z,y). Izracunaj g—i(O) in
g—z(()) in dolo¢i normalni vektor na ploskev v 7T'.
e Kako lahko hitreje doloc¢is normalni vektor iz implicitnega za-

pisa? Doloé¢i tangentno ravnino na to ploskev v T'.

2. Dana je ploskev x = wv, y = u? + 0%, 2 = u — v. Doloé¢i enacbo
tangentne ravnine na ploskev v tocki (1,2, 0).

3. Dani sta ploskvi 2? + y* = 22 in 22 + y* + (z — 1)? = 1. Pod
kaksnim kotom se sekata v tocki (1,0,1) 7

Glavni ukrivljenosti ploskve sta ekstremni ukrivljenosti presekov ploskve
z ravninami, pravokotnimi na tangentno ravnino. Kot taki sta resitvi
ekstremalnega problema; racun pokaze

L—\E, M—\F

deb| N\ NF, N =G

=0

Tukaj so E, F, G koeficienti prve fundamentalne forme, L, M, N pa ko-
eficienti druge fundamentalne forme. Za eksplicitno podano ploskev
z = f(z,y) imamo E = 1+ f2,F = 1+ fof,, G =1+ f; in L =

Joe/ I 2412 M = foy [T+ 2+ 2, N = fp//1+ f2+ [2

4. Naj bo a # 0. Poisci glavni ukrivljenosti ploskve zy = az v tocki
T(a,a,a). Ali je tocka T elipti¢na, hiperboli¢na, paraboli¢na ?

0.12. Integrali s parametrom.



Naj bo f, zvezna. Potem je

d [ p b(y) y . ,
d_y/a(y) fla,y) dv = fy(@,y) +0'(y) f(0(y),y) — a'(y) flaly), ).

a(y)
1. Doloci definicijsko obmocje funkcije f(y) = fol o dzr in
224y
izracunaj f'(y).
2. Naj bo f(a) o 22, Kjer je a,b > 0. Izracunaj fo (11?19;)
3. Naj bo f(a fo 2 Kjer je 0 < a < b. Izracunaj fo xL—aQ)Q

4. Funkcija sgn(x y) ni zvezna na {(x y) € R? : x —y = 0}. Pokazi
da je kljub temu funkcija f(y fo sgn(z — y) dx zvezna.

5. Naj bo f(a) = Oaln(l% dx. Izracunaj f'(a).

6. Naj bo y(z) = %foﬂ cos(z cost) dt. Pokazi da je Jy = y resitev
Besselove enacbe zy” + 3 + xy = 0. (namig: per partes)

7. Naj bo f(t) f In(t?+2?) dz in g(t) = 2t arctan(1/t)+1In(1+¢2).
Pokazi da velja f'(t) = ¢'(t).

0.13. Gama in Beta funkcija.

[(s) = [t exp—t dt, s > 0. B(p,q) = fol (1 — )t dt,

p,q > 0.
Nekatere lastnosti: T'(s)I'(1 — s) = 7r/ sin(rs), I'(s + 1) = sI'(s).
fo 1j.pt ;+q dt. B(pa = p+q) fﬁm H2a GCOSQb_lxdajz

1B(a b)

1. Izracunaj [ exp(—t?) dt.

2. Izracunaj [ exp(—(t — a)?/b) dt, kjer a,b > 0.

3. Izracunaj [;° 1%5. (namig: najprej uporabi substitucijo t = z°.
x — x/(z + 1) slika interval (0, 00) bijektivno na interval (0, 1))

4. Izracunaj fol 22y/1 — 22,

5. Izratunaj [, sin®(2z) dz.

6. Izracunaj [ sin’(z) da.

7. Izracunaj fo% cos*(z) dz.
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0.14. Veckratni integral.

1. Zapisi integracijske meje ¢e je obmocje

e paralelogram s stranicami * = 3, * = 5, 3z — 2y +4 = 0,
3r—2y+1=0.

trikotnik s stranicami x =0, y =0in z +y = 2.
?+y*<1,2>0,y<0.

r+y<l,z—y<1l,z2>0.

omejeno s hiperbolo y? — 22 = 1 in kroznico 2% + y?> = 9 ter
vsebuje (0,0).

2. Zamenjaj vrstni red integriranja

o fydy [Y7 f(x,y)dz.
° fjl dx fomf(x,y)dy.
o [y du [V f(a,y)dy.
o [Zdz [* f(x,y)dy.

3. Izracunaj integrale
[ Jp(@® +y?)dx dy, D obmocje omejeno z y = z?, y* = x
[ [p2z+ydx dy/ [ [, 1dx dy, D obmocje omejeno z x = 0, y = 0 in
T +y=23.

0.15. Polarne koordinate.

1. Zapisi integracijske meje za naslednja obmocja (polarne koordi-
nate)
224+ < R 2>0
obmocje omejeno z z2 + y? = 4z, 22 +y?> =8z, y = x, y = 27.
2. Izracunaj integrale v polarnih koordinatah:
ffD 1 — x — ydx dy, D omejeno z x* + y* = Rx.

foR dx fo e log(1+ 2 + y?) dy.

y-koordinata tezisca [ [, ydx dy/ [ [, dx dy, kjer je D obmocje ome-
jeno z x?/a® + y?/b?> = 1. Namig: uporabi "raztegnjene” polarne koor-
dinate x = ar cos(¢), y = brsin(9).

3. Lemniskata je krivulja implicitno podana kot (22 +%?)? = a?(z* —
y?). Zapisi njeno enacbo v polarnem zapisu in skiciraj krivuljo. Za
primer a = 1 izrac¢unaj plosc¢ino desnega dela (z > 0).

0.16. Uvedba novih spremenljivk.
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I oy flay)dz dy = [ [, f( v))|J®|du dv. Tu je (x,y) =
O(u,v) € &(D).
1. Naj bo D paralelogram, napet na premici y = 2z, y = 1/4x z
oglistem v (4,1). V integral [ [, 1dz dy vpelji nove koordinate u =
y—2x,v=y—1/4z.

0.17. Trojni integral.

1. Izracunaj integrale
LSt da [} dy [(x +y + 2)dz
Q.fffD ldz dy dz, D obmoc¢je omejeno z x = 0,y = 0,z = 0,2 =
1—22—y.
3.J [ Jpxydx dy dz, D omejeno z z = zy, x +y =1, 2=0 (2 > 0).
Cilindricne koordinate x = r cos(¢), y = rsin(¢),z = z.

Sferiéne koordinate x = rcos(f)cos(¢), y = rcos(f)sin(¢), z =
rsin(6).

4. Zapisi integracijske meje v cilindri¢nih /sferi¢nih koordinatah in
izracunaj prostornine obmocij:
Q je obmocje omejeno z 2 +y? = R?, 2 =0,z =1,y = x, y = xv/3/2.
Q je obmocje omejeno z x2 + y? = 2x, z = 0 in 2z = 2% + 12
Q) je osmina sfere, lezece vz > 0,y > 0,z > 0.

5. Izracunaj [ [ [,2? + y*dzdydz, kjer je Q obmocje omejeno z
r? <2+ P+ 22 < R% 2>0.

6. Izracunaj vztrajnostni moment (okrog z-osi) preseka krogle z? +
y? + 22 < R? in stozca 22 = 2% + 2.

2

7. Doloéi tezisce telesa, omejenega z z = a? — 22 —y? in z = 0. Dolozi

tudi vztrajnostni moment okrog z-osi.

0.18. Krivuljni integral funkcije.

Jo f(x,y) ds = f fx(t), )\ ()2 + (9)? dt, a < b. Tukaj je

xr = x(t) y =1y(t), a <t < b parametrizacija krivulje C.

1. Izracunaj [, (= + y) ds, kjer je C rob trikotnika z ogliséi (1,0),
(0,1) in (0,0).

2. Izracunaj [, xy ds, kjer je C lok elipse z*/a® + y*/b* = 1 (x >
0,y > 0)

3. Doloci vztrajnostni moment parabole y = 2? (0 < x < 1) okrog
y-osi. Dolzinska gostota naj bo enakomerno enaka 1.
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4. Doloéi vztrajnostni moment (okrog y osi) [, x*ds trikotnika z
ogligéi (—1,0), (1,0) in (0,1).

5. Parametriziraj krivuljo C, podano kot presek zy+ 22 = a?, z = v.
Nato v dobljeni parametrizaciji zapisi krivuljni integral [, /2y + 22 ds.

0.19. Krivuljni integral vektorskega polja.

Jo Fla,y) - di = [J(F - #)dt. Tukaj je 7 = (z,y) = (x(t),y(t))
(a <t <b) parametrizacija krivulje C.
1. Izracunaj delo, ki ga opravi sila F = (3zy, —y2) vzdolz poti :
e y =2z% od (0,0) do (1,2),
e daljica od (0,0) do (1,2),
e trodelna pot AB, BC in C'A, kjer je A(0,0), B(1,2), C(0,3).
2. Naj bo F' = (z,y). Izratunaj fcﬁ -dr, kjer je C pot od (0,0) do
(1,1) po paraboli y = 22 in od (1,1) do (0,0) po paraboli z = 3.
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