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Poglavje 1

Funkcije vec¢ spremenljivk

1.1 O prostoru R"

Na mnozici R” = R x ... x R urejenih n-teric (21,2, ...,2,) definiramo op-
—_———

n
eraciji seStevanja elementov iz R™ in mnozenja elementov iz R™ z realnimi stevili;

za x = (T1,%2,...,Tn) € R", y = (y1,¥2,...,¥n) € R" in @ € R naj velja

x+y:(x1+y17$2+y23"'axn+yn),

a-x = (ar, axe, ..., 0L,).

Iz linearne algebre vemo, da operaciji zgoraj zadoScata aksiomom vektorskega
prostora. Mnozica R"™ je torej n-razsezni vektorski prostor. Spomnimo se Se

nekaj pojmov, npr.

kanoniéna baza

er = (1,0,...,0),

e2 =(0,1,...,0),
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skalarni produkt

(zly) =2y
=T1Y1 +X2y2 + ... + Tplyn,
norma vektorja x

2] = v -z

:\/x%—l—x%—l—...—i-x%,

razdalja med vektorjema x in y

d(z,y) = llz -yl

=@ — 1)+ (@2 —y2)2 + .+ (20 — Yn)?

=\ 2221(3% - yk)27

odprta krogla s srediséem v tocki a in polmerom 7 je mnozica
K(a,r) ={z e R": ||z —a| <r},

zaprta krogla s sredis¢em v tocki a in polmerom r je mnozica
Kla,r) ={z € R": ||z —al <7},

sfera s sredis¢em v tocki a in polmerom r je mnozica
S(a,r) ={z e R": || —a| = r},

torej S(a,r) = bK(a,r).

Ce jeay < bi,...,a, < by, tedaj mnozico oblike
K={zeR": a1 <x1 <by,...,an < xp < by}

imenujemo zaprt kvader.

Neprazna mnozica je omejena, ¢e je vsebovana v neki krogli. Torej je vsak

kvader omejena mnozica, saj je npr. vsebovana v zaprti krogli

K(a,r) ={z € R": ||z —al <7},
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kjer je a = (a1,az,...,a,) inr = \/(bl_a1)2+"'+(bn_an)2~

Daljica s krajiséema v tockah a in b je mnozica
{a+tb—a):0<t <1}
oziroma
{1=t)a+th:0<t <1},

kjer je a = (a1, as2,...,a,) in b= (b1,ba,...,b,).

1.1.1 Zaporedja v R”

Naj bo {a®}° | zaporedje v R", torej {a®}°, C R™. Pri tem je

r'n

a®) = (agk), aék), e a(k)> , kel

Vsako zaporedje {a®¥)}%° | € R™ torej dolo¢a n-zaporedij komponent oz. koor-

dinat
k o0 k o0 [e’e)
{afeey {adP ), ™y

to so obicajna zaporedja realnih stevil.

Iz poglavja o zaporedjih v metriénih prostorih se spomnimo definicije kon-
vergence zaporedja. Zaporedje {a(k)}z":1 C R”™ konvergira proti a € R", ce za

vsak ¢ > 0 obstaja ko € IN, da je ||a®®) —a| < ¢, za vse k > k.

Izrek 1 Zaporedje {a(k)}z’;l C R™ konvergira natanko tedaj, ko za vsak i,
i € {1,2,...,n}, konvergira zaporedje koordinat {agk)}zozl. Limita zaporedja
je tocka, ki ima za koordinate limite zaporedij koordinat, t.j.

lim o = (klim agk),klim agk), ..., lim a;k)) .

k—oco v k—o0

Dokaz: (=) Naj bo a € R” in naj {a(k)}i‘;l konvergira proti a. Torej za vsak

e > 0 obstaja ko € IN, da je

[a® — a|| < e za vse k > ko.
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Torej

\/(agk) — a2+ (a8 —a2)? + ..+ +(al) —an)? <e,

za vse k > kg. Od tod sledi

|a§k> —a| <e,

|aék) —as| <e,

|a’£7,k) - a"n.| <g,

za vse k > ko. Iz |a§k> —a1] < e za vse k > ko sledi, da agk) konvergira k a;.

Enako velja tudi za ostale komponente. Torej je

(k)

lim ;"' =a; zavse i€ {1,2,...,n}.

k—o0
(<) Naj {az(-k)}iozl konvergira proti a;, ¢ € {1,2,...,n}. Tedaj za vsak € > 0

obstaja ko € IN, da je

(k) €
la;” — as| < v
za vse k > ko in vse i € {1,2,...,n}. Za vsako komponento posebej izberemo

ko, nato izberemo najvecjega. Sledi

la® —al* = (@ —a1)* + (3" —a2)* +... + (aff? — an)?

() -

za vsak k > ko in od tod [|[a®) — a|| < & za vsak k > kq. Torej limg_ oo a®)

= a.

|
Izrek 2 R”™ je poln metricen prostor.

Dokaz: Samo skica. Naj bo {a®}2° Cauchyevo zaporedje. Od tod sledi,
da je za vsak i € {1,2,...,n} zaporedje koordinat {az(-k)}zozl Cauchyevo. Torej
po znanem izreku iz Analize 1 za vsak ¢ € {1,2,...,n} zaporedje koordinat

{agk)}g"zl konvergira. Po prejsnjem izreku {a®}2° | konvergira k a. O

Izrek 3 MnozZica I C R" je kompaktna natanko tedaj, ko je omejena in zaprta.



1.2. ZVEZNE PRESLIKAVE S PODMNOZIC RN V RM 5

Dokaz: Dovolj je, da dokazemo, da je zaprt kvader kompaktna mnozica. V
eni spremenljivki to vemo iz leme o pokritjih. V vec¢ spremenljivkah je dokaz

podoben. Podroben dokaz najdemo v knjigi J. Vrabec: Metricni prostori. U

1.2 Zvezne preslikave s podmnozic R"” v R™

Zveznost je definirana tako kot v splosnih metri¢nih prostorih.

Definicija 1 Naj bo D C R™. Preslikava f : D — R™ je zvezna v tocki a € D,
ée za vsak € > 0 obstaja § > 0, da je || f(x) — f(a)|| < e, éim je x € D tak, da

je ||l —all < 0.

To pomeni, da se f(a) poljubno malo spremeni, ¢e se le a dovolj malo spre-

meni. Prin =1 in m = 1 dobimo Ze znano definicijo.

Definicija 2 Preslikava f: D — R™ je zvezna na D, ce je zvezna v vsaki tocki

1z D.

Definicija 3 Preslikava f : D — R™ je enakomerno zvezna na D, ¢e za vsak
e > 0 obstaja 6 > 0, da je ||f(z) — f(Z)|| < € za vsaka x,& € D, za katera je

lz — 7| < 6.

Opomba: Ce je m = 1, preslikavi f recemo funkcija. Natanéneje, e je m = 1
in x = (x1,x9,...,x,), piSemo tudi f(z) = f(x1,22,...,2,) in pravimo, da je

f funkcija n-spremenljivk.

Opomba: V opombi zgoraj smo pisali f(z) = f(x1,z2,...,z,), Ceprav bi v
bistvu morali pisati f(x) = f((xl,xg, .. .,xn)), saj je x = (x1,x2,...,2y). Po-
leg tega smo zapisali, da je f funkcija n-spremenljivk, ¢eprav je spremenljivka

ena sama, t.j. © = (X1,Z2,...,%pn).

Zgled: Naj bo f: R? — R definirana s predpisom
flzy,m0) = a3 + 22a,.

Vrednost funkcije f v tocki (1,2) je f(1,2) =13 +13.2=3. O
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Izrek 4 Naj bosta funkciji f in g definirani na D C R™. Naj bosta zvezni v

a €D. Tedaj so v tocki a zvezne tudi:
(1) f+g.

(i) f—g,

(iii) f- g,

(iv) f/g. gla) # 0.

Dokaz: Dokazemo na analogen nacin kot pri funkcijah ene spremenljivke. [J

Enak izrek seveda velja za funkcije, ki so zvezne povsod na D.

Izrek 5 Naj bo D C R™ in f : D — R zvezna funkcija v notrangi tocki a € D.
Tedaj je f v tej tocki zvezna kot funkcija vsake spremenljivke posebej, t.j. ce je

a = (ay,as,...,ay), so zvezne naslednje funkcije:

A= f(Nag, ..., a,) v tocki A = aq,

A= flar, Ay ... an) v tocki X = ag,

A= flar,az,...,\) v tocki A = a,.

Opomba: Ker je a notranja tocka, obstaja r > 0, da je

K(a,r) ={(x1,22,...,2,) : \/(xl —a1)?’+...+(xn—an)?2 <r}CD.
Od tod sledi, da so tudi tocke

{(/\7@27"'7an):a1_7'<)\<a1+'r‘}c’D7

{(a1,A,...;apn)as—r < A<ags+r} CD,

{(ar,a2,...,\) rap—r<A<a,+r}CD

in so zato zgornje funkcije zagotovo definirane, in sicer: prva v okolici tocke aq,
druga v okolici tocke as, ...Pri tem smo razen A fiksirali vsako od posameznih

komponent. Geometrijski prikaz za n = 2 je na sliki [Tl
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)

(a17 )‘)

)\%0,2

az

()‘70’2)
} A= aq
|

d]_ T

Slika 1.1: Funkcija f : D — R je fiksirana povsod, razen v .

Dokaz: Ker je f zvezna v a, za vsak € > 0 obstaja § > 0, da iz ||z — al| < 4,
x € D, sledi |f(z) — f(a)| < . Ker je a notranja tocka, je x € D, ¢im je ||z — al|
dovolj majhen. Torej iz ||z —a|| < ¢ sledi |f(x) — f(a)| < e. Najbo [A—a1] <6,
tedaj je

[(A ag,. .. an) — (a1,a2,...,a,)]| = ||\ —a1,0,...,0| <9,

od koder sledi

(N a2, ... an) — f(ar,a2,...,a,)| <e.

Torej A — f(A ag,...,a,) je zvezna v A\ = a;. Podobno pokazemo tudi za ostale

primere. 0

Pokazali smo torej, da iz zveznosti funkcije f sledi, da je f zvezna tudi kot
funkcija vsake spremenljivke posebej. Da obratno v splosnem ne velja, lahko

preverimo na naslednjem zgledu.

Zgled: Naj bo
2zy

2 2
2t ¥ 4+y°>0

fla,y) =

0, z,y = 0.
Ker je f(x,0) = 0 za vsak x in f(0,y) = 0 za vsak y, je torej f v tocki (0,0)
gotovo zvezna kot kot funkcija vsake spremenljivke posebej, t.j.  — f(z,0) je

zvezna pri = 0 in y — f(0,y) je zvezna pri y = 0.
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Slika 1.2: Grafa funkcije f

Funkeija f pa ni zvezna v (0,0), kar vidimo takole: Oglejmo si f(t,t), ko je

t majhen.

za vse t > 0. Torej so poljubno blizu (0,0) tocke, v katerih je f(z,y) = 1. Ker
je f(0,0) = 0, funkcija v tocki (0,0) ne more biti zvezna. O

1.2.1 Nekaj primerov zveznih funkcij na R"

Naj bo ¢ realno stevilo. Konstantna funkcija
(z1,@2,...,2,) — ¢,
je ocitno zvezna. Funkcijo 7
(1, T2, mn) o ox, ke {1,2,...,n},

imenujemo k-ta projekcija prostora R"™ na R. Zveznost pokazemo tako, da

v e-0 definiciji zveznosti vzamemo za d kar €. Afina linearna funkcija, t.j.
(1,22, ..., Tpn) — 121 + a2x2 + ... + apx, +d,

kjer so a;, i € {1,2,...,n}, in d realna stevila, je tudi zvezna na R™. Polinomi

so tudi zvezne funkcije na R™. Racionalne funkcije, t.j. kvocienti polinomov so
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zvezne na R™ povsod, kjer je imenovalec razlicen od 0.

Zgled: Racionalna funkcija

® +y* +4

je zvezna povsod na R?, razen tam, kjer je  — 2y = 0, torej na premici z enacbo

1.3 Preslikave s podmnozic R" v R™

Naj bo D C R" in f: D — R™ preslikava. Za vsak ¢ = (z1,z9,...,z,) € D je
slika

flx) = f(z1,22,...,2p)
= (y17y27~-‘aym) €]Rm

natanéno dolo¢ena. Vsaka od koordinat

y1 = fl(.’L’l,xQ,...,xn),
Y2 = f2(.’L’1,.’L’2,...,$n),
Ym = fm(xlax%"';xn)

je funkcija n-spremenljivk, definirana na D. Torej ima preslikava f m-koordinatnih

(komponentnih) funkcij. Pisali bomo

f:(f17f27"'7.fﬂ7.)'

Velja pa tudi obratno. Ce je na D definirana m-terica fi, fa, ..., fm funkcij, te
funkcije dolocajo preslikavo f : D — R™, kot zgoraj, za katero so te funkcije

koordinatne funkcije. Torej

(fi(z), fo(2), ..., fm(2)) = f(z), 2€D, DCR"

Zgled: Oglejmo si preslikavo f : R?2 — R3, definirano s predpisom

flzy) = (2 +y,zy,2° — y?).
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Koordinatne funkcije preslikave f so:

fila,y) = 2% +y,
fa(z,y) = zy,
fa(w,y) = 2® +y*.
0

Izrek 6 Naj bo D C R™. Preslikava f : D — R™, je zvezna v a € D natanko

tedaj, ko so v tocki a zvezne vse njene koordinatne funkcije fr, k € {1,2,...,m}.

Dokaz: (=) Naj bo f zvezna v a. Naj bo € > 0. Ker je f zvezna v a, obstaja
0>0,daiz ||x—al| <6,z € D,sledi ||f(x)— f(a)|| <e. Izraz || f(z)— f(a)| < e

pomeni \/2le (fr(z) — f;c(a))2 < e. Od tod sledi |fx(z) — fx(a)| < € za vsak
k, ke {1,2,...,m}. Torej je fi zvezna v a za vsak k, k € {1,2,...,m}.

(<) Naj bodo fi1, fa,..., fm zvezne v a. Naj bo ¢ > 0. Tedaj za vsak k €
{1,2,...,m} obstaja §; > 0, da je | fx(z) — fr(a)| < e/y/m, €im je ||z —a|| < dk,
z € D. Naj bo § = min{d1,d,...,6,}. Ceje ||z —al <6, x € D, je tudi
|z — al|| < 0 za vsak k € {1,2,...,m}. Torej je |fr(z) — fr(a)| < &/v/m. Od
tod sledi, da je

1£(@) = F@I] = /Sy (fe(@) — fu()?

g2 g2 g2
<A/ =+ =+ —
m m m
me?2
<y — =-.
m
Torej je f zvezna v a. O

1.4 Odvod vektorske funkcije

Definicija 4 Naj bo Z C R interval. Preslikavo f : T — R™ tedaj imenujemo
vektorska funkcija. Spremenljivko t € T ponavadi imenujemo parameter. Ko

t pretece interval I, f(t) pretece neko mnoZico v R™.

V ravnini R? smo take primere Ze obravnavali; z = g(t), y = h(t), t € [, ).

Slika je ponavadi krivulja v R?. Pri tem je t — (g(t), h(t)) preslikava, z = g(t)
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in y = h(t) pa sta parametriéni enacbi krivulje, npr. enotska kroznica t — (z,y),

x = cost, y = sint, t € [0,27).

Definicija 5 Naj bo Z C R in f : T — R™ wektorska funkcija, definirana
v wsaki tocki intervala T, razen morda v tocki a. Tocka (vektor) A € R™ je
limita vektorske funkcije f v tocki a, ¢e za vsak € > 0 obstaja § > 0, da je

I f(t) — Al <&, ¢im je |t —a|] < §. Ce to velja, potem pisemo

lim f(t) = A.

t—a
Ocitno je
(a) lim;_., f(t) = A natanko takrat, ko za vsako koordinatno funkcijo fi velja

}imfk(t)ZAk, ke{l,...,m}.

(b) ¢e je f definirana tudi v tocki a, je f zvezna v tocki a natanko tedaj, ko

obstaja lim;_,, f(¢) in je

lim £(t) = f(a).

t—a

Definicija 6 Naj bo f: 7 — R™ wvektorska funkcija in to € Z. Definirajmo:

Ce ta limita obstaja, jo imenujemo odvod vektorske funkcije f v tocki to.

Opomba: Tu M pomeni 3 (f(to + ) — f(to)). Vektor deliti s skalar-

jem pomeni mnoziti ga z obratno vrednostjo tega skalarja.

Opomba: Iz odvedljivosti vektorske funkcije v ty seveda sledi zveznost vek-

torske funkcije v tg.

Iz zgornje diskusije o limitah sledi, da je vektorska funkcija f v tocki ¢
odvedljiva natanko tedaj, ko so v tocki tg odvedljive vse njene koordinatne

funkcije f1, fa, ..., fm, t.j. ¢e za vsak k € {1,2,...,m} obstajajo limite

filto) = Jim Tillo ¥ M = Jillo)

h—0
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Tedaj je
F(to) = (fi(to), fa(to), .- -, fm(to))-

Fizikalni pomen odvoda vektorske funkcije

Vektorske funkcije pogosto srecamo v fiziki. Npr. lego tocke v prostoru R3
zapiSemo s krajevnim vektorjem r(t) = (r1(t),r2(t),73(t)), t € o, 8]. Parameter
t imenujemo cas, 71 (t) = x, r2(t) =y, r3(t) = z pa krajevne koordinate.
Odvodu krajevnega vektorja

7(to +h) —r(to)

#(to) = Jim, h

pravimo (vektorska) hitrost v trenutku to. Kvocientu (r(to + h) + r(to))/h pa

,povprecna” vektorska hitrost med trenutkoma ty in tg + h.

T(tg =+ h) — T’(to)

v limitni legi  7(to) ,

’I’(t() =+ h)

Slika 1.3: Vektor hitrosti tocke v prostoru

V limitni legi ima trenutna hitrost, t.j. 7(fp), smer tangente na pot tocke v

trenutku .

1.4.1 Diferenciabilnost in diferencial vektorske funkcije

Naj bo vektorska funkcija f : Z — R™ odvedljiva v tocki ty € Z. Tedaj je

lim fto+h) — f(to) — f(to)h

h—0 h

=0.

Ce stevec oznacimo z o(h), lahko zgornje zapisemo kot

f(to+h) = f(to) = f(to)h + o(h),
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kjer je

h—0 h
To pa pomeni, da je mogoce vektorsko funkcijo h — f(to+h)— f(to) pri majhnih

h dobro aproksimirati z linearno vektorsko funkcijo h — f (to)h, t.j.

f(to+h) — f(to) = f(to)h.

Dobro ,aproksimabilnost” vektorske funkcije h — f(to + h) — f(t9) z linearno

vektorsko funkcijo h — f (to)h pa imenujemo diferenciabilnost.

Definicija 7 Vektorska funkcija f : T — R™ je diferenciabilna v tocki to, ce

obstaja linearna vektorska funkcija h — L(h), (L : R — R™), da je

f(to+h) = f(to) = L(h) + o(h),

o(h

kjer je limp =0.

Opomba: Linearna vektorska funkcija £ : R — R™ je oblike L£(h) = hA, kjer je
A nek vektor iz R™ in h € R.

Izrek 7 Naj bo to € Z, T C R. Vektorska funkcija f : 7 — R™ je v tocki to

diferenciabilna natanko tedaj, ko je v tocki ty odvedljiva.

Dokaz: (=) Da iz odvedljivosti sledi diferenciabilnost smo ze pokazali.

(<) Naj bo sedaj vektorska funkcija f diferenciabilna v tocki to. Tedaj je
f(to+h) = f(to) = L(Rh) + o(h),

kjer je limp_o O(hh) = 0. Linearna vektorska funkcija £ je oblike £(h) = hA,

kjer je A= (41,...,A) nek vektor iz R™. Sledi

f(to+h) — f(to) = hA+o(h),

Htot1) = ftt0) _ 4, o)
h’
(to+h> flto) _ 4 _ oh)

lim <f(f0+h) — [(to) A)h’O’

h—0 h
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f(to+h) = f(to)

pim, h —4=0
lim f(to+h) = f(to) — A

h—0 h

Torej je f odvedljiva v tocki ¢y in velja

f(to) = A.

Opomba: Torej je vektorska funkcija f : Z — R™ v tocki tg odvedljiva natanko

takrat ko je v o diferenciabilna. Pri tem je
L(h)=hA

= hf(to)-

Definicija 8 Linearno funkcijo £ imenujemo diferencial funkcije f v tocki

a in jo oznacimo z (Df)(a).

1.5 Parcialni odvodi, diferenciabilnost funkcij vec
spremenljivk

Naj bo D € R" in f : D — R neka funkcija. Naj bo a = (a1,a2,...,an)

notranja tocka v D tako, da je K(a,r) C D za nek r > 0. Tedaj je

f(\ az,...,a,) definirana v X € (a1 —r,a1 + 1),

flar, A, ... ay) definirana v X € (ag — r, a9 + 1),

f(ai,az,..., ) definirana v X € (a, — r,an + 7).

Definicija 9 Naj bo k € {1,2,...,n}. Ce

lim flar,...;ap +m,...,a,) — f(ar,a2,...,a,)
n—0 n
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obstaja, t.j. ce je funkcija

A= far, oo A ooy an)

odvedljiva pri A = ay, tedaj to limito imenujemo parcialni odvod funkcije po

k-ti spremenljivki v tocki a = (a1, as,...,ay,) in jo oznadimo z
0 _ .
97 (a) ali fy,(a) ali (Drpf)(a).
8xk

Opomba: Parcialni odvod (¢e obstaja) torej izra¢unamo tako, da vzamemo pri
odvajanju po neki spremenljivki preostale spremenljivke za konstante. Na spod-

nji sliki si lahko ogledamo primer, ko je n = 2.

Slika 1.4: Parcialni odvod funkcije f.

Naklonski koeficient premice p je %(a), naklonski koeficient premice g pa je

Zgled: Naj bo f funkcija dveh spremenljivk dana s predpisom
fla,y) = 2*y® —sin(zy).
Izracunajmo 3£(1,2) in $£(1,2). Torej

(z,y) = 2xy° — y cos(zy)

of
or
of 9,22

dy (z,y) = 327y — xcos(zy)
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in

of

5 (1,2) =2-1-2% —2cos(1-2)
X

=16 — 2cos?2
of

8—y(1,2):3-12.22—1cos(1-2)

=12 — cos2.

Zgled: Naj bo f funkcija treh spremenljivk dana s predpisom

f(z,y,z) = 2%y°2%
Parcialni odvodi so:
(z,y,2) = 2ay°2%,
(z,y,2) = 3a?y*z",

(2,.2) = 42y’

of
o
of
dy
of
8z
Opomba: Konstantna funkcija

flxy,xa,...,xy) =c

ima parcialne odvode

Zgled: Naj bo f: R™ — R linearna funkcija in naj bo

612(1,0,...,0)7 f(el):Al,

62:(0717"'70)7 f(62):A27
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Za
x=(21,2Z2,...,2p)
=x1€1 + 222+ ...+ Tpen
je
f(z) = f(z1e1 + zaea + ... + xpey)
=ux1f(er) +xaf(e) + ...+ x,fen).
Vsaka linearna funkcija na R™ je torej oblike f(z1,x2,...,2,) = A1z + ...+

Apxy, kjer je A nek tocéno dolo¢en vektor iz R™. Parcialni odvodi linearne

funkcije so

of , \ _ of .\ _ of .\ _
8—;61(17):141, 6—;52(:17):142"." E(I):An,
torej konstante, neodvisne od tocke x. O

Opomba: Ker je linearna funkcija £ : R™ — R zvezna povsod, je zvezna tudi
v tocki 0. Tedaj za vsak € > 0 obstaja § > 0, da je |L(x)| < &, ¢im je ||z|| < ¢,
torej gotovo
()l <<, eele ] = 5.
Naj bo y € R™, ||y|| = 1. Torej je

in zato

Naj bo sedaj y # 0 poljuben. Tedaj je

< = | (5 )|

=l ()]

< [lyllC.
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Sledi, ce je £ linearen funkcional, obstaja realno stevilo C' < oo, da je
L)l < Cllyll za vse y € R".

Naj bo A : R" — R™ linearna preslikava. Ce je A matrika linearne preslikave,

je

Ayl = /(A1y)2 + (A2y)2 + ...+ (Amy)?
< SRyl + Iyl + ...+ C2lyl?

=\ O3yl

= Cllyll,
torej obstaja stevilo C' < oo, da je

|4yl < Cllyll  za vse y € R
To pa pomeni, da je linearna preslikava omejena.

Definicija 10 Naj bo D C R"™. Funkcija f : D — R je v notrangi tocki a € D

diferenciabilna, ¢e obstaja taka linearna funkcija £ : R™ — R, da je
fla+h) = f(a)+ L(h) + o(h),

kjer je im0 o(h)/||h]] = 0, t.5. ée obstaja vektor A € R™, da je
fla+h)= f(a)+ A-h+o(h),

Kjer je lima—o o(h) /||| = 0.

Opomba: Diferenciabilnost v tocki a pomeni, da je pri majhnih h:

fa+h)— fla)~A-h,
kjer je A = [A1, Ag, ..., A,] € R™ matrika (vektor) linearne preslikave
L:hw— A-h.

Trditev 1 Linearna funkcija L (¢e obstaja) je enolicno doloéena.
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Dokaz: Recimo, da obstajata dve linearni funkciji £; in Lo, da je

fla+h) = f(a) + L1(h) + 01(h),
fla+h) = f(a) + La(h) + 02(h),
kjer je limp,— 01(h) /|||l = 0 inlimp_q 02(h)/||h|| = 0. Enakosti zgoraj odstejemo
in dobimo
L1(h) = L2(h) = o(h),

kjer je o(h) = 02(h) — 01(h) in limy o o(h)/||h|| = 0. Torej
(L1 = L2)(h) = o(h).

Ker je h # 0, lahko zapiSsemo

R _o(h)
g Er £ = T

V limiti, ko gre h proti 0, dobimo
Jim (L1 — £)(h) = 0.
To pa je mogoce le, ¢e je L1 = Lo. O
Definicija 11 Linearno funkcijo L zgoraj imenujemo diferencial funkcije f v
tocki a in jo oznacimo z (Df)(a). Torej je
fla+h) = f(a) + (Df)(a)(h) + o(h).
Izrek 8 Naj bo D C R™. Ce je funkcija f : D — R v tocki a € D diferencia-

bilna, je v tej tocki tudi zvezna in parcialno odvedljiva po vseh spremenljivkah.

Komponente vektorja A so ravno parcialni odvodi.

af . of af

92 (@ 55, (@ 5@
t.j. linearna funkcija (Df)(a) je oblike
(DN@H = 2 @hs + gL @ha+ ..+ 2 @

kjer je h = (hi,ha, ..., hy,) € R™. Torej, ée je [ diferenciabilna v a, je
of

f(al—l—hl,...,an—l—hn):f(ah...,an)—i—87(a17...,an)h1+...+
1
0
+ %(al,...,an)hn—i—o(h),

pri cemer je limp_,go(h)/||h| = 0.



20 POGLAVJE 1. FUNKCIJE VEC SPREMENLJIVK
Dokaz: Naj bo f diferenciabilna v a € D, t.j.
fla+h) = f(a) = L(h) + o(h),

kjer je limp_—oo(h)/||h|| = 0. Naj bo e > 0. Ker je funkcija £ zvezna v tocki

0, obstaja § > 0, da je |L(h)| < &/2, ¢im je ||h|| < . Po potrebi zmanjsamo d,

da je ‘(I)I(h\l)‘ < 1, torej |o(h)| < ||h||. Ce § se zmanjsamo, lahko dosezemo, da bo

lo(h)| < &/2, za |[h|| < 4. Torej je

[f(a+h) = fla)l < [L(A)] + |o(h)]

<<€+E
— — =
2 2 ’

¢im je ||h]| < 6, t.j. f je zvezna v tocki a.
Naprej, pis§imo
L(h)y=A-h

=A1hy + Asho + ...+ A, hy.

Izberimo si h oblike b = (h1,0,...,0). Tedaj je ||| = /A7 +02+...+02 =
|h1| in E(h) = Alhl. Torej

f(CLl + hl,CLQ, .. .,an) — f(al,ag, .. .,an) = Alhl + O(h),

kjer
_o(h) _
Ay
Sledi
flar 4+ hy,az2,...,a,) — flar,a2,...,a,) At o(h)'
hl hl
V limiti, ko gre hy proti 0, dobimo
lim fla1 + hy,a9,...,a,) — far,as,...,a,) _ A,
h1—0 hl
kar pa je ravno
of
S an) = Aj.
8$ ( y @ ) 1
Podobno izpeljemo Se za k € {2,3,...,n}. Pokazali smo torej

of

axk(al,...,an)zAk, ke{1,2,...,n}.
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d

Opomba: V primeru n = 2 opisemo graf funkcije f z mnozico

{(x,y,f(x,y)) H(z,y) € D}.

f (o, y0)

. f(z0,90))

Yo

Slika 1.5: Geometrijski prikaz v primeru, ko je n = 2

Afina linearna funkcija g, oblike
g(w,y) = A1z + Asy + B,

predstavlja ,,dvakrat” nagnjeno ravnino, ki je dvignjena za B. Dolo¢imo strmino
na graf funkcije g v tocki (zg,yo) v smeri x-osi in v smeri y-osi. V smeri z-osi

se funkcija g spreminja kot funkcija samo spremenljivke z. Strmina je tako

d

—(A A B = A;.

d(I}( 1 * 2o + ) T=x0 !
Podobno velja za strmino v smeri y-osi, torej

d

(Ao + Ay + B)| = 4s.

dy Y=o

Strmino bolj splosne funkcije dolo¢imo podobno kot prej, v z-smeri

d 0
1 )lams = S (20,30,

vV y-smeri pa

d 0
d_y[f($07y)]y:yo - a_z(x()vyo)'
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Funkcija f je torej diferenciabilna v tocki (zo, y0), Ce je

) = Fovo) + 2L (o,v0) (2 — 20) + 2L (20,30) (4 — o) +

—_———
f(zothi,yotha) nakl. koef. h nakl. koef. hz

+o((z — 0,y — w0) )-
h

Torej je
f(z,y) = f(xo,y0) + %(fﬂoayo)(fﬂ —x0) + g—i(fﬂoayo)(y — ¥0)-

Kar pomeni, da smo graf funkcije f, blizu tocke (2o, yo, f (0, yo)), dobro aproskimi-

rali z ravnino, ki jo doloca enacba

) = Flao, )+ G (oo, )(w = 20) + G (20, 30) 0 = ).

Tej ravnini pravimo tudi tangentna ravnina na graf funkcije f v tocki (o, yo).

ZC/QE): f(x()? )

tangentna ravnina
Yo Y

)

Slika 1.6: Tangentna ravnina na graf funkcije f v tocki (o, yo)

Opomba: V naslednjem zgledu lahko vidimo, da iz zveznosti funkcije f in
obstoja parcialnih odvodov %(xo, Yo) in g—i (0, Yo) v splosnem ne sledi diferen-

ciabilnost funkcije f v tocki (xo,yo)-

Zgled: Oglejmo si naslednjo sliko.
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f(z,y)

Slika 1.7: Funkcija f je v tocki (0,0) zvezna in parcialno odvedljiva

Funkcija f je zvezna povsod, parcialna odvoda v tocki (0,0) obstajata in
sta oba enaka 0. Enacba ravnine, ki bi morala aproksimirati f, ¢e bi bila f

diferenciabilna, bi bila:

flz,y) =04+0(x—0)4+0(y — 0) =0,

torej
@) = F(0.0)+ ZH0.0)@ = 0) + Z0.0)5 = 0) + o~ 0.5~ 0),
kjer je
lim o(x — 0,y —0)

(@y)—0 |z —0,y —0]

Dobimo torej f(z,y) = o(z,y), kar seveda pomeni, da f ni diferenciabilna. ¢

Opomba: Ce bi bila funkcija f oblike, kot kaze spodnja slika, bi bila tudi

diferenciabilna v tocki (0, 0).

f(z,y)

Slika 1.8: Funkcija f je v to¢ki (0,0) diferenciabilna

Izrek 9 Naj bo funkcija f v okolici tocke a € R™ parcialno odvedljiva po vseh
spremenljivkah in parcialni odvodi naj bodo v tocki a zvezne funkcije. Tedaj je

f v a diferenciabilna.
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Dokaz: Dokazali bomo za primer n = 2. Naj bo f odvedljiva po x in y v okolici

tocke (a, b) in naj bosta parcialna odvoda f, in f, zvezna v tocki (a,b). Naj bo
I=f(a+h,b+k)— f(a,b).
Pri tem sta h in k dovolj majhna, da je (a + h,b+ k) v omenjeni okolici. Torej
I=(fla+h,b+k)— fla,b+k))+ (f(a,b+k)— f(a,b))
Za vsakega od oklepajev uporabimo Lagrangeov izrek. Tako je
I'=hfe(2,0+ k) +kfy(a,7),

kjer je Z med a in a4 h ter y med b in b+ k. Ker sta po predpostavki f, in fy
zvezna v (a,b), sta f,(,b+ k) in f.(a,b) oziroma fy,(a,y) in f,(a,b) poljubno
blizu, ¢e sta le h in k dovolj majhna, saj je & med a in a + h ter ¥ med b in

b+ k. Pisimo
f:ﬂ(i'a b+ k) = fﬂc(aa b) +m,
fy(avg) = fy(av b) + n2-
Torej sta 71 in 12 poljubno majhna, ¢e je le v/h? + k2 dovolj majhen oz. za vsak

e > 0 obstaja d > 0, da je |n1| < e in |na| < &, ¢im je VA% + k2 < 6.

1z enakosti zgoraj dobimo
fla+h,b+k)— f(a,b) = hfz(a,b) + hn + kfy(a,b) + kns.
Pisimo o(h, k) = hny + kns, torej
fla+h,b+k)= f(a,b) + hfz(a,b) + kfy(a,b) + o(h, k)

Ceje VhZ+ k2 <4, je

joh )| _ elhl + Ik
VIETRE = VRE TR
RS

ViE TR

< 2e,
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saj je
7|h| <1 in 7“{;'
VIE R N
od koder sledi, da je

<1,

. o(h,k)
o V2 + k2
Torej
f((a7 b) + (h17 hg)) = f(a7 b) + ‘C(hlv hQ) + O(hlv h2)7
kjer je limy_.o 0(7'1"}'12). Torej je f diferenciabilna v tocki (a, b). O

Opomba: Od tod sledi, da so polinomi diferenciabilni v vsaki tocki, saj so

njihovi parcialni odvodi spet polinomi, torej zvezni v vsaki tocki.

1.5.1 Parcialni odvodi viSjega reda

Naj bo f funkcija, definirana na odprti mnozici D in naj ima v vsaki tocki iz D

definirane parcialne odvode

af .
873', ]6{1,2,...,77,},

ki so seveda spet funkcije. Ce so te funkcije spet naprej odvedljive v vsaki tocki,

potem lahko izracunamo

o [ 0f

— | == ] 1,2,... k 1,2,... .
o (32). @ i€tz ke {120n)

Ce so te funkcije spet odvedljive, potem lahko izraéunamo . ..

Zgled: Parcialna odvoda funkcije f, ki je dana s predpisom
fla,y) = 2y + 32"y,
sta

(z,y) = 2zy° + 122°y?

of
Ox
of 9.2 2 4
ay(x,y)—?)xy + 6z°y.



26 POGLAVJE 1. FUNKCIJE VEC SPREMENLJIVK

Ce Se enkrat parcialno odvajamo, dobimo &tiri parcialne odvode drugega reda

gy (%) (z,y) = 6xy* + 242>y
% (g—‘;j) (z,y) = 6xy® + 2423y
Bﬁy (Z—ch) (z,y) = 622y + 62

Opomba: Parcialne odvode visjega reda ponavadi oznacimo:
0 of \ 0% f
Ox, \Ox; )  Oxr0z;

0 (ﬁ):Dijf, Dj:i.’ Dk:i

8Ik 8Ij
0 (oY _,
8Ik 8Ij L

Ce obstajajo odvodi tudi visjih redov, lahko v splosnem zapisemo

ali

ali

or

Dy, Dy, ...Dy = .
Fa ke k 8$k18$k2.-.8$kp

P

Po dogovoru odvajamo z desne strani, t.j. najprej po xg,, potem po Tg,_,, ...

Zgled: Doloc¢imo %(x,y) za

fla,y) = 2Ty
Torej

an _ 6,20
m(%y) = 8Ty(7y y=)

= 8%(140956201119)

=140 - 192°%y'8.
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Opomba: V enem od zgornjih zgledov smo opazili, da je

0? 0?
Oydxr  Odxdy

za vse (z,y) iz definicijskega obmocja. Velja to morda to tudi v splosnem?

Izrek 10 Naj bo funkcija f v okolici tocke a € R™ parcialno odvedljiva po
spremenljivkah x; in x in naj bosta parcialna odvoda D;f in Dyf v okolici
tocke a zvezna. Naj v tej okolici obstajata tudi Dy D;f in D;Dyf in naj bosta

zvezna v tocki a. Tedaj sta ta odvoda v tocki a enaka, torej
(DrD;f)(a) = (D;Dif)(a).

Dokaz: Dovolj je, da izrek dokazemo na primeru funkcije dveh spremenljivk,
saj pri odvajanju vzamemo vse druge spremenljivke za konstante. Naj bo torej
f funkcija dveh spremenljivk. Naj bo f v okolici tocke (a, b) parcialno odvedljiva
po z in po y. Odvoda f, in f, naj bosta v tej okolici zvezna. Poleg tega naj bo
fz v tej okolici parcialno odvedljiva po y in f, v tej okolici parcialno odvedljiva
po z. Odvoda, t.j. fgy in fy, naj bosta zvezni funkciji v (a,b). Dokazati

moramo, da je fyy(a,b) = fyz(a,b). Naj bo
J=fla+hb+k)— fla+h,b)— fla,b+ k) + f(a,b).

Pri tem sta h in k tako majhna, da je (a + h,b+ k) vedno v predpisani okolici.
Naj bo

Tako je

J=gla+h)—g(a).

Po predpostavki je g odvedljiva po x. Po Lagrangeovem izreku je
J =g'(@)h,
kjer je  med a in a + h, t.].

J = hfo(@ b+ k) — hfu(Z,D).
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Se enkrat uporabimo Lagrangeov izrek (to lahko, saj f,. obstaja). Dobimo

kjer je z med a in a + h in §y med b in b+ k.
Naj bo
h(y) = fla+h,y) = f(a,y).
Tako je

J = h(b+ k) — h(b).

Kot prej, dvakrat uporabimo Lagrangeov izrek in dobimo

(%) J = fuy(Z,9)kh,

kjer je £ med a in a + h ter y med b in b + k. Privzeli bomo, da sta h in k oba
hkrati razlicna od 0, t.j. hk # 0. Iz (%) in (x*) sledi

fya(Z,9)hk = foy(Z,§)hk.

Torej
(***) fyw(/x\?@\) :fwy(‘%ag)v

saj hk # 0. Izraz (x = %) velja za vsaka hk # 0 in v/h? + k2 dovolj majhen. Za
druga h in k bosta Z,y in Z, § drugacna. Prih — 0 in k — 0, gre (Z,y) — (a,b)

in (%,9) — (a,b). Zaradi zveznosti f,, v tocki (a,b), je

1. x Av/\ = x 7b :
thcgofy (,7) Ty (a,b)

Zaradi zveznosti fy, v tocki (a,b) je

h,llich fry(jvg> = fry(aa b)

Od tod torej sledi

fyx(a7b> = fmy(a7b>
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Definicija 12 Naj bo D C R™ odprta mnozica. Z oznako C*(D) oznacimo
prostor vseh funkcij na D, ki imajo zvezne vse parcialne odvode, do vkljuéno

reda k.

Opomba: C*(D) je linearen prostor, operatorji odvajanja do reda k so lin-

earni in pri mesanih odvodih ni pomemben vrstni red odvajanja.

1.6 Diferenciabilnost preslikav z (odprtih mnozic)
R" v R™

Naj bo D € R”™ odprta mnozica in f : D — R™ preslikava. Naj bo a € D
notranja tocka. Ce se da f v okolici tocke a dobro aproksimirati z linearno

preslikavo pravimo, je f v tocki a diferenciabilna:

Definicija 13 Naj bo D C R"™ odprta mnozica. Preslikava f: D — R™ je v

toc¢ki a € D diferenciabilna, ce obstaja linearna preslikava A : R" — R™, da je
fla+h) = f(a)+ A(h) + o(h),
kjer je limp_g o(h)/||h| = 0.

Opomba: V posebnem primeru, ko je preslikava f : R™ — R"™ linearna, je

fla+h) = f(a)+ f(h);

ker je f linearna je torej (Df)(a) = f za vsako tocko a. (Linearna preslikava,

ki dano linearno preslikavo najbolje aproksimira, je kar preslikava sama)

Opomba: Podobno kot pri funkcijah (m = 1) dokazemo, da je v tem primeru
linearna preslikava A enolitno dolocena. Imenujemo jo diferencial preslikave f

v tocki a in jo oznac¢imo z (D f)(a). Torej je

fla+h) = f(a) + (Df)(a)(h) + o(h).

Opomba: Linearne preslikave bomo obravnavali vedno v kanoni¢nih bazah na

R™ in R™. Linearna preslikava A : R” — R™ je tedaj enolicno doloc¢ena z
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matriko reda m x n, ki jo oznacimo z A. (Spomnimo se, da se linearna preslikava

izrazi z drugo matriko, ¢e bazo spremenimo.)

An A - A
Asr Ag Aoy,
A:
Aml Am2 Amn
Ce je
hi
ha
h = ,
hm
je
A A o A, ha
Aoy Agp Aap, ho
Ah =
Aml Am2 Amn hm

Ay1hy + Asho + ...+ A1phg
Aorhy + Aossho + ... + Aoy by

Amlhl + Am2h2 +...+ Amnhn
Naj bo D C R”. Preslikava f : D — R™ ima m-komponentnih funkcij, t.j.

f1, f2,- .., fm- Naj bo f diferenciabilna v tocki a. Tedaj iz definicije diferencia-

bilnosti sledi

fla+h)= f(a)+ Ah + o(h).
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Ce zadnjo enakost razpisemo po komponentah, dobimo

fila+h) = fi(a) + A1h + o1(h)

fa(a+h) = fa(a) + Az2h + 02(h)

fm(a+h) = fm(a) + Amh + om (h),

kjer je Aj = [Ajl,AjQ, ey Ajn]a ] S {1, 2, .. .,m} in limhﬂo O(h)/HhH = 0. Ker
je loj(h)] < |lo(h)], za vsak j, j € {1,2,...,m}, je tudi lim,_g0;(h)/||h] = 0.
Iz j-te vrstice zgornjega sistema enach sledi, da je j-ta koordinatna funkcija

diferenciabilna v tocki a, j € {1,2,...,m}.

Izrek 11 Naj bo D C R™. Naj bo a € D notranja tocka. Preslikava f : D —
R™ je diferenciabilna natanko tedaj, ko so v tocki a diferenciabilne vse njene

koordinatne funkcije.

Dokaz: (=) Smo Ze dokazali v diskusiji zgoraj.
(<) Recimo, da so v tocki a diferenciabilne vse koordinatne funkcije f1, fo, ..., fm-
Torej velja
frla+h) = fr(a) + Axh + or(h),
kjer Ay = [Ak1, Ak2, ..., Agnl, k € {1,2,...,m} in limy_oo0x(h)/||h| = 0, za

vsak k € {1,2,...,m}. Zgornje zapiSemo v matri¢ni obliki
fla+h) = f(a) + Ah + o(h).

Ker je o(h) = [01(h),02(h),...,0m(h)]" in je lim,_qok(h)/||h| = 0 za vsak
ke {l,2,...,m}, je tudi

loMI _ .~ Joi(R)? | 02(h)? om (h)?
im = lim +...+ —7F—=0
h=0 bl k=0 \ [IR[Z [R)? 172}
Torej je f res diferenciabilna v tocki a. O

Diskusija: Kaj so pravzaprav Stevila A;; v matriki A? Za funkcije (t.j. v

primeru m = 1) to ze vemo. Npr. ¢e D C R™ in f : D — R diferenciabilna v
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tocki a, je
o
_ of of of ha
fla+h)=fla)+ 6:61()6@().-.,6%() | toh)
_hm_
d B} 0
= f(a )+6$fl( )h1+a—];( )h2+...+a—i(a)hn+o(h).

V primeru f : D — R™ je matrika A podana:

C0f,  Oh of

a361( a) Ditg (@) - a_xn(“)
df2 0fa dfa
A — 3—x1(a) 3—x2(a) 3—%(@
6fm 8fm | afm
L 81:1() 81:2() 3xn(a)_

Opomba: Zgornjo matriko imenujemo tudi Jacobijeva matrika.

Opomba: Torej, ce je prelikava f : D — R™ diferenciabilna v tocki a, je

fla+h) = f(a) + (Df)(a)h+o(h),

kjer je limp_go(h)/||h|| = 0. Pri tem je diferencial funkcije f v tocki a, v

kanonicnih bazah na R™ in R™, podan z zgornjo matriko parcialnih odvodov

- of of) of T
Ww L@ o 2
on@=| o5 o0 o,
5fm Ofm Ofm
_81:1() 8x2() 3xn(a)_

Kot linearno preslikavo (D f)(a) identificiramo z Jacobijevo matriko. Ce je

hy
ha
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dobimo torej

fla+h)=f(a)+

o, O
81:1 81:2
0 O
81:1 81:2
O O
.Y By

(a)
(a)

(a)

af

oz,

o

oz,

9 fm

oz, @

hy
ha

Posledica 1 Naj bo D C R™, f: D — R™ preslikava in a € D notranja tocka.

Ce v okolici tocke a vsi parcialni odvodi vseh koordinatnih funkcij preslikave f

obstajajo in so v a zvezni, tedaj je vsaka koordinatna funkcija diferenciabilna.

Torej je po prejsnjem izreku f diferenciabilna v a.

1.6.1 Diferenciabilnost kompozicije preslikav

Izrek 12 (o diferenciabilnosti kompozicije) Naj bo D C R", D' C R™,

f D — R™ diferenciabilna v notranji tocki a € D in f(a) = b € D' naj bo

notranja tocka iz D'. Naj bo g : D' — RP preslikava, ki je diferenciabilna v tocki

b. Tedaj je kompozicija F = go f diferenciabilna v tocki a in velja

(DF)(a) = (Dg)(f(a)) o (Df)(a).

Opomba: Torej je diferencial kompozicije enak kopoziciji diferencialov. Ce

imamo v prostorih R™, R"™ in v R? kot ponavadi kanoni¢ne baze fiksirane, potem

se (Df)(a) izraza z Jacobijevo matriko reda m X n, ki jo obi¢ajno oznacimo

kar z istim simbolom in (Dg)(f(a)) z Jacobijevo matriko reda p x m, ki jo

obicajno oznacimo kar z istim simbolom. Tedaj lahko znak o razumemo kot

operacijo matricnega produkta. V tem primeru je, ¢e koordinate v R™ oznac¢imo

Z YLy -y Ym,

(Dg)(f(a))

dg1
a—yl(f(a))

dga
8_y1 (f(a))

8gp .
I a—yl(f(a))

o1
a—yQ(f(a))

992 (1(a))

3917
3y (f(a))

Jg1.
OYm
Jg2
OYm

99p
OYm
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r Of1 ofi of1 T
70, 95, 5. @
df2 df2 df2
opw=| 3 I g

Ofm Ofm Ofm

%3@ Loy o P
Zgornji izrek torej pove, da je matrika (DF)(a) enaka produktu matrik zgoraj,
t..

(DF)(a) = (Dg)(f(a)) - (Df)(a)

Dokaz: Naj bo

R" L Rm 2 R
¢ s Ax & (BA)e, zeR”
ars fla) = b g(b)
a— g(b).
Po predpostavki je f diferenciabilna v a in g diferenciabilna v f(a) = b, zato
fla+h) = f(a) + (Df)(a)(h) + o(h),
9(b+k) = g(b) + (Dg)(b)(k) + o(k),

kjer je limp g o(h)/||h|| = 0 in limg_¢ o(k)/|| k|| = 0. Najbo k = f(a+h)— f(a).
Ker je f(a) =b,je b+ k= f(a+ h).

g(fla+n)) =g(f(a) + b(fa+h f(a)) +o(fla+h)— f(a))
=9(f(a)) + (Dg)(®) ((Df)(a)(h) + o(h)) + o((Df)(a)(h) + o(h))
= 9(f(a)) + (D) O) (DS (@) (k) +
+ (Dg)(b )( (h )) o((Df)(a)(h) + o(h))

()
Oglejmo si zadnja dva ¢lena v zgornji enacbi, t.j. (). Kersta (Dg)(b) in (D f)(a)
linearni preslikavi vemo, da obstaja realno stevilo ¢ < oo, da je
[(Dg)(®) (o(R)]| < cllo(h)]

in realno stevilo d < oo, da je

(D) (@) (R < d][R].
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Sledi, da je

I (4) I < cllo()]| + llo((Df)(a)(R) + o(h) |-
Pri tem je

1(Df)(a)(h) +o(h)|| < dl|h]| + s|[h]l, s < oo

<tnll, ¢ <oo,
saj je limp_go(h)/||R]| = 0. Od tod sledi
(t) = o(h),
kjer je limp_,g o(h)/||h|| = 0. Torej
F(a+h) = F(a) + ((Dg)(b) o (Df)(a)) (k) + o(h)

za F = go f, kjer je limp_,g o(h)/||h|| = 0. Torej je F = go f res diferenciabilna
in velja
(DF)(a) = (Dg)(b) o (Df)(a).

O
Opomba: V primeru, ko je p =1, je
8—361(a = 8—u1(u a )8—301(a) + ...+ Du (u a )—6201 (a)
OF B @ % dg Ay,
%(a = 3 (u a 2. (a)+...+ Du (u(a)) . (a),
kjer je u(a) = (ui(a),uz(a), ..., um(a)) oziroma
6’U,1 8u1
oF oF 0 0 8_:E1(a) %(a)
_[9g g . : :
@ @) = | S @) @)
Bum( ) o Bum( )
81:1 “ 8£Un “

Opomba: Ce imamo n =1 in m = 1, dobimo Ze znano formulo iz Analize I, za
kompozicijo funkcij ene spremenljivke, t.j.

ar, . dg du
%(a) = @(U(a))@(a%
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pri ¢emer je ' =go f.

Zgled: Neposredno iz formule za odvod kompozicije funkcij izracunaj %—i (x,y)

in %—Z(x,y), ce je

F(z,y) = (32" + 2y)° (4o + 5y*) — (3% + 2y) (4o + 5y*)* — 2'y",

3 2 _ .4
g(u1, ug, usz) = ujus — urus — Us

in

up = 32% + 2y
uy = 4x + 5y?
uz = Y.
Iz formul
OF _ 09 9w, 99 Ous 99 Ous
dr  Ouy Oz Ouy Oz Ous Ox
OF _ 99 9w | O Ouz 99 Jus
dy  Oup dy  Oug Oy  Oug Oy
sledi:
99 99 99
Bur = 3uduy — uj, T u? — duqul, Bus —4ul,
in
ouy . Oug - Ous _
o 6, or 4 ox 7
ouq Oug Ous
TN g, T2 gy, 2o
dy T Oy v dy
Torej
oF 2 4 3 3 3
%(x, y) = (Bujus — us)6x + (u3 — duyuz)d — 4usy
oF 2 4 3 3 3
a—y(w, y) = (Bujus — u3)2 + (uj — 4uquy)10y — 4usza.

V zgornji enakosti vstavimo e u; = 322+ 2y, us = 4 +5y?%, uz = xy in dobimo

iskani rezultat. O
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1.7 1Izrek o inverzni preslikavi

Glavni motiv je reSevanje sistemov nelinearnih enacb. Iz linearne algebre npr.

vemo, da za vsak par a,b obstaja natanko en par x,y, ki resi linearen sistem

enach
3r+2y=a
20 —y =0b,
saj je
3 2
det =-7+#0.
2 —1

Vprasanje pa je, kako bi resili naslednji sistem enacb?
342y +22=a
22—y + 3y* = b.
1z izrekov spodaj bomo videli, da je za a, b, ki sta blizu 0, sistem enach enoli¢no
resljiv.
Vzmemimo npr. nelinearno zvezno odvedljivo funkcijo. Naj bo z( taksna
tocka, da je f'(xo) # 0. Pisimo f(z¢) = yo.

f(z)

Vi Yo

iﬁo T

Slika 1.9: Izrek o inverzni preslikavi

Vprasanje je, ali je enacba y = f(x) za = blizu x¢ (x € U) in y blizu y
(y € V) mogoce razresiti na y, t.j. ali lokalno obstaja inverzna funkcija? Ce

obstaja, ali je odvedljiva? To nam pove naslednji izrek.
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Izrek 13 (o inverzni preslikavi) Naj bo Q@ C R™ odprta mnozica in f : ) —
R™ prelikava razreda C*, t.j. vsi parcialni odvodi prvega reda vseh koordinatnih
funkcij preslikave f so zvezne na Q. Najbo a € Q in naj bo (Df)(a) : R™ — R™
izomorfizem. Tedaj obstajata okolica U tocke a in okolica V tocke f(a) taki, da
je flu :U — V difeomorfizem, t.j. bijektivna preslikava, katere inverz (fly)~! :

V — U je diferenciabilen v vsaki tocki iz V.

m

Opomba: Linearna preslikava (D f)(a) : R™ — R™ je izomorfizem natanko

tedaj, ko je det ((Df)(a)) # 0.

Opomba: (Formula za odvod inverza) Naj bo f|i kot v izreku zgoraj in naj

bo y = f(z). Ker je

(flee) © (fIee) ™" = idy
(D)) (@) o (D((Flu) ™) ) () = idy
Torej je
(P((1:)™)) @) = (D) () ™

Od tod med drugim sledi, da je (f|y)~! tudi razreda C*.

Opomba: Za m = 1 zgornji izrek pove naslednje: Naj bo f definirana v
okolici tocke a in v tej okolici razreda C'. Ce je odvod funkcije f v tocki a
razlicen od 0, tedaj obstajata okolica U tocke a in okolica V tocke f(a), da je
flu : U — V difeomorfizem, t.j. f|y/ je bijekcija in (f|y)~! : V — U je diferen-
ciabilna. Se veg, (fle) 1 je razreda C*. Z drugimi besedami: pri pogojih z € U
in y € V se da enacbo y = f(z) razresiti na x, t.j. * = p(y), kjer je ¢ = (flu) ™1,

p € CL.

Opomba: Pri ve¢ spremenljivkah se pogoj f/(a) # 0 nadomesti s pogojem

det ((Df)(a)) # 0.

Dokaz: (i) Skica dokaza za m = 1. Brez izgube splosnosti lahko predpostavimo

a= fla) =0, f € Clin f/(a) = 1. Oglejmo si g(z) = f(z) — z. Sledi
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g'(0) = f/(0) —1=1—1 = 0. Zato zaradi zveznosti ¢’ obstaja okolica W :=
{z:]z| <r,r >0} tocke 0, da je |¢'(z)| < 1 za vse . € W.

Ce sta x,y € W, je po Lagrangeovem izreku

g(x) —g(y) = g'(§)(x —y),

kjer je £ med z in y. Ker je [¢'(£)| < 3, sledi

1
9(@) =gl < 5le—yl  (zyeW)
Sledi
1
Slz =yl 2 1f(z) =2 = f(y) + |
2|z —yl = f(z) = f(v)]
in
1
@~ fW 2 gl @yew),
to pa pomeni, da je f injektivna na W.
Kako bi za dani y izrac¢unali f~!(y)? Ideja: za dani y z iteracijo, z, = y —

g(zn—1). Ce zaporedje {x,}°° | konvergira k z, v limiti dobimo z = y — g(z) =
y — f(z) + =, torej y = f(x).

Kako doseci konvergenco? Uporabimo dejstvo, da je g skréitev, t.j. |g(z) —
g(y)| < %|x —y|. Zato iz enakosti z, =y — g(zp—1) In zpy1 =y — g(x,), ¢e ju

odstejemo, sledi

|xn+1 - xn' = |g(xn) - g(xn—1)|

(%)

IN

%|xn — Tp_1].
Ce to velja za vsak dovolj velik n, bo zaporedje {x,},~, Cauchyevo in zato
konvergentno (glej Banachovo skréitveno nac¢elo). Zapisimo
Tp =21 — (k2 — 1)+ (23 —22) + ... + (T — Tp—1).
Vrsta
21— (2 — 1) + (w3 —22) + . ..

je majorizirana s poten¢no vrsto

oo — - (S (B) 5 () 4
1 2 1 2 2 2 R B
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zato njene delne vsote konvergirajo. Da velja (x) za vsak n, mora biti se x,, € W
za vsak n € IN. To dosezemo tako, da se omejimo na |y| < /2 in postavimo
xo = 0. Potem je z1 =y — g(xg) =y — g(0) = y. Od tod sledi |z1| < /2 in

zato x1 € WW. Podobno sklepamo naprej;
1
|z — 71| < §|1L‘1 — o],

ror
|x2|§|x1|+|x2—x1|<§+i<r,

torej xo € W. Od sledi, da so vsi z,, vsebovani v okolici W.

(74) Dokaz v primeru m > 1. Dokazati izrek za preslikavo f v tocki a je isto

kot dokazati izrek za preslikavo

> F(z) = (Df)(@) " (fla+z) - f(a)

v tocki 2 = 0. Za preslikavo F' pa velja F'(0) = 0in (DF)(0) = I (kjer je I iden-
titeta oz. enotska matrika). Torej lahko brez izgube splosnosti predpostavimo,
daje f(0) =01in (Df)(0) = I. Kot v zgornji skici dokaza za eno spremenljivko
definirajmo g(z) = f(x) —x. Jasno je, da je (Dg)(0) = (Df)(0)—I =1—-1=0,
t.j. nicelna matrika. Ce sta z,y € Q in daljica s krajis¢ema v = in y vsa
v €, je preslikava v, ki je dana s predpisom (t) = g(z + t(y — z)), zvezno
diferenciabilna vektorska funkcija na t € [0, 1], saj je kompozicija dveh zvezno
diferenciabilnih preslikav, t.j. vektorske funkcije ¢ — x + t(y — x) in preslikave

g. Torej

Y(t) = (91(x+t(y—I)),gz(ﬁt(y—I)),---,gm(ﬂt(y—x))),

kjer so g1, g2, - .., gm koordinatne funkcije. Za vsak j € {1,2,...,m} velja

95(y) — gj(z) = (1) —1;(0)
/w
/(D%Mw+ay—mxy—wﬁ

/0 x-l—t( 2)) (yr, — o )dt.
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Ker je (Dg)(0) = 0, so vsi parcialni odvodi vseh koordinatnih funkcij preslikave

g v tocki 0 enaki 0. Ker so po predpostavki zvezni, lahko najdemo r > 0, da bo

Jg;
an

1
(x)‘ < — zavsak € R™, |z||<r
m

in za vsaka i € {1,2,...,m}, j € {1,2,...,m}. Ce je torej ||z|| <, ||y| <7, je

tudi daljica s krajis¢ema v tockah 2 in y vedno vsebovana v krogli B(0, ). Zato

l9;(v) — gj(x)] =

1 m )
E ﬂ(x—|—t(y—x))(yk — xy)dt
k=1
> | 5lys — zildt
0 2m
k=1

1 m
Gy Z lyk — k]
k=1

1
2m

IN

A=+

(T sledi iz Cauchy-Schwartzove neenakosti). Torej je

1

1 (y —x)* zavsak je€{1,2,...,m}
m

(9;(v) — g;(2))* <

(9(y) — g(x))* = i (95 () — 9;())”
< ﬁ(y —a)’m
= -2
Torej je
lo(y) ~ (@)l < 3lly o

za vsaka ||z|| <7, ||ly|| < r. Po potrebi r Se zmanjsamo, da je
o {z:|z]|<r}CQ
e (Df)(z) je izomorfizem za vsak z, ||z]| <r

e |lg(y) — g(2)|| < 3lly — x|l za vsak ||z < rin vsak [ly] < r.



42 POGLAVJE 1. FUNKCIJE VEC SPREMENLJIVK

To lahko naredimo:

@ e gh@
(Df)(x) =
Yar) - YUn()
Po predpostavki je (Df)(0) = I, torej
1 0
(Df)(0) =
0o ... 1

Ocitno je det ((Df)(0)) = 1 # 0. Funkcija = — det ((Df)(z)) je zvezna, saj
so vsi elementi matrike, t.j. parcialni odvodi, tudi zvezne funkcije. Ker je
det ((Df)(0)) # 0, obstaja n > 0, da iz [|z| < 5 sledi det ((Df)(z)) # 0.

Ker je [lg(y) — g()|| < 3lly — || za vsaka @, y, ||z[| <7, [ly|| < 7, enako kot
v dokazu pri n = 1 pokazemo, da je f injektivna na {x : ||z|| < r}.

Naj bo g(z) = f(x) —x. Naj bo y dan. Z iteracijo dobimo z,, = y — g(x,,—1).
Ce {z,}°°, konvergira proti z, bo v limiti = y — g(z) = y — f(z) + oz
y = f(x). Najboy € R™in ||y[| < 5. Najbo zg = 0. Tedaj je z1 = y—g(0) = ¥,

torej ||z1] < r/2. Ratunamo naprej;

22 — z1|| = [ly — g(@1) — y + g(x0)]|

< llg(z1) — g(zo)|l

< L

— |l

_2 1

<’f’

4
lznll € =4+ = 4. 4+ — <
| <=4+ =+...+ — <

2 22 AL

torej
llz1 — 20|l <

=l ol

22 — =1 <

lZn — zn—1| <

|-
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Zaporedje je Cauchyevo, vsi ¢leni zaporedja ||z,| < r, torej za g neenakost
velja. Zaporedje {z,}, ., konvergira k z in v limiti velja f(z) = y. Torej za
vsak y, za katerega je |ly|| < r/2, obstaja x, da je y = f(x). Tak x je en sam,

saj Ce bi bila dva, bi namre¢ za z =y — g(x) in & = y — ¢g(Z) veljalo

[l — [l = llg(z) — (@)

1 -
< slle -3,

od koder pa sledi # = Z. Dobljen z zados¢a neenakosti ||z|| < r.
Tako vidimo, ¢e ponovimo sklepanje za p, 0 < p < r, daza vsak y, |ly|| < p/2,

obstaja natanko en z, ||z|| < p, da je f(z) = y. Definirajmo

Vi=A{y:lyll <r/2}.

V je odprta okolica tocke f(0) =0 € R™. Ker je f diferenciabilna, je zvezna.

Zato je f~! odprta mnozica, ki vsebuje 0, torej odprta v okolici tocke 0 in je

U:=A{z: |zl <r/2, f(z) eV}

={z:|z|| <r}n (V) odprta okolica tocke 0 € R™.
—_— Y—

odprta odprta
Torej je flu : U — V bijekcija. Torej smo pokazali, da je preslikava f lokalno
obrnljiva. Ostane nam Se, da pokazemo, da je inverz diferenciabilen.
Najprej pokazemo diferenciabilnost inverza v tocki 0. Naj bo ¢ = (f|y) ! :

V = U, p(y) =z. Vemo, e je ||yl < p/2, je [[p(y)|| < p. Sledi
() o)l <20yl 7a vsak y e V.
Ker je f diferenciabilna v tocki 0, je
f@) = f0)+ (D) (@) +n(x), lim == =0,

torej
flx) =z +n(2),
saj (Df)(0) = I. Sledi

y=oy) +n(e))
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oziroma
() ely) =y —n(e)).
od koder zaradi (x) naprej sledi, ¢e je y # 0, da je

(eIl _ l12n(e()]
Il = el

V limiti, ko gre y proti 0, gre desna stran proti 0, saj gre ¢(y) proti 0 zaradi
(). To pa pomeni, da gre tudi leva stran proti 0, in zato iz (xx) sledi, da je ¢

diferenciabilna v tocki 0 in (D¢p)(0) = I.

©(0+y) = »(0) + I(y) +w(y)

S tem smo dokazali diferenciabilnost inverza, t.j. (f|u) ™%, v tocki y = 0. Za
dokaz diferenciabilnosti v toc¢kah yo # 0 ponovimo celoten postopek za f v tocki

xo = ¢(yo). Izrek je v celoti dokazan. O

Opomba: Lahko se tudi zgodi, da obrat diferenciabilne funkcije, ki je obrnljiva,
v neki tocki ni diferenciabilen, npr. inverz funkcije h : x +— 23, t.j. A= :z —

Jx, v x = 0 ni diferenciabilen.

1.8 Izrek o implicitni funkciji

(1) Naj bo f funkcija dveh spremenljivk. Oglejmo si enacbo f(z,y) = 0.
Naj bo (a,b) nicla funkcije f, t.j. f(a,b) = 0. Vprasanje je, kdaj se da enacbo
f(z,y) = 0 v okolici tocke (a, b) razresiti na npr. y? Oglejmo si primer f(z,y) =

2 +y?—1=0.

Slika 1.10: Delcek krivulje na sliki je graf neke funkcije
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(73) Oglejmo si sistem ng linearnih enacb z ny + ng neznankami ().

@111 + .+ Q1 Ty + G111 + -+ BingYn, =0
(%) @121+ ...+ Q2n, Tny + P21y + -+ BonyYn, =0
*
Qny1T1 + oo o+ Qpyny Tny + ﬂnglyl +...+ 6712712%12 =0
Kdaj lahko ta sistem enolicno razreSimo na yi,¥y2,...,Yn,, t.j. kdaj za vsak
Z1,T2,...,%,, obstajanatanko ena na-terica (y1,y2, - - - , Yn, ), Ki izpolnjuje zgornji

sistem enachb. Odgovor: Natanko tedaj, ko je matrika

611 612 e Blng
621 622 6277,2

L ﬂ’nal /87122 /BTLQTLQ i
nesingularna, t.j. det([5]) # 0. V matricnem zapisu lahko tedaj zapisemo
@)X + [B]Y =0
[B]Y = —[a]X
Y = 8 [a]X.
Zgornji sistem enach lahko dopolnimo do ekvivalentnega sistema ni + ny enacb
(%),

Q1T + .o F a1, Ty F Byt + oA BingYn, =0
Q11 + ...+ Qop, Ty + Poryt + .o+ BongYn, =0

Qpy1T1 + .o+ Qpyny Ty + ﬁnzlyl +...+ 6n2n2yn2 =0

1 = X
T2 = T2
Tp, = Tn,
Matrika sistema enacb (xx)
a f

I 0
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je nesingularna natanko tedaj, ko je matrika [3] nesingularna, t.j. det([3]) # 0.

Zato za vsako desno stran v sistemu (%) obstaja natanko ena nj + na-terica

(Ilaan"'7xn17y1ay27"'7yn2)a

ki resi sistem ().

Definicija 14 Naj bosta Qfdp c R™, dip CR™ in f:Q xQy — RP
preslikava razreda Ct. Naj bo (a,b) € Q1 x Qa. Definirajmo linearno preslikavo
g:Q — RP s formulo g(y) = f(a,y). Ce je ta preslikava diferenciabilna v tocki
b, tedaj (Dg)(b) : R™ — RP imenujemo parcialni diferencial preslikave f v tocki
(a,b) na drugo spremenljivko in ga oznacéimo z (Dg)(b) = (D2f)(a,b). Podobno
definiramo preslikavo h : Q1 — RP s formulo h(x) = f(x,b) in oznacimo

(Dh)(a) = (D1f)(a,b).

Diskusija: Ce je

f(xlax%"'7xn17y17y27"'7yn2) = (fl(w17x27"'7xn17y17y27"'7yﬂ2)7
f?(x17x27 s g, Y1, Y25 - - '7y’n.2)7
fp(xlaIQa s dng Y1, Y2, - 7y’n.2))a
je
225} Ofi
Dy (a,b) T (a,b)
(D1f)(a,b) = :
fp Ofy
Dy (a,b) T (a,b)
in of of
1 1
a—yl(a, b) —ayn2 (a,b)
(D2f)(a,b) = : ,
ofp Ofp
ab) g
t.j.
225} ofi 9fi
e o g@h P o e
(Df)(a,b) = :
fp Ofp Ot
@) gy G o
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Izrek 14 (o implicitni funkciji) Naj bosta Q‘fdp c R™, dip C R™ 4n f:
Q1 x Qo — R™ preslikava razreda Ct. Naj bo (a,b) € Q1 x Qa, f(a,b) =0
in naj bo (Daf)(a,b) nesingularna. Tedaj obstaja okolica Uy X Us tocke (a,b),
vsebovana v Q1 X Qy taka, da za vsak x € Uy obstaja natanko eny = p(x) € Us,

da je f(x,y) = 0. Preslikava ¢ : Uy — Ua, t.j. o : x+— (), je razreda C*.

Opomba: Izrek pove naslednje: Naj bo danih ng funkcij fi, fo, ..., fn, n1 +

ny spremenljivk. Skusamo resiti sistem enacb ()

fl(IhIQa-~-7xn17y17y27"'7yn2) =0
f2(x17x27"'7xn17y17y27"‘>y7l2) =0

()

fn2(1717$27-~-7$may17927-~-7yn2) =0

na spremenljivke y1, 92, ..., Yn, (torej te zelimo enoli¢no izraziti z x1, ..., 2y, ).
Naj bodo vse f1, fa, ..., fn, vokolici tocke (a1, az, ..., an,,b1,b2,...,by,,) razreda

C! in naj velja

fl(a17a27"'7an17b17b27'~->bn2) =0

fQ(CLl,CLQ,...,anl,bl,bQ,...,an) :O

fng(al,ag,...,anl,bl,bQ,...,bn2) = 0

in matrika
0f1 of1
_— P b’I’L IR bn
3y1 (a’17 ) 2) ayﬂQ (al 2)
(D2f)(a,b) =
6fn2 afn
ey b 2(a1y ..., bn
3y1 (a’17 ) 2) ayﬂQ (al 2)
naj bo nesingularna. Tedaj obtajata odprta okolica U; tocke (a1, as,...,an,) €

R™ in odprta okolica Us tocke (b1, ba, ..., bn,) € R"2 dazavsak (x1,z2,...,2,,) €
U, obstaja natanko en (y1,y2, ..., Yn,) € Ua, da velja (}). Tako dobljene funkcije

O1, 02y s Py Yi = Pi(T1, T2, ..., Tp, ) zai € {1,2,...,n2}, so razreda CL.
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Opomba: Naj bosta n; = ng = 1. Izrek pravi: naj bo funkcija f v okolici
tocke (a,b) € R? razreda C'. Naj bo f(a,b) =0 in 0f/dy(a,b) # 0. Tedaj ob-
stajata odprti okolici U; tocke a € R in Us tocke b € R ter funkcija ¢ : Uy — Us
razreda C!, da je (z,y) € Uy x Uz in f(z,y) = 0 natanko tedaj, ko je z € U in
y = p(x), t.j. na Uy X Us je enatha f(z,y) = 0 ekvivalentna enacbi y = ¢(x).

Opomba: V splosnem je {(z,y) : f(x,y) = 0} neka morda zapletena mnozica
tock v ravnini. V nasem posebej lepem primeru, ko je f € Ct, f(a,b) = 0 in
Of /0y(a,b) # 0 pa je v okolici Uy x Uy tocke (a,b) mnozica resitev nase enacbe

f(z,y) = 0 graf neke gladke funkcije .

Dokaz izreka: Najprej si oglejmo poseben primer, ko je n1 = no = 1 (glej
predzadnjo opombo). Oglejmo si preslikavo F', ki je dana s formulo F(z,y) =
(z, f(z,y)). Ker je f € C', je tudi F € C*. Preslikava F preslika okolico tocke
(a,b) € R? nazaj v R?. Odvod preslikave F' v tocki (a,b) je

(DF)(a,b) = | gy
o

aof

@b) 5

(a,)

Ker je po predpostavki 0f/9y(a,b) # 0, je det ((DF)(a,b)) # 0. Preslikava F
je v okolici tocke (a,b) razreda C' in F(a,b) = (a, f(a,b)) = (a,0). Preslikava
F torej slika (a,b) v (a,0). Matrika (DF)(a,b) je nesingularna. Po izreku o
inverzni preslikavi obstajata odprta okolica U x Us tocke (a, b) in odprta okolica
W tocke (a,0), da je Flyxu, : U x Us — W difeomorfizem, t.j. bijekcija, katere

inverz je razreda C!.
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(a7 b) U x Z/lz
Upy by~ SR

}\F Z/{l X UQ

Slika 1.11: Izrek o implicitni funkciji

Naj bo ¢ : W — U x Uy inverz preslikave Fyxy,. Vemo, da je ¢ € cl.

@(Iay) = (Wl(xvy)v 502(:E7y))

Ker F' ohranja a-koordinate tocke, jo tudi ¢ ohranja. Torej je ¢1(z,y) = « in
o(z,y) = (z,92(x,y)). Ker je W odprta in vsebuje tocko (a,0), obstaja okolica
Uy tocke a, da je (x,0) € W, ¢e je x € Us.

Definirajmo y = @o(x,0) za vsak x € U;. Jasno je o razreda C' na Uj.
Velja: © € Uy, y € Us in f(z,y) = 0 velja natanko tedaj, ko je (x,y) € U x Us
in F(x,y) = (z,0). Torej (z,y) = p(z,0) = (w,gog(x,O)), t.j. y = @a(z,0).

Dokazemo to Se v splosnem. Oglejmo si preslikavo f dano s predpisom

f : (x17x27~"7xn17y17y27-”7yn2) = (f1($17$2,.~.,$n1,y17y27...,yn2),
f2($1,1727-~-7$n17y1»y2»~-~7yn2)7
.

fnz(fl,x%-~-7$n17y1»y27-~-7yn2))»

of1 f1

3_311 (a7 b) ayn2 (a7 b)
(D2f)(a7b): )

O fn, 9fns

m (a,b) Tun (a,b)
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Definirajmo F : Q; x Qg — R™172,

F(IlaIQW"7xn17y17y2a"'7yn2) = (x17x25"'7z711a
fl(x17x27"'7xn1ay17y2a"'7yn2)7
f?(x17x27"'7xn1ay17y2a"'7yn2)7

ey

fnz(xlax27"'7xn17y17y27"'7yn2))7

1 0 0 0
0 1 0 S 0
(DF)(a,b) = | 0f1 df1 df1 d0f1
8—1,1(%1?) ax—m(f%b) 8_g/1(a’b) Wm(aab)
0 fns O fn, O fn, 0 frn,
| o (a,b) D, (a,b) o (a,b) B, (a,b) |

Ker je desni spodnji blok matrike, t.j. (D2F")(a,b), nesingularen, je tudi celotna
matrika (DF)(a,b) nesingularna. Po izreku o inverzni preslikavi obstajata
okolici U xUs tocke (a,b) € R™ "2 in W tocke (a,0), da je Flyxu, : UxUs — W
difeomorfizem. Naj bo ¢ : W — U X Uy inverz preslikave Flyxu,, ki je razreda
C!. Obstaja okolica U tocke a € R™, da je (x,0) € W, &éim je v € U;. Za

x € Uy naj bo y projekeija tocke p(z,0) na Us, t.j.

y= (‘pnﬁ-l(x? 0), 90711+2(x70)7 w0 Pnatng ($70)).

Sedaj je © € Uy, y € Us in f(x,y) = 0 natanko tedaj, ko je (z,y) € Uy x Us in

F(z,y) = (2,0), torej (z,y) = ¢(z,0) = (z, p2(,0)). Torej je y = pa(z). O
Posledica 2 Naj bo vse kot v prejsnjem izreku. Naj bo

Ce je Uy dovolj majhna okolica tocke a, je A(z) nesingularna za vse x € Uy in
velja

(Dy)(w) = —A(x)~" o B(x),

kjer je ¢ razreda C* na U
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Dokaz: za ni = ny = 1 sledi

0 dex 0 d
8_£(I7y)%+8_£(z7y)£20
in od tod
of
y/: d_y:_%(xﬂJ)
dx 3_f(x )
oy Y

Dokaz v splosnem je podoben kot v primeru n; = no = 1. Odvajamo in dobimo

(D1f)(@,y)I + (D2f)(z,y)(Dp)(x) = 0.

Od tod sledi zgornja formula

(D) () = —((D2f)(@,y) " (D1f)(,1))-

Diskusija: Iz razmisljanja, ali se da sistem enach

a1121 + a12x02 + ...+ a1, =0

a91x1 + a20xs + ...+ aspx, =0

Am1T1 + Q2T + ...+ GmnTp = 0,

kjer je m < n, enoli¢no razresiti na kaksno m-terico z-ov, sledi Se ena formulacija

izreka o implicitni funkciji.

Izrek 15 Naj bo Q C R" odprta mnozica in F : Q — R™preslikava razreda C',
kjer je m < n. Naj bo F(a) = 0 in rang matrike (DF)(a) = m (torej rang je
najvecji mozen). Tedaj obstajajo p1,p2, ..., Pn—ms q1,42, - qm, Pi # ¢; 26 vsak
0,7 (1 < P2 < ... <Ppem in @ < g < ...<qpm)in funkcije ©1,02,...,0m

razreda C' v okolici tocke (ap,,apy, ..., ap, . ), da je v neki okolici U tocke a
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enacba F(x) = 0 ekvivalentna sistemu enacb

Ly = </7(xpl »Lpgs -+ xpnfm)
Tgo = P(Tp1s Tpos - > Tpn)
Tgm = P(Tp1s Tpss -3 Tpn_m)s
t.j. v okolici tocke a je mogoce F(x) = 0 enoli¢no razresiti na (xq,, Tqy, - - -, Tq,,)-

Opomba: Rang take matrike je enak redu najvecje nesingularne podmatrike
(kvadratne seveda). Ce je rang = m, potem obstaja nesingularna podmatrika

velikosti m x m.

Dokaz: Spremenljivke med seboj permutiramo tako, da so tiste, ki v (DF')(a)
pokazejo rang m na desnem koncu matrike in po zgornjem izreku razresimo sis-

tem na te spremenljivke. O

Diskusija: Oglejmo si matriko odvodov

o on

P (@) - Dz, (a)
Ofn Of
3—x1 (@) - 3—% (a)

Ce ima ta matrika maksimalen rang, lahko ta sistem enaéb v okolici tocke
a € R™ razreSimo tako, da je m-spremenljivk enoli¢no izrazenih z ostalimi
n — m-spremenljivakmi. Ker je rang maksimalen v matriki obstaja vsaj ena
kvadratna podmatrika reda m, ki je nesingularna. Recimo, da je sestavljena iz
q1-tega, go-tega, . . ., ¢y -tega stolpca, kjer je q1 < ¢2 < ... < ¢p. Tedaj lahko
sistem razresimo na (zq,,q,,...,Zq,). V splosnem bo to mogoce narediti na
vec razlicnih nacinov, saj ni nujno, da je v matriki ena sama podmatrika, ki je

nesingularna in reda m.

Zgled: Naj bo F(z,y) = 0, F(a,b) = 0, F € C' v okolici tocke (a,b) € R

Vzemimo npr. F(z,y) = 2 +y?> — 1 = 0, kar pomeni, da je tocka (x,y) na
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kroznici s sredis¢em v izhodis¢u in s polmerom 1.

(i) Ce je OF/0y(a,b) # 0, potem je lokalno, t.j. v okolici tocke (a,b), mogoce
enacbo F(x,y) = 0 razresiti na y. Naj bo (a,b) taka tocka na kroznici
torej F(a,b) = 0 oz. a? +b%> —1 = 0, za katero je b # 0. Pri tem je
OF/0y(a,b) = 2b # 0.

Slika 1.12: 'V okolici tocke (a,b) je mogoce zapisati y = ¢(z)

Po izreku je torej F(z,y) = 0 v okolici tocke (a,b) mogoce prepisati v
obliko y = p(z). Jasno je s slike [[T2] da je mozno F zapisati kot graf
funkcije (velja lokalno). V okolici tock (1,0) in (—1,0) pa to ni mogoce.
V teh tockah je seveda

OF OF
a—y(—LO)— 6—y(1,0)_0.

(ii) Naj bo (a,b) taka totka na kroznici, t.j. F(a,b) =0 oz. a®> +b?> —1 =0,
za katero je a # 0. Ce je OF/0z(a,b) # 0, je tedaj mogoce v okolici tocke
(a,b) enacbo F(x,y) = 0 razresiti na z. Ker je dF/0x(a,b) = 2a # 0,
je po izreku mogoce v okolici tocke (a,b) enacho F(x,y) = 0 prepisati v

obliko x = ¥ (y).

Slika 1.13: V okolici tocke (a,b) je mogoce zapisati x = 1) (y)
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To je mogoce napraviti za vsako tocko (a,b) na kroznici, razen za tocki
(0,1) in (0,—1). To lahko razberemo z zgornje slike. V teh tockah je

seveda

OF OF
S-(0.1) = 5-(0,-1) = 0.

Iz splosnega izreka sledi: Ce je F(a,b) = 0, ce je

e ([ 250 2 ] ) =1,

t.j. ko je vsaj eden od odvodov razlicen od 0, tedaj je F(z,y) = 0 mogoce
enoli¢no razresiti na eno od spremenljivk.

V nasem primeru je ta rang v vsaki tocki kroznice enak 1, saj je ta matrika
[0F/0x(a,b),0F/Jy(a,b)] = [2a,2b]. Mnozica resitev je torej v okolici
vsake tocke neka krivulja, ki je graf gladke funkcije, ali y = ¢(z) ali
z=(y).

Zgled: (Ploskve v prostoru) Naj bo F funkcija razreda C!, F(x,y,2) = 0 in
naj bo (a,b,c) € R3 tocka, za katero je F(a,b,c) = 0. Naj bo rang

OF OF OF
%(a, b, c), a—y(a, b, c), E(a, b,c)| =1.

To pomeni, da je vsaj eden od parcialnih odvodov razlicen od 0. Tedaj je v

okolici (a, b, ¢) mogoce F(x,y,z) = 0 enoli¢no razresiti na eno od spremenljivk;

(i) Ce je dF/dx(a,b,c) # 0, je F(x,y,z) = 0 mogoce lokalno zapisati kot
z = [f(y,2).

(i) Ce je OF/dy(a,b,c) # 0, je F(z,y,z) = 0 mogoce lokalno zapisati kot
y=g(z,2).

(iii) Ce je OF/dz(a,b,c) # 0, je F(x,y,z) = 0 mogoce lokalno zapisati kot

z = h(z,y).
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Zgled: (Krivulje v prostoru) Naj bosta F' in G funkciji razreda C' v okolici
(a,b,c) € R3 in

F(z,y,2z) =0, F(a,b,c) =0
(%) in
G(zr,y,2) =0 G(a,b,c) = 0.
Resitev sistema (x) je v splosnem lahko le tocka (a, b, ¢). Matrika odvodov
Slabe) Soaba @b
Tt Saba Giabo

naj ima maksimalen rang. To je lahko res v treh primerih:

(i) Ce je
dy 0z 40
8_F(a b, c) 8_G(a b, c) ,
ay ) ) 82 ) )

tedaj je pripadajoca kvadratna matrika nesingularna. Tedaj lahko sis-
tem (x) v okolici (a,b,c) € R?® razresimo na spremenljivki y in z, t.j.
F(z,y,z) = 0 in G(z,y,2) = 0 je mogoce nadomestiti z y = ¢(x) in
z = ().

(ii) Ce je
—8F (a,b,c) —8F (a,b,c)
ox 0z £0
6F( bo) 6G( be) ’
ax a7 7C az a? ’c

tedaj je pripadajoca kvadratna matrika nesingularna. Tedaj lahko sis-
tem () v okolici (a,b,c¢) € R? razresimo na spremenljivki = in z, t.j.
F(z,y,z) = 0 in G(z,y,2) = 0 je mogoce nadomestiti z 2 = ¢(y) in
z=1(y).

(#41) Velja podobno.

V primeru (i) lahko zapisemo (z,y,z) = (z, p(x),1(z)) oziroma
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v okolici a je krivulja v prostoru, x je parameter.

z .
ravnina, vzporedna

ravnini y-z

) }zp(:n) -

AN

Slika 1.14: V okolici tocke (a, b, ¢) je sistem (x) mogoce zapisati x = x, y = ¢(x),

z2=19(2)

Tocka ® na sliki [[.14] opise neko krivuljo v prostoru. O

Zgled: (Uporaba izreka o inverzni funkciji) Krivuljo kot tir poti v prostoru

podamo s sistemom enach

x=f(t), y=gt), z=h(t), telnmf
Funkcije f, g, h so razreda C'. V fizikalnem smislu s tem popigemo gibanje tocke
v prostoru, parameter t je ¢as. V splosnem primeru je lahko tir poti tudi ,,grda”
krivulja (samopresecne tocke, osti,...). Naj bo tg € («, 3). Vprasamo se, kdaj

je mogoce z gotovostjo reci, da je

{(f(®),g(t),h(t)) :to — 6 <t < to+ 0}

koscek gladke krivulje, opisane v prejsnjem primeru.
Naj bo npr. f(t) # 0. Tedaj je mogoe enacho = = f(t) za t blizu to in
x blizu f(tg) po izreku o inverzni funkciji enoli¢no razresiti na ¢ kot funkcijo

spremenljivke x, t.j. zamenjati z enacbo ¢t = ¢ (x). Od tod sledi
t) =g(v(z)) = o(x)
z=h(t) =h(y(x)) = V(z).

Torej lahko enacbe z = f(t), y = g(t), z = h(t) v okolici tocke (f(to), g(to), h(to))

zapisemo kot
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kar je gladka krivulja v R3. Enak sklep velja za ¢(t) # 0 oz. h(t) # 0.
Sklepamo lahko, ¢e je torej vsaj eden od odvodov f(t),g(t),h(t) razlicen od

0, potem je koscek poti pri ¢ blizu ¢ty koscek gladke krivulje, t.j. takrat, ko je

rang[f(t), §(t), h(t)] maksimalen. O

Zgled: Najbosta u in v parametra. Naj bo x = f(u,v), y = g(u,v), z = h(u,v),
kjer so f, g, h gladke funkcije dveh spremenljivk v okolici U tocke (ug,vo) € R2.

Kot primer vzemimo enotsko sfero, ki je parametri¢no podana z

x = cos ¥ cos
y = cossin g
z = sind,
kier ¢ € [0,27), ¥ € [-7/2,7/2]. Tocka (p,9) se torej preslika v tocko na

enotski sferi.

Vprasamo se, kdaj je mogoce z gotovostjo reci, da je

{(f(u,v),g(u,v),h(u,v)) o (u,v) €U}

za majhno okolico U neke tocke (ug,vo) € R? koséek ploskve v prostoru? Ogle-

jmo si matriko odvodov

0

a_i(u07v0) %(anvo)
15) 0
a—i(Uo,vo) 3—z(uo7vo)

oh oh
%(U/Oavo) %(U@?UO)

Privzemimo, da je rang maksimalen, torej 2. Recimo, da je

0 0
a_Z(u()?vO) 8_‘19}(u07v0)
oh oh

%(u()?v()) %(Uo,vo)

nesingularna. Tedaj je mogoce sistem enacb

Y= g(u,v)

z = h(u,v)
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enoli¢no razresiti na w in v za w blizu wg, v blizu vy, y blizu yo = g(ug,vo) in z
blizu zg = h(ug, vp). To je mogoce po izreku o inverzni funkciji, saj je zgornja

matrika odvod preslikave

(u,v) — (g(u,v),h(u,v))

v tocki (ug, vg). Ker je matrika nesingulana, obstaja lokalni inverz, t.j. obstajata
torej okolica P tocke (ug, vo) in okolica Q tocke (yo, 20), da je preslikava (u,v) —
(g(u,v),h(u,v)) difeomorfizem. Torej obstajata p,1 € C!, da je u = o(y, 2),

v=1(y,2), (y,2) € Q. To vstavimo v = f(u,v) in dobimo

Torej je {(f(u,v),g(u,v), h(u,v)) : (u,v) € U} res koséek ploskve, namrec graf
funkcije @ : (y,2) — ®(y, z) = z. O

1.9 O pojmu mnogoterosti

Krivulje v R? in R3, ploskve v R3 so posebni primeri mnogoterosti.

Definicija 15 Naj bo U C R™ odprta mnoZica in F : U — R™ diferenciabilna
preslikava. Pravimo, da ima F v tocki a € U rang r, ¢e ima matrika (DF)(a)

rang r.

Mnogoterost bo posplositev krivulje in ploskve in bo lokalno mnozica nicel sis-

tema enacb z maksimalnim rangom.

Definicija 16 Naj bo 1 < r < n. Neprazna mnoZica M C R™ je gladka

mnogoterost dimenzije v, ée za vsak u € M obstajajo
(i) odprta okolica U tocke u,
(i) funkcije Fy, Fa, ..., Fy_, razreda C* na U, da ima preslikava
u— F(u) = (Fi(uv), F2(u),. .., F_r(u))

maksimalen rang n —r v vsaki tocki u € U
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(iii) in

UNM={uel: Fi(u)=0,F(u)=0,...,F,_(u) =0}

Opomba: Ce je dimenzija mnogoterosti 7, lahko lokalno izrazimo n — r z-ov z

ostalimi r z-i.

Opomba: (zgledi zgoraj)
e F(z,y) =0,n=2,r =1, tj. krivulja v ravnini
e F(x,y,z) =0,n=3,r=2,t.j. ploskev v prostoru
o F(z,y,2) =0, G(x,y,2) =0, n =3, r =1, t.j. krivulja v prostoru

Zgled: Mnozica {z : z € R"},

LTry1 = 0
Try2 = 0 .
n — r enacb,
T, =0
je r-dimenzionalna koordinatna ravnina v R"™. O

Posebeni primeri:

e {(z, f(z)) : & €U C R} graf v R? je krivulja

o {(z,y, f(x,y)) : (x,y) €U C R?} graf v R? je ploskev

e {(z,9(),h(z)) : x €U C R} krivulja v R?
Zgled: Vzemimo primer, ko je n = 3 in r = 2 (t.j. ena sama enacba). Lokalno
je to (po permutaciji spremenljivk) oblike

{(z,y,®(z,y)) : (x,y) €U},

pri tem je ® € C! na odprti mnozici U C R2. Oglejmo si gladke poti skozi a, ki
lezijo na

M = {(z,y,2(z,y)) : (z,y) €U},
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t.j. funkcije

b (), y(1), 2(1) = X (),
kjer so z(t), y(t), z(t) gladke funkcije, X(0) = a. Lezati na M pomeni, da je
z = ®(x,y). Torej so nase poti oblike X (t) = (z(t),y(t), ®(x(t),y(t))), kjer je
¢ tudi gladka funkcija. Pri tem je z(0) = a1, y(0) = a2, a = (a1,az2,a3) =

(a1, a2, (a1, a2)).

0P

d—y(al,az)y'(O))
= #(0) (1,0,2—(5(%@2)) +y(0) (0,1,3—(5(%@2)) ;

3(0),3(0), 57 (an,a2)(0) +

kjer je X (0) tangentni vektor na pot X (¢) v tocki a.

Sklep: Tangentni vektor v tocki a na poljubno gladko pot skozi a, ki lezi vsa

v M, je vedno linearna kombinacija vektorjev

0 0
(1,0,@(@1,&2)) ) <0715d_y(a17a2))

t.j. vedno lezi v ravnini, napeti na ta dva vektorja. Tej ravnini (dvodimenzion-
alnem podprostoru prostora R?) pravimo tangentni prostor na M v tocki a

in ga oznac¢imo T, M. O
Opomba: Enako sklepanje je mogoce narediti za splosne mnogoterosti.

1.10 Taylorjeva formula

Definicijo Taylorjeve formule iz Analize I bi radi posplosili na funkcije veé¢ spre-

menljivk. Oglejmo si najprej poseben primer: Naj bo G odprta mnozica v R?
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in f € C"TY(G). Naj bo (a,b) € G, (h,k) € R? in daljica s krajistema v tockah

(a,b) in (a+ h,b+ k) vsa v G. Definirajmo funkcijo F' s predpisom

F(t) = f((a,b) + t(h, k)

= fla+th,b+tk).

Funkcija ene spremenljivke F' je r 4+ 1-krat zvezno odvedljiva kot kompozicija

funkcij t — (a4 th,b+ tk) in f. Pri tem je

F(t) = f(a+th,b+tk)

of

of d d
/ —_
F(t) = 5>-(atth, b+ th) = (a + th) + ay(a+m,b+t/~:)dt(b+ztk)

= hg—f(a+th7b+tk) +kg(a+th,b+tk)

dy
2 2
" o f f
F"(t) = h? o3 5

5230+ th, b+ th) + 2hk=—=(a + th, b+ th)+

0% f

+k82

(a + th, b+ tk)

»f
a )

o f

" 13
F"(t)=h 325y

(a+th,b+tk) + 3h%k——"—

o f
Oxy?

(a +th,b+ tk)+

3
+ 3hk? (a—l—th,b—i—tk)—i—k?’af
y?

(a + th, b+ tk)

Na podoben nag¢in dobimo Se ostale odvode.

Ce uporabimo Taylorjev izrek za funkcije ene spremenljivke, dobimo, da je

1
(r+1)!

F(1) = F(0) + F'(0) + %F”(O) .o+ %F(T)(O) + Fri),

kjer je 0 < ¥ < 1. V nasem primeru bi to pomenilo

_ of of
fla+th,b+tk) = f(a,b) + (ha—(a,b) + ka—y(a,b)) +
o*f

2f an
<h282( ,b) aay( b)+k282(a,b))+

Zaradi krajse pisave bomo uporabili oznako D; = 9/0x;.

Izrek 16 Naj bo G odprta mnoZica v R™ in funkcija f razreda C"™* na G. Naj
bo h € R™ tak, da je a+th € G zaa € G int € [0,1]. Tedaj obstaja ¥, 0 < ¥ < 1,
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2
fla+h) :f(a)—i—% [(Zhjpj f] (a)—i—% (Zhjpj) fl@)+...
! I\ &

7 r+1
...+%[(Zthj) [ (a) + r+1 (Zh D]) f| (a+9h).

Zgorngi izraz imenujemo Taylorjeva formula za funkcije ve¢ spremenljivk.
Opomba: Oglejmo si primer, ko je n = 2 in r = 2. Naj bo a = (a1, a2).

()]

= ((h1D1 + haD2) f)(a)

= (hiD1f + haDs2f)(a)

= hi (D1 f)(a) + ha(Daf)(a)

of 7 ()

=h
Yo, 8,@1 6,’E2

(a) + ha

2
- 9? 9? 9?
(Z%—DJ) fl(a)= hia";( )+ 2hahy s 152<a>+h36—9g<a>

3
- 3 0°f 0, _O°f
> hiD; | f| (a+0h) = hi 3(a+19h)+3h ha=—-—(a + 9h)+
= ox 0x70x2
3f 3 3f
hih? Oh) + hi Jh
Taylorjeva formula je
0 0
flar + hi, a2 + he) = f(a1,a2) + hl—f(alaa2) + hz—f(al7a2)+
o1 O0xa

L1 0? 0?
<h26 ‘é(al,cm) + 2h hQa 1('9]0 (CLl,QQ)—I—

0? o3
—i—hga—{(m,az)) <h38 J;(al + Vhy, a2 + Oha) + ...+
Lo

s °f

+h28—x§

(a1 + Vhi,a0 + 19h2)> .
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Dokaz: Definirajmo
F:[0,1] - R

F(t) == f(a+th)

Oznacimo

A=hiDi+ hoDs+ ...+ h,D,

0 0 0
=hi— +ho—+ ...+ hp—
18x1+ 28$2+ + oxy,

= h;D;
j=1
Z indukcijo dokazemo, da je
F® () = (AFf)(a + th).
Za k = 0 to velja, saj F(®)(t) = F(t) = f(a + th). Definirajmo g = A*f za nek

fiksen k. Recimo, da formula F*)(t) = g(a + th) velja za k, tedaj je

PO () = % ( Ja (t))
= 2 (gla+th))

d
= E(g(al +thy,...,an +thn))

_ g d dg d
= G (0 ) Goan - thy) ot S (ot ) 2 (an + i)
:hl(Dlg)(a—I—th)+...+hn(Dng)(a+th)

= | Y _h;D; | gla+th)
j=1

= A(A*f)(a +th)
= (A f)(a+ th),

torej po principu matemati¢ne indukcije velja tudi za k + 1. Uporabimo Tay-

lorjevo formulo za funkcijo F' na intervalu [0, 1], torej

1

F(1)=F(0)+ %F’(O) +...+ %F(T)(O) + mF(r-‘rl)(ﬂ)'
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Posledica 3 Naj bo vse tako kot v zgornjem izreku. Tedaj velja

k

flatmy=f@+ Y o | [ Smns| 7| @+o ().
k=1 " j=1

pri cemer je ||| = \/hT + ...+ h2.

Opomba: O(t) je kolicina, za katero velja

‘ o)
t

‘gM pri t—0,

pri ¢emer je M neka pozitivna konstanta.

Dokaz: Ostanek zgornje vrste je

n

R, = Zl Zl > DiDi,... Dy, fla+0h)hi hiy .l
11=112=

irp1=1
Ker so po predpostavki odvodi zvezni, so v neki okolici tocke a omejeni. Torej

so vsi |...| < M na neki okolici tocke a. Poleg tega je |h;| < ||h]]. Sledi

|R,| < M|h||"*t. Torej je stevilo M odvisno le od 7. O

1.10.1 Opomba o Taylorjevi vrsti

Ce je f € C>®(G), lahko zapisemo vrsto

T
o0

Z% > hiDj | f] (a)
I\ &

r=0
Lahko se zgodi, da vrsta konvergira le pri h = 0. Lahko se zgodi, da vrsta
konvergira za majhne h, pa njena vsota ni enaka f(a + h).

Zgornjo vsoto imenujemo Taylorjeva vrsta funkcije f v tocki a.

Definicija 17 Ce za vse majhne h, ||h|| < r za nek r > 0, zgornja vrsta kon-
vergira in je njena vsota enaka f(a + h), tedaj pravimo, da je [ analitiéna

funkctja v okolici tocke a.
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1.11 Ekstremi funkcij ve¢ spremenljivk

Definicija 18 Naj bo K C R™ in f : K — R. Pravimo, da ima f va € K
lokalni maksimum, ce obstaja r > 0, da je f(x) < f(a) za vse x € K, za
katere je ||x—al| < r in lokalni minimum, ée obstajar > 0, da je f(x) > f(a)
za vse x € IC, za katere je |z — a|| < r. Lokalne maksime in minime imenujemo

lokalni ekstrems.

maksimum minimum sedelna tocka
Slika 1.15: Lokalni ekstremi

Izrek 17 Naj bo K C R™ in f : K — R. Naj ima f lokalni ekstrem v notranji
tockt a mnozice K. Naj bo f diferenciabilna v tocki a. Tedaj so v a vsi parcialni
odvodi enaki 0, t.j.

9f
6{131

of ar

8x2(a): b (%cn(a):o

(a) =0,

oziroma

(Df)(a) = 0.

Dokaz: Funkcija t — f(t,aq,...,a,) ima lokalni ekstrem v ¢ = a1, je definirana
v okolici a; in je v a; odvedljiva, funkcija t — f(a1,t,...,a,)ima lokalni ekstrem
v t = as, je definirana v okolici as in je v as odvedljiva,..., funkcija t —
f(a1,az,...,t) ima lokalni ekstrem v ¢t = a,, je definirana v okolici a,, in je v

a,, odvedljiva. Od tod in znanih dejstev o funkcijah ene spremenljivke sledi:

d
_(f(t,ag,...7an))|t:a1 =0,

dt
t.j.

of
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Podobno sklepamo se za

of
8xj

(a) =0, je{2,3,...,n}.
Definicija 19 Tocke v katerih je (Df)(a) =0, t.j.

of

axj() 0, je{1,2,...,n}

imenujemo kritiéne tocke funkcije f ali stacionarne tocke funkcije f.

1.11.1 O zadostnih pogojih za nastop ekstrema v kriticni
tocki
Naj bo G odprta mnozica v R", f € C%*(G) in naj bo a kritiécna totka. Po

Taylorjevi formuli je za majhne h

fatm) = f@+ 35 [ Xm0s | 7| @+ g [ Shibs | f| @+ om)

Jj=1 Jj=1k=1

- f(a)+2h37j(a)+ 522% kaxjaxk(awh)
Jj=1 : j=1k=1
1 n n azf

= f(a) + 5;;@@6%6% (a + Oh)

Zaradi zveznosti dvakratnih odvodov velja D, D;f = D; Dy f in
(D;Dyf)(a+dh) = (D; Dif)(a) + njk,

kjer n;x — 0 pri ||| — 0. Sledi
1 n n n n
Jlath)=fla)+5 | 22D hihu(DDef)a) + 3> njehsh
j=1k=1 j=1k=1
Oznacimo (D; Dy f)(a) = Aji. Velja Aj, = Ayj za vsak par i, 7, saj so meSani
odvodi zaradi zveznosti neodvisni od vrstnega reda odvajanja. Izraz

zn:zn:A,kh Ty =1 Q(h)

7j=1k=1
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je kvadratna forma, ki jo je mogoce zapisati kot Q(h) = (Ah,h), kjer je A =
[Ajr] simetricna matrika. Kvadratna forma @ je pozitivno definitna, e je

Q(h) > 0 za vse h # 0 in negativno definitna, ce je Q(h) < 0 za vse h # 0.

Izrek 18 Naj bo G odprta mnozica v R™. Naj bo f € C*(G). Naj bo a kriticna

tocka. Ce je forma

pozitivno definitna, ima f v tocki a lokalni minimum. Ce je forma Q(h) nega-

tivno definitna, ima f v tocki a lokalni maksimum.

Opomba: Lokalnega ekstrema ni, ¢e () zavzame tako pozitivne, kot tudi nega-

tivne vrednosti.

Opomba: @ je pozitivno definitna natanko takrat, ko so vse lastne vrednosti
matrike () pozitivne in negativno definitna, ko so vse lastne vrednosti () nega-

tivne.
Opomba: Funkcija je C?(G), zato je matrika A simetriéna.

Dokaz: Naj bo @ pozitivno definitna kvadratna forma. Ker je Q kvadratna
forma, velja Q(Ah) = A2Q(h). Ker je pozitivno definitna sledi, da njena zozitev
na enotsko sfero {z € R" : ||z|| = 1} doseze svoj minimum m (m > 0), t

Q(z) > m, z € R™, ||z|| = 1. Enotska sfera je kompaktna mnozica (zaprta
in omejena), torej funkcija doseze svoj maksimum in svoj minimum. Pisimo

z= ﬁ Naj bo r = ||h||, torej h = rz. Dobimo

flat ) = f@)+ 5 | Q0+ 0> muhsh
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Ker pri 7 — 0 konvergira 7;, — 0, sledi, da je izraz |, > ) njrz;jz,| poljubno
majhen, ¢e je le r > 0 dovolj majhen. Po drugi strani pa je Q(z) > m, zato je
pri dovolj majhnih r = ||h|| izraz v oklapaju zgoraj pozitiven, kar pomeni, da je
fla+h) > f(a) za vse dovolj majhne ||h|. V tocki a nastopi torej strogi lokalni
minimum. Podobno dokazemo, ¢e je () negativno definitna, je potem v a strogi
lokalni maksimum.

Ce Q zavzame tako pozitivne kot tudi negativne vrednosti, obstajata z;,
lz1ll = 1, Q(21) > 0 in 22, ||22]| = 1, @(22) < 0. V prvem primeru je izraz v
oklepaju zgoraj pozitven za h = rz; za vse dovolj majhne » > 0. V drugem
primeru je izraz v oklepaju zgoraj negativen za h = rzy za vse dovolj majhne

r > 0. Lokalnega ekstrema potem ni. O
Definicija 20 Matriko drugih odvodov

[ajjgxi (a)]

imenujemo Hessejeva matrika v tocki a. Formo

I e~ 0%f
H(h) - 5 Z 1 (Q)LL'J'(?,’EZ' (a)hjhz

pa Hessejeva forma v tocki a.

Opomba: Zgornje moznosti ne izérpajo vseh moznosti. Vzemimo npr. f(x,y) =
x* 4+ 9% Tocka (0,0) je tocka globalnega minimuma, vendar je Hessejeva forma

v tej tocki enaka 0, saj so vsi odvodi drugega reda v tej tocki enaki 0.

Trditev 2 Naj bo

a b
B:
b ¢
m
H(h) = (Bh,h).

Tedaj je H pozitivno definitna natanko tedaj, ko je a > 0 in det(B) > 0.
Dokaz: (=) Kvadratna forma H je oblike

H(h) = ah2 + 2bhihy + ch?

bo\? b2
—a<h1+—h2> —|—<C——) h%
a a
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Ce je H pozitivno definitna, t.j. H(h) > 0, za h # 0.
e za hy # 0 in hy = 0, dobimo H(h) = ah? > 0, od koder sledi a > 0.

e za hy = —b/(ahs) je H(h) = (¢ — b*/a)h3, od koder sledi ¢ — b?/a > 0 oz.

ac — b? > 0, kar pomeni det(B) > 0.

(«<) Cejea > 0inac—b* >0, je H(h) > 0. Iz H(h) = 0 sledi ho = 0 in
ah? =0 in od tod hy = 0. Torej H (h) pozitivna za vse h # 0, t.j. H je pozitivno
definitna. 0

Opomba: B je pozitivno definitna, ¢e je —B negativno definitna. Torej je B

negativno definitna natanko tedaj, ko je a < 0 in det(B) = ac — b* > 0.

Opomba: Ce je det(B) = ac — b < 0, ima B eno pozitivno in eno negativno

lastno vrednost.

Posledica 4 Naj bo f € C*(G), G C R? odprta. Naj bo

of
ox

_of

(av b) = ay (av b) =0,

t.j. (a,b) je kriticna tocka. Ce je

2 f

92 f 02 f
Saengtan - (

2
a—yQ a ax—ay(a,b)> > O,

tedaj v tocki (a,b) nastopi lokalni ekstrem. Ce je 02 f/022(a,b) > 0 je to lokalni

minimum. Ce je 02 f/0x?(a,b) < 0 je to lokalni maksimum.

Opomba: Hessejeva matrika je

f 2f
. 5z (@ ?) 8w8y(a’b)
| orf o2 f ’
900y (a,0) 5 (a,0)

Hessejeva forma pa
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1.12 Vezani ekstremi

Naj bo f funkcija razreda C! definirana v okolici tocke a € R™. Naj bo f(a) =0
in (Df)(a) # 0. Tedaj vemo, da je v okolici U tocke a mnozica M = {x € U :
f(x) = 0} mnogoterost dimenzije n — 1. Tangentni prostor T, M dobimo tako,
da gledamo vse gladke poti ¢ : (—=0,) — M, 1(0) = a in si ogledamo mnozico
vektorjev ¢ (0). Mnozica vseh teh bo ravno T, M. Torej je

FOo1(8),02(t), ..., ¥ (t)) =0

za vse t € (—0,0). Torej je

of

2L (10 )0+ f—i(wﬂt)?...,wn(t))w;(t) 0.

Pri t =0 je torej

L@t )+ + 5 @i 0) = 0

Tangentni vektor (¢1(0),...,,,(0)) je torej pravokoten na vektor
of of
(P 2Lw).

Vektor (88—;1(@), cee ;mfn (a)) imenujemo gradient funkcije f v tocki a in ga

ozna¢imo z

(grad f)(a) oz (V[)(a).
Mogoce je pokazati, da je T, M natanko podprostor vseh vektorjev, ki so pra-
vokotni na (grad f)(a).

Ce imamo splo$no mnogoterost, dano z

g(z1,...,2,) =0

gm(xlw"axn) = 07

¢e je a € M, mora imeti matrika

891 891
;. (m<n)
9gm 9gm
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maksimalen rang, t.j. njene vrstice so linearno neodvisne, t.j. vektorji (grad ¢1)(a),
...,(grad g;m)(a) so linearno neodvisni. V tem primeru se preprosto vidi, da je
T, M linearen podprostor vseh vektorjev, ki so hkrati pravokotni na vse gradi-

ente.

Trditev 3 Naj bo a € R, a # 0 in P linearen podprostor v R™. Naj velja
{z} LP=2az La.
Tedaj je a € P.

Opomba: Vektor x je pravokoten na P, ko je pravokoten na vsak vektor iz P.

Dokaz: Razstavimo a = ap + a, kjer je {a}p € P in {a} L P. Tedaj je
a L P, torej a L a po predpostavki. Sledi (a,a) = (a,ap) + (a,a). Od tod sledi

(@,a) =00z a=0in od tod a = ap. Torej a € P. O

V nadaljevanju bomo iskali lokalne ekstreme gladke funkcije f,

f(il?) = f(xlv"'vxn)v
pri dodatnih pogojih

g1(x1,...,xp) =0

g2(x1, ... xy) =0

gm(z1, ..., x,) =0.

Torej vzamemo v postev le tiste n-terice (x1,...,x,), ki izpolnjuje zgornje
dodatne pogoje. Vse funkcije naj bodo razreda C'. Tipicen primer bi se
glasil: is¢emo lokalne ekstreme funkcije f(z,y,2) = 22 — y + z, ob pogoju
22 +y? + 22 = 1. To pomeni, da is¢emo lokalne ekstreme funkcije f zozene na
sfero 22 + 9% + 22 = 1.

Natanc¢neje povedano; f ima v a lokalni vezani minimum, ¢e obstaja nek
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0 >0,daje f(z) > f(a) za vse © = (x1,...,2,), za katere velja ||z — al]| < J in

g1(x1,...,xn) =0

g2(x1, ..., xn) =0

gm(z1,...,x,) =0
Podobno seveda velja za lokalni vezani maksimum.

Izrek 19 Naj ima funkcija f € C', f(x) = f(x1,...,2,), v tocki a vezan

lokalni ekstrem ob pogojih

g(z1,...,2n) =0

g2(z1,...,2n) =0

gm(z1, ..., xy) =0,

kjer so gi € C* za i € {1,2,...,m} funkcije v okolici tocke a (in seveda

gi(at,...,an) =g2(ar,...,an) = ... = gm(ai,...,an) =0). Naj bodo gradienti

(gradg1)(a), (gradgz)(a),..., (gradgm)(a)

linearno neodvisni. Tedaj obstajajo realna Stevila A1, e, ..., A\m, da je a sta-

cionarna tocka funkcije
F=Ff=Xg—Xg2—... = Angm-

Dokaz: Ker so (gradg;)(a), j € {1,2,...,m} linearno neodvisni, je v okolici a

skupna resitev enacb, ki opisujejo dodatne pogoje neka mnogoterost M.
M= {x €U :gj(z)=0,i€ {1,2,...,m}}

Naj bo h poljuben vektor iz T, M. Tedaj obstaja gladka pot ¢ — 3 (t) € M,
da je ¥(0) = a in ¢’'(0) = h. Ker je v tocki a lokalen vezan ekstrem funkcije f,
ima funkcija ¢ — f(1(t)) lokalen ekstrem pri t =0, ko je 1(0) = a. Zato je

d
&), =0
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t.j.

{%(w(mw; )+ + M(W”W“] -

oziroma

[S—im)wa O+ + %ww;(m] —0,

kar pa je naprej enako

(|5 @ g @] 100 . 01) = (e @i =0,

Pokazali smo torej, da je vsak h € T, M pravokoten na (grad f)(a). Ker je
T, M natanko prostor vseh vektorjev, ki so pravokotni na (gradg;)(a), j €
{1,2,...,m}, sledi: ¢e je h L (gradg;)(a), j € {1,2,...,m}, je h L (grad f)(a).
Ce oznacimo s P podprostor, napet na (gradg;)(a), j € {1,2,...,m}, smo
dobili:

{h} LP=h L (grad f)(a).

Po trditvi zgoraj sledi, da je (grad f)(a) € P, t.j. obstajajo natanko doloceni
Aj,je{l,2,...,m}, daje

(grad f)(a) = Y \;(gradg;)(a).

Torej

6{E2 = i)
of " Dy,

Torej je a res kriticna tocka funkcije f — > Ajg;. O
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Opomba: Ce (grad gi)(a), 7 € {1,2,...,m}, niso linearno neodvisni, je M
lahko karkoli. Takrat na$ izrek ne velja v splosnem. Potrebno je vsak primer

obravnavati posebej.

Stevila \;, j € {1,2,...,m} imenujemo Lagrangeovi mnoZitelji. Od tod
sledi Lagrangeova metoda za iskanje kandidatnih tock za lokalne vezane ek-

streme.

Recimo, da iséemo lokalne vezane ekstreme funkcije f € C', ob pogojih

g1(z1,...,2n) =0

g2(x1, ..., 2n) =0

g’m(xla"'?xn) =0.

Kandidatne tocke za take ekstreme dobimo na naslednji na¢in; najprej tvorimo

funkcijo F'
F(:’El,...,fﬁn,)\l,...,)\m) = f(xla"'axn)_Z)‘igi(xlw"?xn)
i=1

in poiScemo njene stacionarne tocke. Pri tem je

oF
a—wl(alv"'vanvyla"'vym):o
OF
87((11"”’&"’”1""’”7”):0
oF
8—A1(a17"'7anvyla"'7ym):0
oF
W(al,...,an,ul,...wm):0,

kjer je (a1,...,an,v1,...,Vn) stacionarna tocka funkcije F'. Zadnje enacbe, t.j.
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tiste, ki jih odvajamo po A;, so ravno

gl(fﬂl,...,l'n) =0

g2(x1, ..., xy) =0

gm(T1,...,xn) = 0.

1z vseh n+m-enacb dolo¢imo to¢ko (as, ..., an, V1, ..., V). Tako dobljena tocka

(a1,...,ay) je kandidatna tocka za nas lokalen vezan ekstrem.

Zgled: Poisci kandidatne tocke za lokalen maksimum funkcije, ki je dana s

predpisom
f(fE,y) = _IQ _y2 +27

pri pogoju

r+y=1.

Tvorimo funkcijo F,

F(z,y,\) = —2° =9 +2 = ANz +y —1).

Sledi:
oF
oF
—=-2y—A=0
Jy 4
oF

1z zgornjega sistema enacb dobimo: z = %, Y= % in A=-1. O

Opomba: Zgornji primer bi lahko prevedli na problem iskanja ekstrema funkcije

ene spremenljivke.
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Poglavje 2

Integrali s parametrom

Nekaj izrekov bi radi s funkcijskih vrst posplosili na integrale. Pri funkcijskih
vrstah smo med drugim dokazali: ¢e so funkcije f, zvezne na intervalu [a, b
in vrsta ) ° | fu(x) enakomerno konvergira, je funkcija f, dana s predpisom
f(x) =577, fn(z), zvezna na [a, b].

V zgornjem zapisu bi radi znak ) nadomestili z [. Radi bi tudi vedeli,
kdaj je funkcija = — f: F(x,t)dt zvezna, odvedljiva, integrabilna? Izreke iz

funkcijskih vrst pa bomo Se malo posplosili, saj lahko pri integralu

G(z,u,v) = /” F(x,t)dt
u
spreminjamo Se meji v in v.
Definicija 21 MnozZica X C R" je lokalno zaprta, ¢e za vsak © € X obstaja
r >0, da je X N K zaprta mnoZica v R™, t.j.
K(z,r)={yeR": |y — x| <r}.

Zgled:

(a) Vsaka zaprta mnozica X je lokalno zaprta, saj je presek zaprte mnozice

X z zaprto mnozico K(z,r) vedno zaprt.

(b) Vsaka odprta mnozica je tudi lokalno zaprta. Ce je X odprta in x € X
vemo, da obstajar > 0, da je K(z,r) C X. Tedajje K(z,7/2) C K(x,7) C
X, torej K(z,7/2) N X = K(x,r/2) zaprta.

T
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(c) Ce je X = (odprta mnozica) U (zaprta mnozica), sledi, da je X lokalno

zaprta.
v

Izrek 20 (o zveznosti integrala s parametrom) Naj bo Z = [a,b] in X C
R™ lokalno zaprta mnoZica. Naj bo f : 71 x X — R zvezna funkcija. Potem je

funkcijo G : X x I xT — R, definirana s formulo

G(z,u,w) = /w ft,x)dt

zvezna.

Opomba: ce je f zvezna funkcija spremenljivk = in ¢, je G, dana s predpisom

G(z,u,w) = /wf(t,x)dt

zvezna funkcija spremenljivk (x,u,w).

Dokaz: Naj bo (29, u0,wp) € X x Z x Z. Ce je tudi (z,u,w) € X x T x T, je

|G (z,u, w) — G(x0, ug, wo)| =

_ /wft:cdt— uowof(t,xo)dt‘
A [on- e
_ /wo F(t,20)) dt+/uo wtf(t x)dt'
/ F(t o)t + ftxdt' wjf(t,x)dt'
5 :

Naj bo € > 0. Izberimo r > 0 tak, da je X N K(xo,r) zaprta v R" (saj je
X lokalno zaprta). Mnozica X N K(zo,7) je zaprta omejena v R", zato je
Z x (X N K(xo,7)) zaprta in omejena v R"*!, torej kompaktna. Funkcija f je
na tej mnozici zvezna, zato je na njej enakomerno zvezna, torej obstaja § < r,

da za (t',2'), (t",2") € T x (X NK(xo,7)) taka, da je

[t —t"<d in |2’ —2"| <§,
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in velja

£t 2 = £ )] < 37

V posebnem primeru; za vsak z, |z — xzo| < § velja (¢ =t =1t)

F(t2) = f(t.20)] < 370

za vsak t € [a,b]. Torej je

b
As/|ﬂam F(t20)|dt
g

Sm/ab‘”

3

- (p-
SH—ay P
oziroma A < /3 za |x — zo| < 4.

Zaradi kompaktnosti Z x (X ﬂz(xom)) je zvezna funkcija f na tej mnozici
omejena, t.j. obstaja M < oo, da je |f(t,x)| < M za vsak (t,z) € T x (XN
K(zo,7)). Ceje |u—uo| <e/(3M) in u < ug, je

/ f(t,x)dt‘g/ Mdt

< M(up — u)

9
<M—
- 3M

5
3
Za ug < u velja enako, t.j. B < ¢/3. Ce je |w —wo| < £/(3M), je C < ¢/3. Ce

je torej |x — xo| < 6, |[u—uol < e/(BM), |w —wo| <e/(3M), je

€ €
sts=¢6

G, u,w) = Glao, ug wo) | < =+ 2+ 2

w

t.j. za vsak € > 0 smo nasli §; > 0, da je

|G (2, u, w) — G(xq,up,wp)| < &,

¢im je |z — xo| < d1, |u —ug| < 91, |w — wo| < &1. Torej je G res zvezna v tocki

(xo, uo, wo). O
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Posledica 5 Naj bo X C R™ lokalno zaprta mnozica in f : [a,b] x X — R

zvezna. Tedaj je F,
b
F(x)z/ ft,x)dt,

zvezna funkcija na X .

Izrek 21 (o odvajanju integrala s parametrom) Naj bo J C R odprt in-
terval in f : [a,b] x J — R zvezna funkcija. Naj za vsak (t,z) € [a,b] x J
obstaja Of /0x(t, x) in naj bo Of /0x zvezna funkcija na [a,b] X J. Tedaj velja

i) funkcija F,
b
F(x) :/ f(t, z)dt,

je zvezno odvedljiva na J in velja

b
of
Fl(x)= | ==(t,x)dt
@ = [ Ghea
zaxr e J.
i) za poljubni zvezno odvedljivi funkciji o, 8 : J — [a,b] je funkcija G,
B(x)
G(z) :/ f(t, x)dt,

()

zvezno odvedljiva na J in velja

Bx) 5
G') = F8G). 0 @)~ fa@) @)+ [ G
Opomba: Izrek v bistvu pove kdaj lahko naredimo naslednje:
d [* b9
E~/a f(t,:zc)dt—/a %f(t,x)dt,
t.j. kdaj lahko zamenjamo vrstni red odvajanja in integriranja (tako kot pri

vrstah: d/dt " = > d/dt).

Dokaz: Uporabimo Lagrangeov izrek. Za vsak ¢, h obstaja (¢, h), 0 < ¥(t, h) <

1, da je
ft,x+h)— f(t,h) Of

) = S (t o+ 9(t h)h).
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Torej je

Fa =P 0l

Izrek za (i) bomo dokazali, ¢e pokazemo, da je zadnji izraz poljubno majhen, ce
je le h dovolj majhen.

Izberimo n > 0, da je [x — n,z + n] C J. Funkcija 0f/0x je zvezna na
mnozici [a,b] x [x — 0,2 + 7], ki je kompaktna v R?, zato je df/0z na tej
mnozici enakomerno zvezna. Torej lahko za vsak € > 0 izberemo § > 0, da iz

t/vt” € [a7b]7 xlv'r” € [I _777$+7I];

[t —t" <din |2 —2"| < §

sledi
g—i(t’,x’) - %(t”,x”) <e.
Torej iz |h| < 0 in |h| < 1 sledi
of of
‘8_x(t7x +9(t,h)h) — 8_x(t7x)‘ <e,

za vsak t € [a,b], saj je |9(t, h)h| < |h|. Torej je

Flz+h) = F(z) /b g(t’x)dt

h ox

b
SE/ dt

=¢e(b—a),

pri ¢emer smo vzeli |h| < min{d,n}. Torej je izraz v |...| poljubno majhen, e

je le |h| dovolj majhen. Zato je

b
Fllz) = / g—i(t, 2)dt.
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(74) Najprej definirajmo funkcijo H,

H:J % [a,b] x [a,b] — R,

[a,
H(x,u,w) /ftx

Po zgornjem delu je H za fiksna u in w odvedljiva po z in

OH af

5 —(z,u,w) = &C( x)dt.

u

Za fiksen x in fiksen u je po osnovnem izreku integralskega racuna,

o = fw),
za fiksen z in fiksen w pa
OH

Odvodi so zvezni, prvi po izreku zgoraj, drugi pa po predpostavki. Torej je

H € CHJ x [a,b]  [a,b]). Jasno je G(z) = H(z,a(z), B(z)), tore]

8

G (x) = 7). B(w) T+

. (e
a_H do  OH s

+ S (@a@), Ba) T + o (5, a(@), 5@) 2

B(z)
= [, Gt FBE), 09 0) ~ flo() 20 (@),

O

Posledica 6 Naj bo G C R™ odprta in f : [a,b] x G — R funkcija. Naj za vsak
(t,x) € [a,b] x G obstajajo

af ,
873_(@:10), jed{1,2,...,n},

ki naj bodo zvezne funkcije na [a,b] x G. Tedaj je funkcija F dana s predpisom

- /abf(t,x)dt

8Ij = a 81?]

razreda C* na G in velja

—(t,x)dt, je{l,2,...,n}.
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Izrek 22 (o integraciji integrala s parametrom) Naj bo [ zvezna funkcija

na [a,b] x [e,d] in F(z f f(t,z)dt (Vemo Ze, da je F : [c,d] — R zvezna).

Ad wyie = [ ([ tar) .
/Cddx/abf(t,x)dt:/abdt/cdf(t,x)dx

Opomba: oznagili bomo:

K([ﬂmm)m_[ﬂlvwmt

Pripomnimo Se, da integrala

/ (/ ftxdt)dx:/cddx/abf(t,x)dt
f(fﬂmwgﬁ_fmlw@mm

imenujemo dvakratna integrala (in ne dvojna integrala). Izrek torej rece, da sta

Tedaj velja

oziroma

in

oba dvakratna integrala enaka.

Dokaz: Naj bo F(x f f(t,x)dt. Definirajmo

Vemo, da je F zvezna in

gt = | " f(t,2)da

b
U (y) =/a g(t, y)dt.
Tedaj je ®'(y) = F(y). To vemo, saj je zaradi zveznosti F' to ravno osnovni
izrek integralskega racuna, t.j.
d [®
dz
e je ¢ zvezna. Isti izrek pokaze tudi

(+) %(a@ = f(t.y).
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Funkcija ® je razreda Ct. Ker je 0g/0y zvezna, saj je f po predpostavki zvezna,

je potem tudi ¥ razreda C!, saj je

b
0
W (y) = 3—j<t,y>dt

zvezna funkcija parametra y. Zato

)

v - [ g—ju,wdt

O /bf(t,y)dt
)

=F(y

=P'(y),

torej ¥'(y) = ®’(y). Od tod sledi, da je ¥ — ® konstantna. Priy = 0 je ®(¢) =0
in U(c) =0, saj je g(t,c) =0. Od tod torej ¥ = P, oziroma

[ P | gty

/CyF(x)dx = /ab (/y f(t,x)dx) dt,
/jm)dx _ /j ( /jm,mx) "

za vsak y. Od sledi

inpriy=d

2.1 Posploseni (izlimitirani) integral

Ogledali si bomo le integrale tipa faoo in analogno sklepali tudi za druge pos-

plosene integrale. Studirali bomo torej integral

/aoo ft,x)dt.

Definicija 22 Naj bo X neka mnozica in [ : [a,00) x X — R funkcija, taka

da je za vsak x € X funkcija t — f(t,x) zvezna na [a,00). Naj za vsak © € X
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wa@xMt

/aoo f(t,z)dt

enakomerno konvergenten (na X ), ¢ée za vsak € > 0 obstaja b € [a,0), da za

obstaja

Pravimo, da je

vsak ¢ > b velja

/aoo ft,z)dt — /ac f(tx)dt’ <e,

torej

/:o f(t,x)dt‘ <e

za vsak v € X.

To pomeni, da je v

oo b
/ flt,x)dt = blirgo ft,x)dt

limita enakomerna po x. Pomembno je torej, da je mogoce v definiciji izbrati b,
ki je hkrati dober za vse z € X.

Spomnimo se iz Analize I: > f,(x) — s(x) enakomerno za x € X, ¢e za vsak
e > 0 obstaja ng, da je za vse n > ng | X7, fj(x) — s(z)| < € za vsak = € X.
Spomnimo se tudi na Weierstrassov M-test za enakomerno konvergenco. Ce je
|fr(x)] < tpn, za vsak © € X in n € N in Ce vrsta Y ¢, konvergira, tedaj vrsta

> fu(z) konvergira enakomerno na X. Podobno velja tudi v nasem primeru.

Trditev 4 Naj bo X neka mnoZica, [ : [a,00) x X — R zvezna funkcija na
[a,00) za vsak x € X. Naj obstaja funkcija ¢ : [a,00) — Ry zvezna, da je

[f(t,z)| < o(t), t € [a,00) za vse x € X in naj

mewﬁ

/aoo f(t,z)dt

konvergira (obstaja). Tedaj

konvergira enakomerno na X.
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Dokaz: Naj bo € > 0. Ker f:o p(t)dt konvergira, obstaja b < oo, da za vsak

c > b velja
/OO p(t)dt < e.
Sledi
/00 f(t,z)dt — /Cf(t,x)dt‘ = /OO f(t,x)dt‘
< /00 |f(t,x)|dt
< /oo p(t)dt < e,
za vse x € X. Torej faoo f(t,x)dt konvergira enakomerno na X. O

Izrek 23 (o zveznosti posploSenega integrala s parametrom) Najbo X C

R™ lokalno zaprta mnoZica, f : [a,00) X X — R zvezna funkcija in naj

/aoo F(t,z)dt

konvergira lokalno enakomerno na X, t.j. za vsak y € X obstaja r > 0, da
[ f(t,z)dt konvergira enakomerno na mnozici {x € X : ||z —y|| < r}. Tedaj
Jje
o0
x »—>/ ft,x)dt
a

zvezna funkcija na X .

Dokaz: Naj bo z € X in naj bo € > 0. Zaradi lokalne enakomerne konvergence

obstajata r > 0 in ¢ < oo, da je

[ st~ [ s <

za vse y € X, za katere velja ||y — z|| < r. Po znanem izreku je

yH/:f(t,y)dt

zvezna na X. Torej obstaja 6 > 0, da je

/acf(t,y)dt— /acf(t,x)dt' < %
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za vse y € X, za katere velja ||y — x| < 6. Ce je torej ||y — x| < min{r, 5}, je

[ v [ s <| [ s [ f(ty)dt‘
4 / f(t,y)dt—/ f(t,:c)dt‘
4 /Cf(t,:c)dt _ /OO f(t,x)dt’
o 19 13 19
37373
=e
Torej je  — [ f(t,x)dt zvezna v x € X. O

Izrek 24 Naj bo f: [a,0) X [¢,d] — R zvezna funkcija. Naj bo integral

F(z) = /OO f(t,z)dt

enakomerno oknvergenten na [c,d]. Tedaj je (Ze vemo, da je F zvezna in)

/CdF(:c)dw = /aoo dt/cdf(t,x)dx,
/Cddx/aoof(t,x)dt:/aoodt/cdf(t?x)dx'

Dokaz: Za vsak b > a definirajmo

torej

b
Fy(x) :/ f(t, x)dt.

Naj bo e > 0. Ker je integral enakomerno konvergenten na [c, d], obstaja b < oo,
da je
|F(x) = Fy ()] <e,

za vse x € [c,d] in vse b’ > b. Torej je
blim Fy(x) = F(x),

kjer je konvergenca enakomerna na [c, dJ.
Naj bo {b,} —, poljubno zaporedje, b, — oco. Funkcije F}, konvergirajo

enakomerno k F', zato je

d d
lim F,, (x) :/ F(z)dx.

n—oo
C



88 POGLAVJE 2. INTEGRALI S PARAMETROM

(To sledi iz znanega izreka iz Analize 1) Nage funkcije so zvezne funkcije spre-
menljivke  na [c,d], t.j. Fp, zvezna, ker so integralske meje konéne, F' pa kot

enakomerna limita. Torej je

d d b
/ F(z) = lim </ dx/ f(t,x)dt)

b d

= lim </ dt/ f(t,x)dw).

Po definiciji posplosenega integrala je to naprej enako
0o d
/ dt/ f(t, z)dx
|

Izrek 25 Najbo J odprt interval in f : [a,00)x T — R zvezna funkcija. Naj bo
[ parcialno odvedljiva na drugo spremenljivko in naj bo 0f /0x zvezna funkcija

na [a,00) X J. Naj za vsak © € J integral

- /:O F(t,z)dt

konvergira in naj integral iz odvodov

/a O (1, )i

lokalno enakomerno konvergira na J, t.j. za vsak x € J obstaja interval T C J,

[ %o

konvergira enakomerno na I. Tedaj je F € CY(J) in

s srediscem v x, da

F'(x)_/ gi( x)dt.

Torej je pod temi pogoji dovoljena menjava obeh limitnih procesov, t.j.

el A0 [ L

Dokaz: Naj bo
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Naj bo y € J. Tedaj po predpostavki obstaja okolica od ¥, na kateri ta integral
enakomerno konvergira, t.j.
_[tof

Gp(z) = pe (t,x)dt

na tej okolici enakomerno konvergirajo k G(z). Pisimo

b
Fb(x):/ ft,x)dt.

Od prej vemo, t.j. iz odvajanja pri konénih mejah, da je F}(x) = Gp(x) za vse ©
v tej okolici. Naj bo b,, — co. Vemo Fy,, (x) — F(z) za vsak x € J, saj integral
L% f(t, @)dt konvergira za vsak € J in F; (x) — G(z) enakomerno za vse ©
v okolici y. Po znanem izreku iz Analize 1 sledi, da je G(z) = F'(x) za vse x v

okolici y. Ker je bil y € J poljuben, to velja za vse z € J, torej

/:O ‘;—i(t,x)dt _ [/w f(t,:c)dt]/.

Iz zgornjega izreka sledi tudi, da je funkcija G zvezna na J, saj je integrand
Of /0x(t, x) zvezen, integral [~ Of /0x(t, z)dt pa konvergiralokalno enakomerno.
Torej je F razreda C*. O

Posledica 7 Maj bo G odprta mnoZica v R™ in f : [a,00) x G — R zvezna

funkeija. Naj povsod na [a,0) X G obstajajo odvodi Of /Ox; in naj bodo zvezne

/a oz, (t,z)dt

konvergira lokalno enakomerno na G za vsak i, i € {1,2,...,n}, potem je

funkcije. Ce integral

F(z) = /OO f(t,z)dt

na G parcialno odvedljiva na vse x; in je

OF [ df
8171' a 8x1

(t,x)dt

a

za vsak i, i € {1,2,...,n}. Vsi ti odvodi so zvezni na G, t.j. F € G'.

Analogni izreki veljajo tudi za posploSene integrale s parametrom na konénem

intervalu, kjer je funkcija singularna v krajiscu

/abf(x,t)dt = lim /abf(x,t)dt.
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2.1.1 Eulerjeva I'-funkcija

Oglejmo si

o0
F(n) = / t"e'dt, neNN.
0
7 integriranjem ,,po delih”, pri ¢emer uporabimo
t"=u, nt" " tdt=du

e7tdt =dv, —et=u,
dobimo
A A
F(n) = Jim | [-t"e""] +/0 nt" e tdt
A
= lim [ —A"e 4 —i—/ nt"te~tdt
A—o0 0
= / nt"te~tdt
0
=nF(n—1).
Torej F(n) =nkF(n—1), oz.
F(0) = / e tdt =1,
0
F(1) = / te tdt =1,
0

F(n) = / t"e~tdt = n,
0

Definirajmo
F(x) :/ tYe"tdt, x€R.
0

To je posplosen (izlimitiran) integral, ki konvergira pri co za vsak «, pri 0 pa za

x > —1. Tako dobimo dobro definirano funkcijo
F:(-1,00) — R.

Od prej vemo, da je

oziroma

Flz+1)=(z+1)F(z), VYa>-L1
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Definicija 23 Funkcija T,
I(z) := /OO t*le7tdt = F(x — 1),
0
je definirana za x > 0. Imenujemo jo tudi Eulerjeva T'-funkcija.
Trditev 5
(1) T eC>® in
- /OOO aa;k et
= /Oo t*loght - e tdt
0

(#1) limg,_o+ I'(z) = 00
(#i1) T'(x + 1) = 2T (x), za vsak x > 0.

Dokaz: (i) Najprej dokazimo zveznost funkcije I". Dokazemo, da fooo t*letdt
lokalno enakomerno konvergira na (0, c0).

Oglejmo si najprej fol t*~te~tdt. Vzemimo a > 0 in = > a. Sledi
|tm71€7t| < tafleft.

Ker je a—1 > —1, je funkcija, s formulo t*~'e~*, integrabilna na intervalu [0, 1].
Torej fooo t*~le~tdt enakomerno konvergira na intervalu [a, 00) za vsak a > 0.

Oglejmo si se [~ t*~e~'dt. Najbo b >0, b > oo in z < b. Tore]
|t$—le—t| S tb_le_t.

Ker je funkcija, s formulo ¢*~'e~" integrabilna na intervalu [1,00), [~ t*~te~"dt
enakomerno konvergira na (0, b].

Formula za odvod velja, ce

o
/0 a7 (¢ Ye™!) dt

lokalno enakomerno konvergira. Spet razdelimo na dva dela.

1
/ t* Lloght e tdt
0

Prvi del:
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Kot prej, izberemo a > 0 in # > a. Dobimo
[t Lloght - et <t Mloght. et

Zaec > 0in t* tloght et = toe1teloght - e t, sledi limy_ o+ ¥ logh ¢ = 0.
Ker je a — 1 > —1, obstaja e > 0 tako, da a —e — 1 > —1. Sledi, da je funkcija
s formulo t*~!log" ¢ - e~* integrabilna na [0, 1].
Drugi del:
o0
/ t*loght - e tdt
1

Izberemo b > 0 in x < b. Dobimo
[t* Toght- et < t*"tloght- et

Funkcija s formulo =1 logk t-e~t je (podobno kot prej) integrabilna na [1,c0).

(15) T'(z) = F(z — 1), za x > 0. Vemo, da je F(z) = aF(x — 1). Sledi
Iz +1) =al(z).

(131) T(z + 1) = 2T'(z), za x > 0. Sledi I'(z) =T'(z + 1)/x, za = > 0.

r 1
lim T'(z) = lim P+l = 00,
z—0+ z—0t x
I zvezna, lim,_,o+ I'(1) = 1 in lim,_,o+ 2 = 0. |

Opomba: Jasno je lim, o I'(z) = oo. Od tod sledi graf funkcije T, slika
21

I'(x)

Slika 2.1: Graf Eulerjeve funkcije I’
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Opomba: S pomocjo tocke (ii7) prejdnje trditve, lahko I razsirimo na (—1, 0)U
(=2,-1)U...=(—00,0) \ Z. Torej

e za—1<z<O0slediz+1€(0,1) o0z

F(x):F(x—i—l)
x
e za—-2<z<—lslediz+2e€(0,1)
T(z+2)
F(x)_x(x 1

2.1.2 Eulerjeva B-funkcija

Definicija 24 Funkcija B,
1
Bla,y) = / 11— v,
0
je definirana za x,y > 0. Imenujemo jo tudi Fulerjeva B-funkcija.
Trditev 6 Velja naslednja enakost:

00 57 1
B = —d
(x7y) ‘/0 (1+$)m+y S

Dokaz: Iz s = t/(1 —t), pri cemer veljas - 0~t —-0ins — oo ~t—1

izrazimo t = s/(1+s), 1 —t = 1/(1 + s), dt = ds/(1 + s)?, vstavimo v enaébo

/oo x+1 1 y—1 1 ds
0 1+s 1+s (1+s)2
/0 1—|—5 9”“4

in dobimo

Izrek 26 Za x,y > 0 velja
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Dokaz:

o0 o0
. rx4+y—1_—t
Bz +y)'(x+y) = /0 1+Sw+ys /0 t e 'dt

zty—=1 ¢ x—1 N
[ ) e
0 1+s 1+s

t dt
u, u(l+ s), T3

(;) /oo ds /Oo um+y—1€—u(1+s)8m—1dt
0 0

_ / du/ um+y7167u(1+s) Smfldt
0 0

:/ uyflefudu/ (us)*te ™ uds(g)
0 0

=du



Poglavje 3

Riemannov integral v R"

Poglejmo si najprej primer n = 2.

Slika 3.1: Motivacija za dvojni integral

Naj bo P pravokotnik v ravnini z-y, funkcija f : P — R pozitivna in omejena
in naj bo T = {(x,y,2) : (x,y) € P,0 < z < f(x,y)}. Zelimo izracunati

prostornino obmocja T'.

Pravokotnik P razdelimo na drobne pravokotnike Py, Ps, ..., P,, s plos¢inami
v(Py),v(Pa,...,v(P,). Vvsakem P; izberemo tocko (&;,1;) € P; in nato izratunamo
vsoto

n

> F s m)u(P),

i=1
*

kjer % predstavlja priblizno prostornino ¢-tega stolpca.

95
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Y
£ b f (&)
i F
Pﬁ ’U(Pq,)
& 7

Slika 3.2: Delitev pravokotnika P na manjse pravokotnike

Vsoto zgoraj imenujemo Riemannova vsota. Celotna vsota je priblizek za
iskano prostornino. Do boljsega priblizka pridemo s finejSo razdelitvijo. V limiti
bomo dobili to¢no prostornino. Za splosne omejene funkcije f na P bomo rekli
takole: ¢e obstaja Stevilo I, da velja: za vsak € > 0 obstaja ¢ tako, da za vsako
delitev Py, Py, ..., P,, kjer so vse stranice pravokotnikov krajse od § in za vsako
izbiro tock (&,m;) € P; velja

n

S &P — I| < e

i=1
Tedaj bomo rekli, da je f integrabilna na P in I je njen integral po P. Tako

bomo definirali dvojni Riemannov integral.

Podobno vpeljemo trojni integral. Naj bo P kvader v prostoru R®. Naj bo
dana gostota p(z,y,z) snovi v kvadru. p naj bo pozitivna zvezna funkcija.
Radi bi izracunali maso kvadra. Maso znamo izracunati, ¢e je material iz
katerega je kvader narejen homogen, t.j. p = konst.. Tedaj je masa = konst. -
prostornina kvadra. Priblizek: razdelimo P na majhne kvadrcke Py, Ps, ..., P,
s prostorninami v(Py),v(Ps,...,v(P,). Izberimo v vsakem kvadrcku P; neko

tocko (&;,m:,¢;). Priblizek za maso kvadra je

n

> oG, G)o(P),

i=1 v
kjer x predstavlja priblizno prostornino i-tega kvadrcka. Zgornjo vsoto imenu-
jemo Riemannova vsota. Celotna vsota je priblizek za iskano maso. V limiti,

ko gre dolzina najdaljse stranice proti 0, dobimo to¢no maso nasSega kvadra. To

limito bomo imenovali trojni (Riemannov) integral funkeije p v P.
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Definicija 25 (Kvadri v R™) Najbo a1 < by,as < ba,...,a, < b,. Karteziéni

produkt

P = [al,bl] X [CLQ,bQ] X ... X [an,bn]

={(z1,22,...,2,) 1 a; <z <b;}, 1€{l,2,...,n}
mmenujemo zaprt kvader v R™ in

Q = (al,bl) X (CLQ,bQ) X ... X (an,bn)

={(x1,22,...,2,) 1 a; <x <bi}, i€{l,2,...,n}
imenujemo odprt kvader v R™.

Definicija 26 Volumen kvadra [a1,b1] X [az, ba] X ... X [an, by] je enak produktu

dolzin stranic (by — ay)(ba —az2) ... (by — an).
Diskusija: Ce vsako stranico kvadra [a;, b;], i € {1,2,...,n}, razdelimo takole:

ai=xh<xh <...<axl <b, m €N,

m;

razdelimo ves kvader na myq, ..., m, kvadrckov oblike:
25, ] < oox [ ]
Ji—1 e In—11?

kjer 0 < j7; < m;. Delitev kvadra je torej mnozica vseh kvadrckov.

Oznaka: Naj bo f omejena funkcija na kvadru P. Pisimo
m(f, P) =inf{f(x): 2 € P}

M(f,P) =sup{f(x):x € P}.

Kot pri funkcijah ene spremenljivke bomo tudi tukaj razvili kot pomozno sred-

stvo t.i. Darbouxov integral.

Definicija 27 Naj bo f omejena funkcija na kvadru P in D delitev kvadra P
na kvadrcke (kot zgoraj), torej D = {Py, Pa,..., P,}. Vsoto

s(f, D) =Y m(f,P)u(P)

PeD
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imenujemo spodnja Darbourova vsota, vsoto

S(f,D) = Y M(f,P)u(P)

PecD

pa tmenujemo zgornja Darbouxova vsota, prirejena delitvi D in funkciji f.

Slika 3.3: Stolpica zgornje in spodnje Darbouxove vsote

Definicija 28 Naj bosta D in D’ delitivi kvadra P. Delitev D' je finejsa kot
delitev D, ¢e je vsak kvader, ki pripada delitvi D' vsebovan v nekem kvadru

delitve D.
Opomba: Ce je P' C P, je

sup{f(z) : x € P} <sup{f(x):x € P}

inf{f(z): x € P} >inf{f(z): x € P}.

Posledica 8 Ce je delitev D’ finejsa od delitve D in je f omejena funkcija na
P, je s(f,D) < s(f,D') in S(f, D) = S(f, D).

Posledica 9 Za poljubni delitvi D' in D" kvadra P, je s(f,D") < S(f,D’), t.j.

vsaka spodnja vsota je manjsa ali kvecjemu enaka vsaki zgorngi vsoti.

Dokaz: Naj bosta D' in D" delitvi kvadra P. Naj bo D nova delitev, kjer
za vsak [a;, b;] vzamemo vse delilne tocke obeh delitev. Dobimo delitev, ki je

finejsa od obeh. Zato je

s(f,D") < s(f,D) < S(f, D) < S(f. D).
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Opomba: Ce je f omejena na kvadru P, so spodnje vsote navzgor omejene in
zgornje vsote navzdol omejene, torej obstajata s = sup{s(f, D) : D delitev P}

in S =inf{S(f,D) : D delitev P}.

Definicija 29 Omejena funkcija f na kvadru P je integrabilna po Darbouzu,

ce je s = S5. To stevilo s = S = I se imenuje Darbouxov integral funkcije f.

-y

= /Pf(x)dx

—_—
://.../f(xl,l'z,...7$n)d$1d$2...d.’L’g.
P

Opomba: Kasneje bomo videli, da je f integrabilna po Darbouxu natanko tedaj,

Pisemo

ko je integrabilna po Rieamannu in oba integrala sovpadata.

Kaj bi pomenilo, da je f integrabilna na mnozici A? Naj bo sedaj f defini-
rana in omejena na neki neprazni omejeni mnozici A C R"™. Mmnozica A je
omejena, torej vsebovana v nekem kvadru P. Razsirimo funkcijo f z A na ves

P do funkcije f na kvadru P takole:

f(z,y)

Slika 3.4: Razsiritev funkcije f na ves P

Definicija 30 Omejena funkcija f na mnoZici A je integrabilna, ce je f inte-



100 POGLAVJE 3. RIEMANNOV INTEGRAL V RY

fo- )

Opomba: Preprosto se vidi, da integral ni odvisen od kvadra P, ampak le

od f in A.

grabilna na P in integral

Podobno, kot pri funkcijah ene spremenljivke dokazemo, da je integrabilnost

po Riemannu isto kot integrabilnost po Darbouxu in da sta oba integrala enaka:

Izrek 27 Naj bo f omejena funkcija na kvadru P € R™. Tedaj so ekvivalentne

naslednje trditve:

(i) Funkcija [ je integrabilna v smislu definicije zgoraj (po Darbouzu) in njen

integral je enak I, t.j. S =s=:1.

(i) Obstaja Stevilo I, da za vsak € > 0 obstaja § > 0, da za vsako delitev P na
kvadru Py, Py, ..., Py, z robovi krajsimi od § in za poljubne x1 € Py, xo €
Py, ..., xn € Py velja

N

> fl@iw(P)—1

i=1

<e,

t.g. f je integrabilna po Riemannu in I je njen integral.
(11i) Za vsak € > 0 obstaja delitev D, kvadra P, da je

S(f,Ds)—S(f,Ds) <e.

Opomba: Vsoto Zfil f(zi)v(P;) imenujemo Riemannova vsota za delitev D in

izbiro tock x;.

Opomba: (b) pomeni integrabilnost po Riemannu. Po tem izreku bi jo lahko

vzeli za definicijo integrabilnosti.

Dokaz: (a) = (c) Naj velja (a). Tedaj je I = s = S = [ f(z)dz. Ker je
I =85 =inf{S(f,D),D delitev}, lahko za vsak € > 0 najdemo delitev D, da je
S(f,D.) < I+¢e/2. Enako obstaja delitev DY, da je s(f, DY) > I —¢/2. Naj bo
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D. taka delitev, da upostevamo na vsakem intervalu [a;, b;] delilne tocke obeh

delitev DL in D”. Tedaj je D. finejsa od D. in DY, torej

1= <s(f,DL) < (£,D.) < S(£.D.) < S(DL) < T+ 5.

Od tod sledi S(f,De) — s(f,D:) < e.

(b) = (a) Pokazemo, da je I, ki nastopa v (b) enak S in enak s. Od tod bo
sledilo S = s, torej (a).

Naj velja (b) in naj bo I kot v (b). Naj bo e > 0. Po tocki (b) obstaja d > 0,
da za poljubno delitev kvadra P na kvadre Py, P», ..., Py s stranicami krajsimi
od § in za poljubne z; € P;, i € {1,2,..., N}, velja

N

Po definiciji suprema lahko za vsak ¢ izberemo z; € P;, da je

0 |t - sup @) < s
Sledi
N N N
(xx) |S(f,D) _Zf(xi)U(Pi) = nglg‘f(w) -u(F;) _Zf(xi)U(Pi)
i=1 1;1 N i=1
<|2_ sup flx) = Zf(xz) v(P)
;v_l ) =1
) = 2Nv(£F) v(F)
- £
T2
Iz (*) in (xx) sledi
N N
[S(:D) =11 < |S(£,D) = 3 Flaa)u(P)| + D f(wi)o(P) — T

M N M
+
N | ™
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Podobno pokazemo $e za spodnje vsote. Dobimo |I — s(f, D)| < e. Torej

5 —s5<5(f,D)=s(f,D)
<[S(f, D) = I+ I = s(f,D)|

< 2¢

Ker je bil € > 0 poljuben, je S —s =0 oz. S =s. Torej velja (a).

(¢) = (a) Naj velja (¢). Tedaj za vsak € > 0 obstaja D., da je
0<5(f,De) = s(f,De) <e.
Ker za vsako delitev vedno velja
s(f,D) <s < S<S(f,D),
sledi, da za vsak € > 0 velja
0<S—s<e,

torej je res S = s. O
Ostane nam Se dokaz (a) = (b), t.j. intergrabilna po Darbouxu = integra-

bilna po Riemannu. Se prej pa si oglejmo naslednjo trditev.

Trditev 7 Naj bo D delitev kvadra P C R™. Za vsak ¢ > 0 obstaja § > 0,
da velja naslednje: Za vsako delitev D', s stranicami krajsimi od ¢, je skupna
prostornina kvadrov delitve D', ki niso v celoti v kaksnem od kvadrov iz delitve

D, mangsa od €.

kvader iz D

l [} kvader iz D’

Slika 3.5: Kvadri iz delitve D’, ki niso v celoti v D

Dokaz: Najprej za n = 1. Naj ima delitev D M to¢k in naj bo § =¢/M.
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intervali iz D
/o VN

LR 1 R —
intervali iz D’

Slika 3.6: Intervali iz delitve D’, ki niso v celoti v D

Skupna dolzina intervalckov deliteve D', ki niso v kaksnem od intervalov
delitve D (teh je najve¢ M), je torej manjsa ali kve¢jemu enaka Me/M = e.

Za n > 1. Skupno prostornino n — l-razseznih mej, med kvadri delitve D,
oznacimo s 7.

Naj bo § = ¢/T. Oglejmo si koliksna je skupna prostornina vseh kvadrov
delitve D’, ki niso v celoti v kaksnem od kvadrov iz delitve D. Za delitev D’ se
vsak kvader delitve D', ki ni v celoti v kaksnem od kvadru delitve D, seka vsaj

z dvema sosednjima kvadroma delitve D.

D D
2
I ——
D D

Slika 3.7: Kvader iz delitve D’

Pri tem preseka del skupne meje med kvadri delitve D. Tega dela noben
drug kvader iz D’ ne preseka. Njegova prostornina je manjsa ali kve¢jemu enaka
produktu prostornine preseka in J, saj je dolzina stranic navzgor omejena z 9.
Naj bo A(P’) n — 1-razsezna prostornina preseka takega kvadra P’ delitve D', s
skupno mejo med kvadri delitve D. Potem je v(P’) < A(P’)-4§. Ko to sestejemo
po vseh takih kvadrih P’ delitve D’, ki ne lezijo v celoti v kaksnem od kvadrov
delitve D, dobimo:

z*:v(P’) < ;A(P/) < (SX*:A(P’) < 0T = 5% =,

kjer * pomeni take kvadre, ki ne lezijo v celoti v kaksnem od kvadrov delitve D.

0

Dokaz (izreka): (a) = (b) Naj velja (a), t.j. S = s = I. Najbo ¢ > 0 Funkcija

f je omejena, torej obstaja M < oo, da je |f(z)| < M za vsak x € P. Ker velja
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(a), obstajata delitvi Dy in Dy, da je I — s(f,D1) <e/21in S(f, D2) — I < /2.
Obstaja tudi delitev D, ki je finejsa od delitev Dy in Dy. Lahko vzamemo kar
vse skupne delilne tocke stranic delitve Dy in Dy. Velja isto I —s(f, D) < £/2in
S(f,D)—1I < /2, saj se pri prehodu na finejso delitev spodnja vsota kveéjemu
poveca, zgornja pa kvecjemu zmanjsa. Po zgornji trditvi obstaja 6 > 0, da je
za vse delitve D', s stranicami krajsimi od 4, vsota prostornin tistih kvadrov, ki
niso v celoti v kaksnem od kvadrov iz delitve D, manjsa od e.

Naj bo D’ taka delitev. Naj bodo Py, P, ..., Py kvadri delitve D’, oStevilceni
tako, da so Py, Ps, ..., Py tisti, ki so v celoti v kaksnem od kvadrov delitve D
in Pyy1, Pyyo, ..., Py paostali, t.j. tisti, ki niso v celoti v kaksnem od kvadrov
delitve D, t.j. tisti, ki sekajo skupno mejo kvadrov delitve D. Ce je P; vsebovan
v kvadru @ delitve D je supg, f > supp, f. Naprej; vsota prostornin kvadrov P,
ki so vsi vsebovani v kvadru () je manjsa ali kve¢jemu enaka prostornini kvadra
Q. Ce so torej P;,, Pj,, ..., Pj vsi vsebovani v istem kvadru @ delitve D, je
torej vsota

l
Zf(iEjk)’U(ij) < Z sup f(x) - U(ij)

k=1 k=17€@

< sup f(z) -v(Q),
zEQ

kjer je x5, € Pj,. Zato je

N k N
D fov(P) = fau(P) + Y fz)v(R)
k=1 i=1 i=k+1

< S(f,D)+ MW

<I+ 5 + 5

=I+¢

Od tod torej sledi, da je vsaka Riemannova vsota pri delitvi D’ manjsa ali
kvecjemu enaka I + €.

Na podoben nacin pokazemo, da je vsaka Riemannova vsota pri delitvi D’
vecja ali kvecjemu enaka I — €.

Dobili smo torej, da za vsak € > 0 obstaja 6 > 0, da za vsako delitev D’

kvadra P, s stranicami krajsimi od 4, in za vsako izbiro tock x; € P; velja, da
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N
I—-e< Zf(xi)v(Pi) <I+e.

@
Il
—

To pa je ravno tocka (b). O

V R™ bi radi integrirali po splosnejsih mnozicah kot so kvadri. Definirajmo

prostornino mnozice.

Definicija 31 Naj bo A C R"™. Karakteristicna funkcija x4 mnozice A je

definirana na R™ takole:

1, ze€ A
0; z=¢A

xa(z) =

Definicija 32 Omejena mnozica A C R"™ ima prostornino, ¢ée je karakter-

isticna funkcija x4 integrabilna. Prostornina mnoZica A je definirana takole:

Ce ima mnozica A prostornino, pravimo tudi, da je ta mnozica Jordanovo-

merljiva mnozica.

Ce je P odprt kvader, P = (a1,b1) x (az,b2) X ... X (an,b,), je njegova
prostornina enaka (by —ay)-(ba—az) - - - (bp—an), t.j. enaka prostornini njegovega
zaprtja [a1,b1] X [ag, ba] X ... X [an,by].

Do pojma Jordanovo-merljive nmozice pridemo tudi takole: Prostor R"
razdelimo za vsak m € IN na kocke K", s stranicami dolzine 1/m. Prostornina

take kocke je 1/m™. Definirajmo zunanjo in notranjo prostornino mnozice A.
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I [

i T - ——

zunanja prostornina notranja prostornina

Slika 3.8: Zunanja in notranja prostornina mnozice A

Mnozico A aproksimiramo s kockicami ,,od zunaj”

V*T(A) = inf v(K™),

meN
%

kjer * =7 : K" N A # () in ,,od znotraj”

V= (A) = sup S u(KD),

3
meN T

kjer sx =i : K" C A.

Vsaka omejena mnozica A ima notranji in zunanji volumen. Ce je V*(A) =
V~(A) pravimo, da ima mnozica A volumen, t.j. V = VT(A) = V= (A). To
je ekvivalentno definiciji volumna zgoraj (Spomnimo se samo na Darbouxove

vsote).
Definicija 33
(a) (Omejena) mnozica A C R™ ima volumen 0, ce je v(A) = 0.

(b) (Ne nujno omejena) mnozica A C R™ ima mero 0, ¢e za vsak € > 0

obstaja pokritje mnoZice A s kvadri Py, Py, ..., katerih vsota volumnov je
manjsa od €, t.j. ko za vsak € > 0 obstaja Py, Py, ..., da je
0o
Ac j"gl P, in ;v(a) <e.

Zgled: Naj bo S stevna mnozica. Tedaj ima S mero 0. Zakaj?
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Naj bo § = {a1,as,...} in naj bo € > 0. Izberimo kvadre P; tako, da

ap € Ppinv(P) <

)

IR

agePginv(P2)<

Tedaj je mnozica & C U, Pj in v(P1) +v(P2) + ... <¢g/2+¢e/d+... = ¢
Torej, ¢e je npr. S Stevna podmnozica kvadra P, ki je v P povsod gosta, t.j. za

vsak a € P in vsako okolico U(a) tocke a obstaja s € S, s € U(a), ima S mero

0. Y

Premislek: Taka mnozica S nima volumna. Njena karakteristicna funkcija
x(z) namre¢ ni integrabilna, saj so zgornje Darbouxove vsote ves ¢as enake
1 - v(P), spodnje Darbouxove vsote pa 0 - v(P), torej s = 0, S = v(P), torej
s#S.

Premislek: (Omejena) mnozica A ima volumen 0 natanko tedaj, ko za vsak
e > 0 obstaja koncno pokritje mnozice A s kvadri, katerih skupni volumen ne
presega ¢, t.j. ko za vsak ¢ > 0 obstajajo kvadri Py, Ps,..., da je A C U;-Vzle
in Zf\; v(P;) < e. Imeti volumen 0, v(A) = 0 pomeni, da je karakteristicna
funkcija mnozice A, t.j. x(A) integrabilna in je njen integral enak 0.

A vlozimo v kvader P in si ogledamo x4 na P. Izraz fP x4 = 0 pomeni,

S =s5=0. Jasno je s > 0, saj je x4 > 0.

S(xa,D) = > sup ya(z) - v(P)

P,eD zeP;
1, PNA#0D
sup x4(x) =
z€P; 0, Pi NA= @

S(xaD)= Y o(P)

it P;NAFD
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Izraz infp S(x4,D) = S = 0 pa pomeni, da lhako za vsak £ > 0 najdemo

delitev, pri kateri S(x4,D) < &, t.j. da lahko najdemo delitev D, da je

> pep,pinazo V() <&

Volumen smo definirali (za mnozice, ki imajo volumen), mere nismo defini-

rali. Definirali smo samo ,,imeti mero 0”.
Trditev 8 Stevna unija mnoZic z mero O ima mero 0.

Dokaz: Naj bodo A;, j € IN, mnozice z mreo 0. Naj bo ¢ > 0. Za vsak j
lahk opokrijemo A; s kvadri Pj,, P;,, ... katerih skupna prostornina je manjsa
od €/2, t.j. Y, v(P;,) < £/27. Unijo torej lahko prekrijemo s kvadri Pj,,

J,k € IN. Skupna prostornina teh kvadrov ne presega e/2+¢/4+...=c. O

Trditev 9 V definiciji mnozice z mero 0 lahk ouporabljamo zaprte ali odprte

kvadre.

Dokaz: Vsak odprt kvader P; je podmnozica svojega zaprtja, t.j. zaprtega
kvadra z istimi robovi P;. Vsak zaprt kvader lahko vlozimo v odprt kvader z
npr. dvakrat daljsimi robovi Q;. Tedaj je v(Q;) = 2™-v(F;), kjer je n-razseznost
prostora R".

Ce je za vsak € > 0 mozno pokriti A z odprtimi kvadri P; z Y50, v(P;) < €,
tedaj je > o, v(P;) < e, torej je A pokrit z zaporedjem P; zaprtih kvadrov s
skupnim volumnom manjsim od e. Ce je za vsak ¢ > 0 mogoce A pokriti z
zaprtimi kvadri P; s skupnim volumnom manjsim od ¢, t.j. > v(P;) < 4, je
(vzemimo @Q; D P; dvakrat veéji odprt kvader) mnogoce A pokriti z odprtimi

kvadri @; s skupnim volumnom

o0

D w(Qi) =) 2" w(P) < 2"

i=1 i=1
Torej za vsak ¢ > 0 izberemo 6 > 0 tako, da je 2"0 = &, mogoce pokriti A z

odprimi kvadri s skupnim volumnom manjsim od . O

Opomba: Ce ima mnozica A volumen 0, ima mero 0, t.j. ¢e je v(A) =0, je

za vsak e > 0 A C UM, P, Zi\;l v(P;) < e. Torej ima A mero 0.
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Obrat velja za kompaktne mnozice, t.j. ¢e je A kompaktna z mero 0, ima A
volumen 0. Naj bo A kompaktna z mero 0. Tedaj za vsak € > 0 obstajajo odprti
kvadri Py, P,,..., A C U2, P;, > 2, v(P;) < e. Tedaj je Pi, P, ... odprto
pokritje mnozice A. Zaradi kompaktnosti onstaja konéno podpokritje, torej ob-
staja N € N, daje A C PiUPU...UPy. Jasno je Zf\; v(P) < Y2 v(P) <e.

To pa vemo, da pomeni, da ima .4 volumen 0, v(A) = 0.

Zgledi:

(i) Premica R ima v R? mero 0. Za vsak ¢ > 0 is¢emo zaporedje P, pra-
vokotnikov s taksno skupno plos¢ino, da je R C U2, P;. Resitev: Naj
bo & > 0, dolzina vsakega pravokotnika 1 in visina pravokotnika P, £/2.
Torej je volumen v(P;) = 1-¢/2 = ¢/2. Naj bo visina pravokotnika P,
e/4, v(P2) = 1-¢/4 = ¢/4, ... Vsota volumnov vseh pravokotnikov je

Ziv(Pl) =£, UPl O R.
(ii) Daljica v R? ima volumen (t.j. plos¢ino) 0.
(7i7) Rob kvadra P ima volumen 0. O

V analizi [ smo pokazali, da so zvezne funkcije na zaprtem intervalu integra-
bilne. Uporabili smo enakomerno zveznost take funkcije. Enako dokazemo; ce
je f zvezna funkcija na zaprtem kvadru, je f integrabilna. Dokazali smo tudi,
¢e ima omejena funkcija konéno mnogo tock nezveznosti na zaprtem intervalu,
je taka funkcija tudi Se integrabilna. Kako dale¢ od zvezne funkcije je lahko
dana funkcija na zaprtem kvadru P, da bo Se vedno integrabilna? Vemo, da ¢ce
je preve¢ nezvezna, npr. karakteristican funkcija y 4 Stevne mnozice A C P, ki

je v P povsod gosta, potem taka funkcija ni integrabilna.

Brez dokaza navedimo naslednji izrek.

Izrek 28 (Lebesgue) Naj bo P kvader in naj bo f omejena funkcija na P.
Tedaj je [ integrabilna na P natanko tedaj, ko ima mnoZica tock nezveznosti

funkcije f mero 0.
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Opomba: Tocka nezveznosti je tocka, v kateri funkcija ni zvezna.

Posledica 10 Omejena mnozica A C R™ ima volumen natanko tedaj, ko ima

njen rob volumen 0.
Dokaz: Rob mnozice A je kompakten, t.j. zaprt in omejen. Vlozimo A v

kvader P in si oglejmo na tem kvadru karakteristi¢no funkcijo mnozice A, t.j.

1, zeA
0; z¢A

xa(z) =

Toéke nezveznosti funkcije y 4 so natanko tocke roba .A. Ce tocka a ni v robu,
t.j. a € P\ OA, je a ali v notranjosti A ali v zunanjosti .A. V prvem primeru
obstaja Se neka okolica U(a), ki je vsa A. Torej je vrednost funkcije v celotni
okolici tocke a identi¢no enaka 1, torej zvezna. V drugem primeru obstaja Se
neka okolica W(a), ki je vsa v P\ A. Torej je vrednost karakteristi¢ne funkcije
v W(a) povsod enaka 0 in je x4 v a zvezna. Ce je a € 0A, je lahko a € A, tedaj
je xala) =1, ali pa a ¢ A, tedaj je x.4(a) =0. V poljubni majhni okolici U(a)
so tocke iz A in tocke, ki niso v A. Z drugimi besedami; v poljubno majhni
okolici tocke a, funkcija x4 zavzame vrednosti 0 in 1, zato v a ne more biti
zvezna.

Po Lebesguevem izreku ima A volumen, t.j. x4 je integrabilna na P na
tanko tedaj, ko ima 0.A mero 0, kar pa je zaradi kompaktnosti 0.4 natanko

tedaj, ko ima 9.A volumen 0. O

Ne pozabi: Mnozica S ima volumen 0 natanko tedaj, ko jo je mogoce za

vsak ¢ > 0 pokriti s kon¢no kvadri s skupno prostornino manjso od ¢.

Posledica 11 Naj bo A C R™ omejena mnoZica, ki ima volumen. Omejena
funkcija f : A — R, ki ima konéno ali stevno neskoncno tock nezveznosti, je

integrabilna na A.

Dokaz: Naj bo A C P, P kvader. Definiramo

7 flx); €A
0; x=¢A
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Vsaka tocka nezveznosti funkcije f je tocka nezveznosti funkcije f . Poleg tega
ima f lahko se tocke nezveznosti na 0.A. Torej so tocke nezveznosti funkcije f

vsebovane v

A U {tocke nezveznosti f},

0A ima volumen, torej ima mero 0, mnozica tock nezveznosti je Stevna, torej
ima mero 0. Torej ima tudi unija mero 0. Zato je mnozica tock nezveznosti
funkcije f mnozica z mero 0. Po Lebesgueovem izreku je f integrabilna na P,

torej integrabilna na A. O

Izrek 29 Naj bo A omejena mnoZica in f : A — R integrabilna funkcija (torej

omejena). Tedaj velja:
(a) mero 0, je [, f(x)dx =0.

(b) ceje f(x) >0 za vse v € Ain [, f(x)dz = 0 ima mnoZica {x € A :

f(z) # 0} mero 0.

Dokaz: (a) Naj bo A C P, P kvader. Na P\ A postavimo f = 0. Funkcija f
je omejena, t.j. obstaja M, da je |f(x)] < M, x € P. Naj bo D delitev kvadra
P na Pl,PQ,...,PN.

N

s(f,D)=)_ inf f(z)-v(P)

i=1

<MZ 1nf XA -o(Py),

saj je f(z) = xa(x) - f(z) < M - xa(x), kjer je xa karakteristicna funkcija
mnozice A.

Ce je infep, xa(z) # 0, to pomeni, da je P; C A, kar pa ne more biti, saj
ima A mero 0, P, pa ima mero v(P;) # 0. (Mera 0 pomeni ,tanko mnozico”.)
Od tod sledi, da so vsi sumandi na desni enaki 0 in zato s(f,D) < 0. Ker je

sup f(z) = — inf {~f(@)},

zeP;
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je

S(f,D) = Z sup f(z) - v(P;)

116P’L
—Z;&E f@ - v(P)

—s(—f,D).

Enako kot prej je s(—f,D) < 0, zato —s(—f,D) = S(f,D) > 0. Dobili smo
torej

S(f,D) > 02> s(f,D).
Ker je f integrabilna, je S = inf{S(f,D)} = sup{s(f,D)} = s. Sledi S = s = 0.
To pa pomeni [, f = 0.

(b) Naj bo sedaj f > 0in [, f = 0. Za vsak m € IN naj bo A, = {z € A:
f(z) > 1/m}. Pokazemo, da ima vsaka A,, volumen 0. Naj bo ¢ > 0. Ker je
fA f =0, obstaja delitev D kvadra P tako fina, da je S(f, D) < ¢/m. Naj bodo
Py, Py, ..., Py tisti kvadri te delitve, ki se sekajo z A,,. Tedaj je
— ;v(ﬂ-) < ;5211:% fx)-v(P) <e/m.

Na kvadrih P, ki sekajo Ay, je sup,ep, f(z) > 1/m. Ce primerjamo levi in
desni del zgornjega izraza, dobimo Zle v(P;) < e.
Sklep: Za vsak € > 0 smo znali A,,, pokriti s konéno mnogo kvadri, s skupno

prostornino manjso od e, torej je v(Ay,) = 0. Torej ima A, mero 0. Mnozica
{z:f(@)>0}= U {z: fl) >1/m} = U A

je potem Stevna unija mnozic z mero 0 in zato ima mero 0. O

Njabolj preprost primer mnozice, ki ima volumen, je kvader. Ce je f zvezna
funkcija na zaprtem kvadru P, je f na P omejena, torej je integrabilna.
Zgled: Dokazi, da je f integrabilna na A.
sinz +sind; gy #£0
flz,y) = Y

sinx; y =0,
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A={(z,y): 2? +9% < 1}.

3.1

Lastnosti integrala

Izrek 30 Naj bosta A,B omejeni podmnozici iz R™, ¢ € R in f,g: A — R

integrabilni. Tedaj je

(a)

(9)

f + g je integrabilna na A in velja

Jo+a=[1+]a

cf je integrabilna na A in velja

Jen=c] s

Ce je f(x) < g(x) za vse x € A, je

el
TRIEN

Ce ima A volumen in je m < f(x) < M, za vse x € A, je

|f| je integrabilna in je

m-v(A)S/AfSM-U(A).

Ce je A kompakina povezana mmnoZica z volumnom in [ zvezna na A,

obstaja xo € A, da je

/fzﬂm»mm.
A

Naj bo tudi AUB — R in A, B taki, da so f|a, f|g in flans integrabilne

funkcije in ima AN B mero 0. Tedaj je f integrabilna na AU B in velja

Jo? =L



114 POGLAVJE 3. RIEMANNOV INTEGRAL V RY

V znatno skromnejsem obsegu smo lastnosti (a)-(g) spoznali Zze pri Analizi I.

Dokaz: Integrabilnost f na A pomeni: A vlozimo v kvader P, razsirimo f
na P\ Az 0. Ce je razsirjena funkcija integrabilna na P, pomeni da je f
integrabilna na A, torej [, f = [, f. Enako seveda velja za g.

(a) Naj bo e > 0. Ker je f integrabilna, obstaja &' > 0, da za vse delitve
D’ kvadra P na kvadre s stranicami krajsimi od ¢ in za vse izbire tock = € P/

velja
N’ .
IF(CAL AR i S
— A 2
1=1
Ker je g integrabilna, obstaja 6” > 0, da za vse delitve D” kvadra P na kvadre

s stranicami krajsimi od §” in za vse izbire to¢k z/ € P/ velja

N

> olalulPt) - /A o <2

Naj bo 6 = min{¢’,§"}. Tedaj za vsako delitev D s stranicami krajsimi od ¢ in

za vsako izbiro tock x; € P; velja

N
> (1) +te)e(P) - ( /A I Ag)
N N
< 3 fteu(r) - /A = [ stwnte) - /A f
E g
< 5 + 5
= E.

Torej je f + g integrabilna na P, t.j. integrabilna na A, in je njen integral enak

fAf+nga t.J. fA(f+g) :fAf+ng-
(b) podobno kot (a).

(¢) Naj bo f(z) < g(x) za vse x € A. Tedaj je za vsako Riemannovo vsoto

N

N
> f@iu(P) < Zg(l’i)v(Pi)

i=1
V limiti dobimo [, f < [, g.
(d) Ker je f integrabilna P, ima mnozica nezveznosti funkcije f mero 0.

Zato ima mero 0 tudi mnozica tock nezveznosti funkcije |f|, saj ¢e je x tocka
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nezveznosti |f], je ista tocka nezveznosti funkcie f. Podmnozica mnoZice z
mero 0 ima spet mero 0. Po Lebesgueovem izreku je |f| integrabilna. Velja

—|f(z)| < f(x) < |f(z)| za vsak x € P. Zato iz tocke (c) sledi

B RCEINC
‘/Af < [ 1@

(e) m < f(x) < M za vsak x € A. A ima volumen, torej obstaja [, 1 =

in koncno

Jpxa =v(A). Zato po prejsnjem

IREYRETRL
m <[ <arfa

m-v(A)S/AfSM-U(A).

od koder sledi
oziroma

(f) Naj bo f zvezna na A in A kompaktna, povezana mnozica z volumnom.
Pokazati moramo, da obstaja zo € A, daje [, f = f(zo)v(A). Cejev(A) =0ni
kaj dokazovati, saj je [, f = 0. Naj bo torej v(A) # 0. Tedajizm < f(z) < M

za vsak x € A sledi po tocki (e)

1
WSM/A“M'

Ker je A kompaktna in povezana, f na njej zavzame vse vrednosti med m =
mingeA{f(z)} in M = max,ea{f(z)}, z m in M vred. Torej zavzame tudi

vrednost 1/v(A) [, f, t.j. obstaja xo, da je

1
flao) =~ [ 1
v(A) Ja
(9) f: AUB — R, AN B ima mero 0. f|a, f|g in f|lanp so integrabilne
funkcije. Vlozimo A U B v kvader in razsirimo f z 0 na P\ (AU B). Naj bo

fi=fxa fo=f xsin f3=f xuns. Po predpostavki so vse tri funkcije
integabilne na AU B in

AUB fl N ~/.A f, AUB f2 N /Bf’ AUB f3 N ANB f
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Na AUB pa velja f = f1+ fa— f3. Od tod po pravilu (a) sledi splosna formula,

ki velja ¢e A N B nima mere 0

Juw? =L Jt = L

Ce pa AN B ima mero 0, je Jans =0, zato

Juut =L+ Jr

3.2 Fubinijev Izrek

Izrek 31 (Fubini) Naj bosta A C R"™ in B C R™ kvadra in naj bo funkcija
f integrabilna na kvadru A x B. Pisimo f(x,y), © € Ainy € B. Za vsak
x € A definirajmo f, : B — R, s predpisom f.(y) = f(z,y) in za vsak y € B
definirajmo f, : A — R, s predpisom f,(z) = f(z,y).

Ce je funkcija f, integrabilna za vsak x € A, tedaj je

/szgf N /A (/Bf(%y)dy> da.

Podobno za funkcijo f,, ki je integrabilna za vsak y € B,

[ = ([ sz )a

Opomba: f, je funkcijay — f(z,y) in f, je funkcija x — f(z,y). Precizneje:

f(wl,wg,...,mn) : (ylvaa e 7ym) = f(xlaIQa s Ty Y1, Y2, - - ,ym)

f(yl,yz,...,ym) : (xlv'IQa s 71/’71) = f(x17x27 sy Iy Y1, Y925 - - 7y’m)

Se enkrat opomnimo bralca na razliko med n-ternim in n-kratnim integralom.

Dokaz: Naj bo f, integrabilna za vsak = € A. Naj bo g(z) = fB f=(y)dy za

z € A. Pokazati moramo, da je g integrabilna na Aindaje [, 9= [, 5[
Naj bo Ay, As, ..., Ay delitev kvadra A in By, Ba, ..., B, delitev kvadra B.

Kvadri P;j := A; x Bj, i € {1,2,...,p}, j € {1,2,...,7} tvorijo delitev kvadra
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A x B. Imenujmo to delitev D.

m;; = inf x,
j (w)epijf( Y)

M;j = sup f(z,y)
(z,y)EP;;

Po predpostavki je y — f.(y) = f(z,y) integrabilna na B za vsak « € A. Torej,

cejecie Ay, ie{1,2,...,p}, je

Ker je ¢; € A; in y € Bj, je potem
mi; < fleiy) < M.
Ce integriramo po B;, dobimo

mij - v / fcuy)dy<M1J U(BJ)

za vsak ¢; € A;, i € {1,2,...,p}, j € {1,2,...,r}. Pomnozimo z v(A;),

upostevamo v(B;) - v(A;) = v(P;;) in sestejemo po indeksu j. Sledi

Zmlj 1) ZJ (/ f CiyY dy) . ’U(AZ) S ZM” . U(P”)
Jj=1

Sestejemo Se po indeksu . Sledi
s(f,D) = Zmij v(Pij) < Zg(ci)v(A) < ZMij v(Py;) = S(f, D).

Ker je po predpostavki f na A x B integrabilna sta leva in desna stran poljubno
blizu I = foB f, ¢e je le delitev kvadra A dovolj fina. Torej za vsak ¢ > 0
obstaja 6 > 0, da za poljubno delitev kvadra A na kvadre Ay, As,..., Ay, s
stranicami kraj$imi od 4, in poljubne ¢; € A; velja

p

> glev(Ai) 1

i=1

< eE.
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To pa pomeni, da je funkcija ¢ integrabilna na kvadru A in velja

/ g=1= [
A AxB
Podobno pokazemo drugo trditev. O

Posledica 12 Naj bosta A C R™ in B C R™ zaprta kvadra in naj bo f :

A x B — R zvezna funkcija. Tedaj je

[ty = | < / f(x,y)dy) w- [ < /. f(x,y)dx) dy.

Dokaz: Od prej vemo, da je zvezna funkcija na zaprtem kvadru vedno inte-
grabilna. Torej so vedno integrabilne funkcije na kvadru A x B za vsak z € A
funkcija y — f(z,y) na B in za vsak y € B funkcija  — f(z,y) na A. Pres-
dpostavke Fubinijevega izreka so torej izpolnjene, vsi integrali obstajajo in so
med seboj enaki. O

Naj bo g zvezna funkcija na zaprtem kvadru P v prostoru R”~!. Tedaj je
graf, t.j. {(z,g9(z)) : € P} mnozica v R" z volumnom 0.

Razlaga: zvezna funkcija g je na zaprtem kvadru vedno enakomerno zvezna.
Torej za vsak € > 0 obstaja § > 0, da iz |z7 — 22| < §, 21,22 € P, sledi
lg(z1) — g(z2)| <e.

Naj bo ¢ > 0. Pois¢imo 9§, da bo iz |z1 — 22| < ¢ sledilo |g(z1) — g(x2)| <
e/v(P). Razdelimo kvader P na kvadrcke s premeri, manjsimi od ¢, (premer
kvadra pomeni telesno diagonalo). Razdelitev: Pp, Ps, ..., Py. Na vsakem od
teh kvadrov je razlika med najvecjo in najmanjso vrednostjo funkcije manjsa od
e/v(P). To pa pomeni, da za vsak i € [i, N] obstaja interval Z;, dolzine e/v(F;),
da je f(P;) C Z;. To pa pomeni, da je {(z,g(z)) : © € P;} vsebovan v kvadru
P; x Z;, katerega prostornina je v(P;)e/v(P). Celoten graf torej lahko pokrijemo
s kvadri P; xZ;, @ € [i, N|, s skupno prostornino, manjso od Zi\;l v(P)e/v(P) =
v(P)e/v(P) = e. Torej je graf mnozica v R™, z volumnom 0 in zato mero 0.
Posledica 13 Naj bo P zaprt kvader v R*~* in @, : P — R zvezni funkciji,

za katere je p(z) < (), za vsak x € P. Naj bo A = {(z,y) : © € P,p(x) <
y <(x)}. Najbo f: A— R zvezna funkcija. Tedaj je

[ L[ e as
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Yy
b
Q@
A
p(r)
/—0\/

Slika 3.9: Skica v dveh dimenzijah

Dokaz: Funkciji ¢, sta zvezni na zaprtem kvadru P, zato sta tam omejeni,
torej obstajata stevili a,b, da ej a < p(z) < P(x) < b za vsak x € P. Torej

lahko nase obmocje A vlozimo v kvader

Q=P x[a,1]

={(z1,22,...,2,) : (x1,22,.. ., Zpn-1) € P, a <z, <b}.

Mnozica A je zaprta in omejena, saj A C @, torej kompaktna. Funkcija f pa je
na A zvezna, torej na A omejena. Razsirimo funkcijo f z mnozice A na ves Q)
tako, da postavimo f(x) =0, ¢e je x € Q\.A. Tako dobljena funkcija je omejena
na kvadru @ in zvezna povsod, razen morda na ,zgornjem” {(x,p(z)) : x € P}
in ,spodnjem” robu {(z,¢(z)) : * € P}. Obe mnozici pa imata po zgornji
diskusiji mero 0, zato je po Lebesgueovem izreku f integrabilna na @Q = PX|[a, b].
Ce je x € P, je funkcija y — f(x,y), definirana na [a,b], omejena in zvezna
povsod, razen morda v tockah ¢(z) in ¢(x). Po Lebesgueovem izreku (ali morda

kar iz Analize I) je torej y — f(x,y) integrabilna za vsak € P. Po Fubinijevem

Af=L<LVmw@»m

Seveda pa je za vsak z € P

izreku je

b @(x) P(x) b
/ fz,y)dy :/ f(x,y)dy+/ f(z,y)dy + f(z,y)dy
a a 7]

(x) ()

eo)

= / f(z,y)dy,
w(x)
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saj razsirjena funkcija f na [a, p(z)] in [¢(x),b] identicno enaka 0. Sledi torej
1/J(ﬂﬁ)
/ / (x,y)dy | du.

Zgled: Izracunaj integral

é/(;zc2 + zy)dzdy,

P={(z,y):3<e<5 2<y<4}.

=N W e

Slika 3.10: Skica za zgled 1

Integrand je elementarna funkcija, ki je povsod zvezna. Uporabimo Fubinijev

51 4
//(:c2 + zy)dxdy = / [/ (z® + :Ey)dy} dx
/s 3 LJ2
5 2qy=4
= / [xz + xy—} dx
3 2 y=2
B 1622 4
:/ <4x2—2:1:2+ bx ——x)daz
3 2 2

5
:/ (22% + 67)dx

3

x=5
2
[
r=3

izrek.

3

2.53
= 3.52 _
3 +

340

3

Enako bi dobili, ¢e bi vzeli

//(:c2 + zy)dxdy = /24 [/35(902 + :Ey)d;v] dy.
P
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O

Zgled: Naj bo A trikotnik, omejen s premicami z = 0, y = 0 in y = z/2.

/ / (2% + wy)dxdy.

A

Izracunaj

Resevali bomo na dva nacina:

(Z) P = [074]7 QD({,E) = %7 w(x) =2

Slika 3.11: Skica za zgled 2

4 ()
//(x2 + zy)dedy = / /( ) (z* + xy)dy] dx
0 p(x

A L

4 [ p2
:/ / (22 + zy)dy | dx
0 /2

(i1) P=10,2], ®(y)=0, T(x)=2y
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//(x2 + zy)dzdy = /02

A

Zgled: Izracunaj

///(x +y + z)dxdydz,
A

kjer je

A={(z,y,2): 22> +9?) <z < 4(2? +y?), 3< 2 <5, 4 <y <6}

S
=
8
<
=

Slika 3.12: Skica za zgled 3

Izracun:
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¥(z,y)
///(x—i—y—i—z)d:z:dydz:// / (r+y+ 2)dz
WA s L e(z,y)
[ ra=+y?)
= // / (x+y+ 2)dz
) e

r 42774 +y?)
:// xz—l—yz—i——} dxdy
5 L 2 z=2(z2+y?)

dxdy

dxdy

= // 62t + 2% + 129222 + 2y2? + 2¢%x + 6y* + 2y3) dxdy

2yx
{— A y3

196y 18652
<12y + dy® + 408> +Ty+—) dy

5
12y 98y%  18652y1Y"°

= +yt+136y° + =L +
5 3 5 ),

690464
15

Naj bo sedaj D odprta mnozica v R"~! in naj bo f zvezna funkcija na D.
Tedaj ima graf
I(f)={(z f(z)) : 2 € D}
mero 0 v R". D vedno lahko zapiSemo kot Stevno unijo zaprtih kvadrov P;

(premisli, kako), torej je
L(f) =02 {(z, f(z) : x € P;}.

Za slednje mnozice pa ze od prej vemo, da imajo vse volumen 0, torej ima I'(f),

kot Stevna unija mnozic z mero 0, spet mero 0.

Posledica 14 Naj bo D C R™! omejena odprta mnozica z volumnom. Naj
bosta na D definirani omejent zvezni funkciji @, ¥, za kateri velja p(x) < (x)
za vsak x € D. Naj bo A = {(x,y) : o(z) <y < ¥(x), y € D} in naj bo f

omejena zvezna funkcija na A. Tedaj je f integrabilna na A in velja

L= f [ s

+y2x? + 6yta + 2y3x]

x=>

r=3

dy
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P(z,y)

Slika 3.13: Skica v treh dimenzijah
Opomba: V prejsnji posledici je bil D kvader.

Dokaz: Ker sta ¢ in 1 omejeni, obstajata a,b, da je a < ¢(z) < ¥(zr) <
b, z € D. Obmoéje D vlozimo v kvader P C R"~! in tako A vlozimo v kvader
Q@ C Px|a,b]. Funkcijo f razsirimo do f na Q tako, da jo na Q\ A postavimo na
0. Razsirjena funkcija f ima tocke nezveznosti kvecjemu na robu mnozice A, t.j.
ali na mnozici {(z,y) : © € 9D, a < y < b}, ki ima mero 0 v R™, saj ima (ker ima
D volumen) 0D volumen 0 v R"~! ali pa na uniji grafov {(z,¢(z)) : € D},
{(z,¢(x)) : « € D}, ki imata oba mero 0, saj sta ¢ in ¢ zvezni funkeiji. Torej
je f po Lebesgueovem izreku integrabilna na @ in zato tudi integrabilna na A.

Pri f na @ uporabimo Fubinijev izrek. Dobimo

Le=17
:/Pl/abf(w,y)dy] dx
:/D Vabf(x,y)dy] d,

saj je f(z,y)) =0, ée = ¢ D. Zato notranji integral f; f(z,y)dy =0, ¢e x ¢ D.

/D [ /abﬂx,y)dy] dz = /D [ /::)f(x,y)dyl dr,
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saj je pri fiksnem z € D

0, a <y < ey)
fl@y) =1 fz,y), p() <z < P(z)
0, o(x) <y <bd.

3.3 Zamenjava spremenljivk (substitucija) v in-
tegralu

Iz Analize T se spomnimo: naj bo f zvezna na [a,b] in ¢ zvezno odvedljiva
funkcija, ki interval [« 8] preslika bijektivno na interval [a, b] tako, da je p(a) =
a in ¢(8) = b. Tedaj je
b B
[ sz = [ o) - o
V tem primeru je ¢’(t) > 0. Ce bi bila ¢/(t) < 0, torej p(a) = b in p(3) = a, bi
dobili

/ e = = [ (- t@)as

a
b

pri tem je —¢'(t) > 0. Obe formuli skupaj bi lahko zapisali: Ce je ¢ : 7 =

[a, B] =¢(T) = [a, b] zvezno odvedljiva, je potem

L(I)f=/z(fow)-lw’|~

Trditev 10 Naj bo A C R"™ omejena mnoZica z volumnom in naj bo f : A — R

integrabilna na A. Tedaj je f|ims.a integrabilna in velja

J7= bt

Opomba: Z Int A smo oznaéili notranjost mnozice A.
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Dokaz: Ker ima A volumen, je 0.4 mnozica z mero 0. Ker je A omejena, je 0.4
omejena zaprta mnozica, torej kompaktna in ima torej volumen 0. Ker je nasa
funkcija f integrabilna, je seveda omejena. Na mnozici z volumnom 0 je vsaka
omejena funkcija integrabilna in njen integral po njej je enak 0. (Iz Darbouxovih

vsot pri dovolj fini delitvi S — s < )

d(Int A) C 0A, ki pa je mnozica z mero 0, saj ima A volumen. Torej je
Od(Int A) tudi mnozica z mero 0, torej ima Int.A tudi volumen. Funkcija f je
integrabilna na A, torej ¢e f razgirimo na 0 na kvader P, ki vsebuje A ima
mnozica tock nezveznosti razsirjene funkcije mero 0, saj je razsirjena funkcija

integrabilna na P.

Naj bo N = Nj U Ns, kjer je N1 mnozica tock nezveznosti, ki so v Int A
in N, mnozica tock nezveznosti, ki so v d.A. Ce f lint 4 razsirimo izven Int A z
0, ima razsirjena funckija mnozico tock nezveznosti v Ny in na d(Int A) C 0.A.
Obe, N7 in A imata mero 0. Prva zato, ker je f integrabilna na A4 in ima
zato po Lebesgueovem izreku njena mnozica tock nezveznosti mero 0. Za 0.A
pa Ze vemo od prej, da ima mero 0. Po Lebesgueovem izreku sledi, da je f|mt .4
integrabilna na Int.A. Razen tega, ker je A\ Int. A C J.A, ki ima volumen 0,

ima tudi A\ Int A volumen 0. Iz lastnosti integrala sledi,

J7= Juat* !

— f.

Int A

Pri Analizi [ smo imeli f@(z) f = [;(fop)-le|. Sedajbomo ta izrek posplosili.

Naj bo A odprta mnozica v R". Naj bo preslikava g : A — R™ diferenciabilna.

Pisimo:
Og og1
P (z) P (z)
(Dg)(z) = : .. :
dgn dgn
3—x1 () - 3—% (z)
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kjer g = (91,92, - - -, gn). Determinanto te matrike imenujemo Jacobijeva deter-
minanta in piSemo

det ((Dg)(2)) = (Jg)(=)
oziroma

det ((Dg)(x)) = 2909202 00) ()

O(x1,x9,. .., xy)

Izrek 32 Naj bo A C R™ odprta mnoZica z volumnom # 0 (torej omejena)
ing: A— R" zvezno diferenciabilna injektivna preslikava. Naj bo (Jg)(x) #
0 za vse x € A in naj bo funkcija x — (Jg)(x) omejena na A. Oznacimo
B = g(A) = {g(x) : « € A} in predpostavimo, da ima B volumen. Za vsako
integrabilno funkcijo f : B — R je tedaj funkcija x — (f o g)(x) - |(Jg)(x)]

integrabilna na A in velja

L1= [ rean

~ [ (Fe@)IUg)@)ds,
A

torej

/f(yl,...,yn)dyl...yn:/f(gl(xl,...,xn),...,gn(xl,,,.,xn)).
B A
A(Jg) (@1, .. xn)|de .. d

Opomba: Formula f o(A) f = fA o g)|Jg| je torej enaka kot pri funkciji ene
spremenljivke, le absolutna vrednost odvoda se zamenja z absolutno vrednostjo

Jacobijeve determinante.

Dokaz: Dokaz najdemo npr. v knjigi M. Dobovisek: Riemannov in Lebesgueov

integral v R™. O

Opomba: Ker je mnozica A odprta in (Jg)(x) # 0 za vse x € A sledi, da se
za vsak a € A po izreku o inverzni funkciji okolica tocke a preslika na okolico
tocke g(a), saj (Jg)(a) # 0 pomeni, da je (Dg)(a) nesingularna, t.j. okolico

preslika v okolico in po izreku o inverzni funckiji torej g neko okolico tocke
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a difeomorfno preslika na neko okolico tocke g(a). Torej je B spet odprta in

preslikava g : A — B = g(A) je difeomorfizem.

Posledica 15 Naj bo D C R™ odprta mnozZica in g : D — R"™ injektivna
preslikava razreda Ct. Funkcija x — (Jg)(z) naj bo omejena na D. Naj bo
(Jg)(z) # 0 za vsak x € D. Naj bo B = g(D) in naj imata D in B volumen.
Naj bo tudi A C B mnozica z volumnom in f : A — R integrabilna funkcija.

Tedaj je
o Jg)| = .
/gl(A)(f 9)[(Jg)| /Af

Opomba: Ce je A = B, dobimo zgornji izrek.

Dokaz: B je po izreku o inverzni preslikavi odprta in g : D — B difeomorfizem.
Funkeijo f razsirimo z 0 na B\ A. Razsirjena funkcija je integrabilna na B. Po

formuli iz izreka velja

/B (f 0 9)l(Jg)| = /B Feassijona.

Jasnoje [, f = [z f,sajje f=0naB\ A Kerje f=0naB\ A, jefog=0
na D\ g 1 (A). Zato je

/(fog>|<Jg>|:/ (f o 9)l(Jg)].
D g1 (A)

Od tod sledi
= o Jag)l.
/f /gl( )(f DI(Jg)l

3.3.1 Transformacija koordinatnega sistema

Radi bi dolo¢ili posamezne formule za izra¢un integrala pri prehodu s kartezi¢nih
koordinat na polarne, cilindri¢ne in sferi¢ne koordinate.

Polarne koordinate v ravnini

Z izrazoma x = 1 cos g, y = rsin g, kjer r € [0,00) in ¢ € [0, 27), opiSemo zvezo

med kartezi¢nimi in polarnimi koordinatami.
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Jacobijeva determinanta preslikave

g:R" x[0,27) — R?

g:(r,p) = (reosep,rsing)

je

oz ox :
J . or % . COS@ —TrsSine .
U =| T 7= =
r % S1n @ T Ccos @

Ce je torej [(Jg)(r,p)| =71, (9: A— B), je

/f(x,y)dxdy:/ f(rcose,rsing)rdrdyp
B A

formula za izracun integrala pri prehodu s kartezi¢nih koordinat na polarne ko-

ordinate v ravnini.

Zgled: Izracunaj integral

//(x + y)dxdy,

D

kier D = {(z,y) : 2% + y? < 4}.
Na spodnji sliki vidimo, da se obmocje A = {(r,¢) : 0 <r < 2,0 < p < 27}
preslika na D, t.j. pravokotnik [0, 2] x [0, 27) se preslika na krog s sredis¢em v

izhodiscu in polmerom 2.

® Y
: an
0 @
0 2 r

Slika 3.14: Transformacija koordinat
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Uporabimo zgornjo formulo in dobimo

// (x +y)dady = //(7" cos @ + rsin p)rdrdye
D A

2m 2

:/ dgp/ 7% (cos ¢ + sin ¢)dr
0 0
2m

7'3 r=2
= / (cos @ + sin p) [—] dp
0 3 r=0

8 27
=3 / (cos +sinp)dy
0

8 =21

=3 [sin ¢ — cos ‘P]Z;(QJ
8

—2(0-1-0+1)

=0.

Cilindriéne koordinate

Z izrazi x = rcosp, y = rsing, z = z kjer r € [0,00) in ¢ € [0,27), opisemo
zvezo med kartezi¢nimi in cilindriénimi koordinatami v prostoru.

Jacobijeva determinanta preslikave

g:R" x[0,27) x R — R?

g:(r,p,2) — (recose,rsing, 2)

je
% g—z % cosep —rsing 0
(Jg)(r ¢, 2) = % g—z % =] sinp rcosep 0 |=T.
oz Jz oz
o 0y o: 0 0 1

Ce je torej [(Jg)(r, 0, 2)| =7, (9: A — B), je

/f(x,y,z)dxdydz:/ f(rcosp,rsing, 2)rdrdpdz
B A

formula za izrac¢un integrala pri prehodu s kartezi¢nih koordinat na cilindri¢ne

koordinate.
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Polarne koordinate v prostoru (Sferi¢ne koordinate)

Z izrazi x = rcospcost, y = rsinpcosd, z = rsind, kjer r € [0,00),
¢ € [0,27m) in ¥ € [-F, §], opiSemo zvezo med kartezicnimi in sfericnimi ko-

ordinatami v prostoru.

Jacobijeva determinanta preslikave

g:RT x[0,27) x [—g,g] — R?

g: (r,p,9) — (rcosgcost, rsingcosd, rsind)

je
ox ox ox 9 . 9 ind
or 9 05 COS  COs —7rsin @ cos —7 Cos psin
(Jg)(r, ¢, ) = % g_Zi % =| sinpcos? rcospcost —rsingsind
% g—; g—z sin 0 rcos ¥
=12 cos .

Ce je torej |(Jg)(r, 0, 9)| = 1% cos¥, (g : A — B), je
/ f(z,y, z)dedydz = / f(r cos pcos®d, rsin g cos, rsin ¥)r? cos Idrdpd?
B A

formula za izracun integrala pri prehodu s kartezi¢nih koordinat na sferiéne ko-

ordinate.

Zgled: Izracunaj integral

.’L'2 + 2 + 222 dxdydz
( Y Yyaz,
D

kier D = {(z,y, 2) : 2% +y? + 22 < 4}.
Obmocje A = {(r,p,9) : 0 <r <2,0 < p <27, —F <9 < T} se preslika
na D, t.j. kvader [0,2] x [0,27) x [~F, 5] se preslika na kroglo s srediscem v

izhodiscu in polmerom 2.
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Uporabimo zgornjo formulo in dobimo

///(x2 + % + 2 dadydz =
D

= //(r2 cos? @ cos? ¥ + r? sin? ¢ cos® ¥ + r2 sin” 9)r? sin? Idrdodyd

A
= / / r cos Odrdpd?

A

5 2m 2
:/ dﬁ/ dgo/ r* cos Vdr
- 0 0
/ r=2
25

[SE] Wy

27 T5
dﬁ/ cos [—} dy
5 0 5 r=0

= 27T/2 cos Jddv

5

2

3.4 Uporaba dvojnega in trojnega integrala v

geometriji in fiziki
3.4.1 Plos¢ina obmoc¢ja v ravnini

Naj bo D obmocje v ravnini volumnom, t.j. plos¢ino. Plos¢ina obmocja D je

p(D) = //1 dzdy.
D

Zgled: Izracunaj plosc¢ino obmocja v ravnini

D={(z,y): 2> +y* <r’},
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t.j. kroga s polmerom r. Namig: uporabi polarne koordinate.

p(D) = // ldzdy
D
21 r
:/ d(p/ 1-rdr
0 0

3.4.2 Masa plosce

Na z-y ravnini je polozena plosca, ki ravno pokrije obmocje D, ki je omejeno z
volumnom. Masa je porazdeljena po ploséi s ploskovno gostoto p(z, y). Funkcija

p naj bo omejena, nenegativna in zvezna.

Slika 3.15: Masa plosce

Razdelimo ravnino na pravokotnike. Gledamo tiste, ki so znotraj obmocja
D. Masa i-tega pravokotnika je priblizno p(x;,y;) - pi, pri tem je (z;,y;) tocka

v pravokotniku, p; pa njegova plos¢ina. Priblizek za maso je
n
i=1

kjer je n Stevilo pravokotnikov znotraj obmocja D.

Finejsa delitev pomeni boljsi priblizek. V limiti pa dobimo to¢no vrednost
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m = [[ ptasdzay

D

Za maso.

3.4.3 Tezisce plosce

Plosco aproksimiramo s tockastim sistemom mas. Masa i-tega pravokotnika je
priblizno enaka p(x;,y;) - p;. Tezisce takega sistema mas je tocka (xr,yr), ki jo
dobimo iz enach

E T p xuyz *Pi

rr = ™y

Zp(fﬂiayi) Di

i=1

in
Zyl fEuyz *Di

yr = n )

Zp(fﬂmyi) " Di

i=1

saj iz momentnega pogoja sledi > x;m; = x> . m; in Y ym; =yry . mi. V

limiti (finejsa delitev) dobimo

//:13 - p(zx,y)dedy
_ D - %//x'f’(ﬂ?,y)dxdy
4/ p(x,y)dxdy

D

in

- plz,y)dzd
_ Z{/y (p :jd d y :%//y'p(x’y)dxdy'
| p(z,y)dzdy

D

3.4.4 Vztrajnostni momenti plosce

Priblizek za vztrajnostni moment glede na z-os je

n
> i@, i) - i,
1=1

pri ¢emer je p(z;,y;) - p; masa i-tega pravokotnika.
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Slika 3.16: Vztrajnostni moment plosce

V limiti dobimo

Jo = //yzp(x,y)dxdy-
D

Podobno velja tudi za vztrajnostni moment glede na y-os.

Jy = // 22 p(x, y)dzdy.
D

Priblizek za vztrajnostni moment plosce glede na z-os pa je

n

Z(l’? +u7)p(xis i) - pi-

i=1

V limiti dobimo

J. = //(962 +y°)p(, y)dady.

D

3.4.5 Prostornina telesa

Naj bo D obmocje v prostoru z volumnom. Volumen obmocja D je

o0) = [ [ 1dzay.
D

Zgled: Izracunaj prostornino obmocja v prostoru

D= {(2.9,2): 0% + 42 + 2% <17},
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t.j. krogle s polmerom r. Namig: uporabi polarne koordinate.

= /// ldzdy
D
/2 27 r
:/ dﬁ/ dcp/ 172 cosddr
—m/2 0
/2 27 r3
/ dﬁ/ —cosz?dtp
w/2

/2
= / 2r? cos vdy

—7/2
9 3 7T/2
= [ il Sinﬁ}
—7/2
473
3

3.4.6 Masa telesa

Dano je telo D v prostoru (omejeno, z volumnom). Masa je porazdeljena po
telesu z volumsko gostoto p(z,y,z). Funkcija p naj bo omejena, nenegativna
in zvezna. Podobno kot v ravnini razdelimo telo na kvadre s prostorninami
V1,V2,...,U,. V i-tem kvadru izberemo tocko (x;,vy;,z;). Priblizek za maso

i-tega kvadra je
n
Z Lis Yis Zz Vi,

kjer je n stevilo pravokotnikov znotraj obmocja D.

Finejsa delitev pomeni boljsi priblizek. V limiti pa dobimo to¢no vrednost

m = /D//p(x,y,z)dxdydz.

3.4.7 TeziSce obmocja v prostoru

Za Imaso.

Tako kot v ravnini aproksimiramo telo s tockastim (,,kvaderckastim”) sistemom

mas. Masa i-tega kvadra je priblizno enaka p(z;,y:, zi) - v;. Tezisce takega
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sistema mas je tocka (xr,yr, zr), ki jo dobimo iz enacb

n
E X 'P(ﬂﬂi,yz‘,zi) * Vg
=1
rT = n )

ZP(Ii,yi,Zi) * U4

i=1

n
Z Yi - (i Yis 2i) - Vs
i=1

Yyr = —x
ZP(%‘,yi,Zi) Ui
i=1

in

n

E Zi " p(xuyz‘,zi) C U
=1

zT Y

Zp(xiayhzi) Ui

i=1

saj iz momentnih pogojev sledi > x;m; = xp > m;, Y, yim; = yry.m; in

ST zim; = zp Y m;. V limiti (finejsa delitev) dobimo

x - pla,y, z)dedydz

T = /5// o y = i///gc-p(ac,y,z)dacdydz,
[[] tw.pyizaya— ™73

D

///y-p(w,y,z)dwdydz
D
yr =
/D/ / pz, y)dzdydz

. /D//z - p(z,y, z)dedydz
/Z/ plx,y)dedydz

Vztrajnostni momenti teles

= l///y',O(I,y,Z)dxdydz
m
D

in

1
= — ///z cp(z,y, z)dedydz.
m
D

Priblizek za vztrajnostni moment telesa okrog x-osi:

Z(i‘/? + 22)p(@i, yis %) - vi,
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kjer sta y; in z; koordinati oddaljenosti tocke (x;, y;, 2;) od x-osi in p(x;, yi, 2i)-v;

masa i-tega masnega delcka. V limiti dobimo

Iy = ///(y2 + 23 p(z,y, 2)drdydz.
D

Podobno velja za vztrajnostni moment okrog y in z osi.

Jy = /D//(x2 + 28 p(x,y, 2)drdydz
J. = ///(f“ + ) p(x,y, 2)dzdydz
D

Opomba: Tako pri plos¢ah, kot tudi pri telesih, veljajo te formule za inte-
grabilne funkcije, ne samo za zvezne. Tak primer nezvezne porazdelitve gostote

vzdolz materiala je npr. krogla, sestavljena iz polkrogel iz razlicnih materialov.

3.5 Posploseni Riemannov integral

Kako (morda) definirati integral fD f, ¢e je obmocje D neomejeno, ali ¢e funkcija
f ni omejena? Tedaj obi¢ajni Riemannov integral ne obstaja.

Definirajmo izraz ,skoraj povsod”, t.j. povsod, razen na mnozici z mero 0.

Definicija 34 Naj bo D C R™ mnoZica, katere rob ima mero 0. Najbo f : D —
R funkcija, zvezna povsod na D, razen morda na mnozici z mero 0, t.j. zvezna
skoraj povsod na D. Razsirimo f na ves R™ tako, da jo izven D postavimo na 0.
Razsirjena funkcija je tedaj zvezna skoraj povsod na R™. Definirana je povsod

na R™, ni pa nujno omejena.

Naj bo

P={xeR": f je neomejena v vsaki okolici tocke x}.

Mnozica P vsebuje vsa svoja stekalisca, torej je zaprta. Vsebovana je v mnozici
tock nezveznosti funkcije f. Torej ima mnozica P, kot podmnozica mnozice z
mero 0, mero 0. Jasno je R™ \ P odprta mnozica.

Naj bo K mnozica vseh kompaktnih mnozic K z volumnom (kompaktna v

R"™ < omejena + zaprta), vsebovanih v R™ \ P.
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Trditev 11 Ce je K € Ky, tedaj je f integrabilna na K, t.j. obstaja fK I

Dokaz: K je omejena mnozica in ima volumen. Funkcija f pa je na K omejena.
Ce ne bi bila, bi obstajalo tako zaporedje {z,}, da bi veljalo |f(z,,)| > n. Ker
je K kompaktna, {z,} vsebuje konvergentno podzaporedje x,,, ki konvergira
k x € K. To pa pomeni (|f(xn,)| > nk, za vse k), da je f neomejena v vsaki
okolici tocke z, torej je z € P. To pa je v protislovju s L C R™ \ P.

Ce funkcijo f izven K razsirimo z 0, ima razsirjena funkcija nezveznosti v
robu &, ki ima mero 0, saj ima K volumen in v kaksnih notranjih tockah K, a
mnozica takih tock je podmnozica mnozice tock nezveznosti prvotne funkcije f,

torej ima mero 0. Torej je po Lebesgueovem izreku f res integrabilna na IC. [J

Definicija 35 Naj bo f > 0. Tedaj definiramo

Jor = Lot

Opomba: To je lahko oo.

Opomba: Pravimo, da zaporedje {K,,} izérpa mnozico R™\ P, ¢e ima nasled-

nji lastnosti
(Z) KicIntKo Cc Int K3 C RN
(i) U2, K5 =R"\ P,

pri ¢emer je K; € Ky za vse j. Tako zaporedje {K,,} je mogoce konstruirati, ker

je R™\ P odprta mnozica. Ker je f > 0, je zato f,CJ_ f narascajoce zaporedje,

[ =[] r
Kt K; Kj+1\K;

za vse j. Razen tega velja Se tole: Ce je K € Ky, tedaj obstaja N € IN, da je

saj je

K C Kn. To je zato, ker je
KCR"\P=U3, Int K;
odprto pokritje za IC, torej zaradi kompaktnosti je

K c U;—vzl Int ’Cj Cc Ky.
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Torej je

=g [g
ésgp/mf

= lim 1,

n—oo K

* jasno je leva stran > od desne,

x* ker je zaporedje monotono.

Obratno: Ker je vsak K vsebovan v nekem Ky, je

/]Cfg 1

za nek N. Zato je leva stran zgoraj < desne strani.

Naj bo sedaj f poljubnega predznaka. Predpostavimo, da je f]R" |[f| < oo.
Pisimo f*(z) = max{f(z),0} in f~(z) = min{—f(z),0}.

f(z)
(=)
(@)

Slika 3.17: Funkcije f, f* in f~

Funkciji fT, f~ sta lahko nezvezni le tam, kjer je Ze f nezvezna. Velja
[f(@)] = (@) + f(2), zeR™

Predpostavili smo, da je [, |f| < oo, t.j. sup, [ [f| <0, zato sup,, [ fT <
0insup, [, f~ <0,sajje f* <|f]in f~ <|f| za x € R™. Torej obstajata

lim f+ = lim f

n—oo n—oo
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(zaradi zgornjega je sup,, = lim, ). Ker je f = f* — f~, zato obstaja

im = lim R
1 /}Cnf im [ (ff )

n—oo n—o0 K
n

Torej, ker obstajata obe limiti na desni, obstaja lim,,_ f,c f. Ta limita je

neodvisna od tega, kaksno zaporedje {C,, }, ki izérpa R™ \ P, izberemo.

Zakljucek: Naj bo D C R™ mnozica, katere rob ima mero 0. Najbo f: D —
R zvezna skoraj povsod na D. Razsirimo f z 0 zunaj D. Razsirjena f je torej

zvezna skoraj povsod na R™. Naj bo P mnozica tock, v katerih f ni omejena.
P ={x € R": f je neomejena v vsaki okolici tocke z}

Mnozica P je zaprta in vsebovana v mnozici tock nezveznosti funkcije f. Iz¢rpamo

odprto mnozico R™ \ P s kompaktnimi mnozicami, da je

KiChntkKe CInt K3 C ...,

Na vsaki K; je f integrabilna. Predpostavimo, da je sup,, f,c |f| < co. Torej
obstaja lim, . |, . f- To limito imenujemo posploseni integral funkcije f po
mnozici D in ga oznaéimo z [, f = lim, . [ f. Ta definicija je dobra, saj

limita ni odvisna od izbire zaporedja kC,,.

Zgled: Izracunaj
dxdy,

I
kjer je
D= {(z,y):2® +y* < 1}.
Funkcija f ni omejena v izhodiscu, torej bo to posplosen Riemannov integral.
V tem primeru je funkcija nenegativna in P = {(0,0)}, t.j. samo ena tocka.

Mnozico R?* \ P = R?\ {(0,0)} izérpamo s kompaktnimi mnozicami, npr. s

Kn:{(x,y):%<\/m<l—%}7
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kjer n € {3,4,...}. Pri izracunu integrala si pomagamo s polarnimi koordi-

natami.

dxdy = lim dxdy

1 1
==t

27 -39
= lim d<p/ —rdr
FR 4

n—oo 0

= lim (27T— 4—7T>
n—oo n

=27

Torej je [ \/—dxdy = 2. O

Zgled: Izracunaj integral

1
// 7({[;2 T y2)2d$dy7
D

D={(z,y): 2> +y* > 4}.

kjer je

Obmocje integracije ni omejeno, torej bo to posplosen Riemannov integral.
Funkcija je nenegativna in P = (). Mnozico R? \ P = R?, podobno kot v

prejsnjem primeru, izérpamo s kompaktnimi mnozicami, npr. s

Kn={(z.y) 14+ < Va2 +y? <n},

kjer n € {5,6,...}. Pomagamo si s polarnimi koordinatami.

1 1
———dxdy = li — 5 dad
/p(:v“ryz)2 TR S, @y

Kn

2
= lim dy / —rdr

n— o0 +1 r4
= lim <— + )
o m

16°

Torej je [ mdxdy = O
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Krivuljni in ploskovni

integral

Definicija 36 Gladka pot v prostoru R? je preslikava g : [, 5] — R® razreda

Cl. Tir gladke poti je njena zaloga vrednosti, t.j5. g(la, B]) = {g(t);t € [a, B]}.
Opomba: Torej imamo tri funkcije razreda C! na [, 3], to so g1, g2, g3, da je

g(t) = (gl(t)vg2(t>7g3(t>)7 t el Bl

Pot. .. gibanje (fizikalni pojem), tir...sled tega gibanja (geometrijski pojem).
Spomnimo se iz Analize I, da ima lahko gladka krivulja tudi samoprese¢ne

tocke.

Definicija 37 Gladkek lok v prostoru R? je tir gladke poti g : o, B] — R?, za

katero dodatno velja:
(i) g je na |«, 8] injektivna, t.j. t1 #ta = g(t1) # g(ta).
(i7) ¢'(t) # 0 za vse t € [a, 3].

Opomba: Pogoj (i7) pomeni, da je za vsak ¢ € [a, (] vsaj eden od odvodov
91(8), g5(1), g4(t) razlicen od 0. Ce je x = gi(t), y = g2(t), z = g3(t) in npr.

g1 (to) # 0, za nek ¢y € (o, B), je mogoce enachbo x = g1(t) v okolici zg = g1(to)

143
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razresiti na t, t = ¢(x) in nato dobimo y = g2(t) = g2(p(z)) = y(z), z =
g3(t) = g3((x)) = z(z). To pomeni, da koscek tira

{(gl(t)7g2(t)7g3(t)) :t € okolice(to)}

lahko zapiSemo kot {(z,y(x),z(x)) : @ € okolice(zo)}. To pa vemo kako iz-

gleda. Podobno velja v primeru, ko je g5(to) # 0 ali g5(to) # 0.

Opomba: Ni¢ takega pa ne bo res v tockah, kjer bi bili ¢i(t) = g4(t) =

g5(t) = 0, takih po predpostavki ni.

Zgled: Krivulja, dana z x = t3, y = t2, 2 = 0, t € R, ni gladka v izhodiséu.

-3 -2 -1 1 2 3 7
Slika 4.1: Krivulja, ki ni gladka.

Definicija 38 Ce je £ = g(T), kjer je T = [a, 8], g pa ima lastnosti iz definicije

gladke krivulje, pravimo, da je g reqularna parametrizacija krivulje (loka) L.

4.1 Krivulje

4.1.1 Podajanje krivulj

Eksplicitna oblika

Naj bosta p in ¢ gladki funkciji na [a,b]. Tedaj je
L={(z,y,2):y=px),z = q(r),a <z <b}

nek gladek lok v prostoru,

t— (t,p(t),q(t)) a<z<b
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je njegova regularna parametrizacija z enacbama

a<xz<b

Pravimo, da je £ dan eksplicitno, torej kot graf vektorske funkcije z — (p(z), q(x)).

Podobno bi lahko imeli, ¢e bi vlogo spremenljivk x, y z zamenjali, npr.

xr = z
p(2) a<s<b
y=q(z)
ali
z:
p(y) a<y<b
x = q(y)

Implicitna oblika

Krivulja je dana kot presek dveh ploskev, t.j. kot mnozica resitev sistema enacbh

Vemo: mnozica resitev (z,y, z) sistema (x) bo lokalno gladek lok, ¢e bo v vsaki

tocki (z,v, z), kjer hkrati veljata enacbi (x) rang matrike

OF OF OF
dr Oy 9z
G 9G  9G
dr Oy 9z

maksimalen, torej enak 2.

Zgled: Vzemimo

2y 422 —4=0

r+y+2z2=0,

t.j. sfera s polmerom 2, s sredis¢em v izhodis¢u in ravnina skozi izhodisce. Njun

presek je kroznica. O
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Parametri¢na oblika

Parametri¢no podana krivulja

kjer je g regularna parametrizacija loka £ = {(g1(t), g2(t),g3(t)) : t € [, B]},
t.j. 91,92, 92 € C'([v, B]), preslikava ¢ — (g1(t), g2(t), gs(t)) injektivna na [ov, 5]
in g1 (t)% + g5(t) + g5(t)* # 0.

Opomba: Regularnih parametrizacij istega loka je veliko. Npr. ce je ¢ :
[cr, 8] — [av, O] gladka bijekcija in ¢/ (t) # 0 za vse t, tedaj velja: ¢eje g : [a, 8] —
R? regularna parametrizacija, je t — g(o(t)), [o, 5] — R3, spet regularna
parametrizacija. Velja tudi obratno: ¢e sta g, h regularni parametrizaciji loka
L, g,h:a, 8] — R3 g(la, B]) = h([r, B]) = L. Tedaj obstaja C* difeomorfizem
¢ o, 8] = [a, 8], daje g(t) = h(p(t)) za vse t € [, B]. o je:

— ali tak, da je ¢/(t) > 0 za vse t, torej p(a) = a, @(8) = S.
— ali tak, da je ¢/(t) < 0 za vse t, torej p(a) = 3, ¢(8) = a.

1. parametrizacija 2. parametrizacija

Slika 4.2: Regularnih parametrizacij istega loka je vec.

Opomba: Ce pogoj g'(t) # 0 ni izpoljnjen za vse t, je tir poti lahko gladka
krivulja, lahko pa tudi ne, npr. z = 3, y = t3, t € [—1,1], je gladka krivulja
medtem, ko x = 3, y = t2, t € [~1,1] pa ni gladka krivulja, glej Bl
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Opomba: V parametri¢ni obliki ponavadi pisemo r(t) = (z(t),y(t), z(t)),
te o, g

4.1.2 Dolzina loka

Naj bo £ gladek lok in g : [a, 3] — R3 njegova regularna parametrizacija. Kot

v ravnini (glej Analiza I), definiramo

B
(e = / Vi T 507 T ga(0)2dt

oziroma

B
s= [ V@
B
~ [ VERET iR e

Opomba: Definicija je dobra, saj je v primeru neke druge regularne parametrizacije,

npr. h, h(t) = g(p(t)), kier je ¢ : [a, 8] — [, 8] difeomorfizem. Tore;

/ﬁ \/hl(t)2 + ho(t)2 + ha(t)2dt =

= / ’ V(@1 (00)20)” + (32(00)£(0) + (3 (p(0) (1)) dt,
saj
h(t) = g () = () = gele(®) @), ke {1,2,3}.
Recimo, da je ¢(t) > 0 za vse t € [a, 3], potem
/a i V(02 + ha(0)? + h(t)2dt = / ’ Var(e®) + a2(0(0)” + g (p(0) *e(0)dt.

S substitucijo 7 = ¢(t), dosezemo

B - - B
/ Vi (02 + ho(t)2 + ha(t)2dt = / NG GEET e

Ce pa ¢(t) < 0 za vse t € [a, 3], dobimo — pri korenjenju in 8¢ en — pri obratu

mej, torej isti rezultat.

Opomba: Ce je

s(t) = / VI F IR T 2 )dr

-/ ()l
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inz=uxt), y=uyl), z=z2(t),t € [af] regularna parametrizacija, je s(t)
dolzina loka od totke (z(a),y(a),z()) do totke (x(t),y(t),z(t)). To lahko

izratunamo za vse t, t € [a, 3].

Slika 4.3: Dolzina krivulje od tocke r(a) do tocke r(t), t € [a, (].

Opomba: Seveda je

8(t) = V()2 +9(1)? + 2(1)2,

saj 4 f: O(7)dr = O(t), ¢e O zvezna. Zgornje dostikat zapisemo
ds\ > ~ [dx 2 " dy 2 n dz\?
de) — \ dt dt dt

(ds)? = dx® + dy* + d2?,

ali pa

kar imenujemo kvadrat loénega elementa dolZine.

Opomba: Ker je parametrizacija regularna, je s : [a, 5] — [0, £(L)] strogo

narascajoca funkcija razreda C!, saj za njen odvod velja §(t) = \/@(t)2 + y(t)? + 2(t)? >
0. Potem obstaja inverzna funkcija ¢ : [0,£(L)] — [a, 3], ki je spet razreda C!,

saj je $(t) # 0 za vse t. Krivuljo lahko tedaj reparametriziramo

r(t) = (x(t),y(t), Z(t))
- (x(t(S)),y(t(S))’Z(t(s)))'

Parameter s je naravni parameter (meri dolzino loka). Pri tem je

dr dr dt 1 r

ds _ dtds & ||
torej

=1, s € [0,4(L)].

dr
ds
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4.1.3 Tangenta na krivuljo

Naj bo r(t) = (z(t),y(t), 2(t)), t € [a, ] regularna parametrizacija loka L.
V tocki 7(to) = (z0,%0,20) = (x(to),y(to), z(to)) je tangenta na krivuljo
premica skozi tocko (o, Yo, 20) s smernim vektorjem 7(tg). (To je limitna lega
sekante skozi tocki r(tg + h) in 7(tg), ko h — 0, slika [[3)

Enacba tangente

R = r(to) + M (to),

kier R = (X,Y,Z), r(to) = (z(to), y(to), 2(t0)), #(to) = (&(t0),9(to), 2(to)) in
A €R.

4.1.4 Normalna ravnina na krivuljo

Normalna ravnina na krivuljo v tocki r(ty) je ravnina skozi r(tp), pra-
vokotna na tangento v tej tocki. Njen normalni vektor je torej 7(tp). Enacba

ravnine je torej

(R —1(to),7(to)) = 0,

kjer R= ()(7 Y, Z), T(to) = ((,C(to),y(to),z(to)) in f‘(to) = (i’(to),y(to),é(to)).

Zgled: Dana je vijaCnica © = 2cost, y = 2sint, z = t, t € [0,27]. Doloci
enacbo tangente in normalne ravnine v tocki (2 - @, 2-2,7).

Torej: to = %, r(to) = (V3,1,%), #(to) = (=2sinto, 2costo, 1) = (=1,v/3,1).
Enacba tangente: (X,Y,Z) = (3,1, E)F A1, V3,1, A eR
Enac¢ba normalne ravnine: ((X,Y,Z2) — (v/3,1,%),(-1,v/3,1)) =0 O

4.1.5 Spremljajoci trieder (trirob) krivulje

Naj bo s naravni parameter in = r(s). S’ ozna¢imo odvod na naravni param-
eter s. Tedaj je 1’/(s) vektor v smeri tangente na £ v tocki r(s), ki je dolzine 1.
Naj bo sedaj

£(s) =1'(s).
Predpostavimo sedaj, da je nasa krivulja razreda C? in si oglejmo kako se sprem-

inja £(s). Ker je vektor £(s) enotski velja &(s) - £(s) = 1. Odvajamo po s, torej
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(£(s) - £(s))" = €'(5) - &(s) + &(5) - €'(s) = 0'in od tod £'(s) - £(s) = 0. To pa
pomeni, da ali (i) £'(s) = 0 ali pa (i) £'(s) # 0 in &'(s) L &(s). Oglejmo si
drugi primer podrobneje;

Ogledamo si situacijo na kosih kjer £’(s) # 0. Tedaj lahko definiramo enotski

vektor
)
1) = T

Od prej vemo, da je n(s) - £(s) = 0, torej n(s) L &(s), t.j. pravokoten na tan-

gento krivulje v tocki r(s). Pravimo, da je vektor n(s) vektor v smeri glavne

normale na krivuljo £ v tocki 7(s).

Opomba: Vektor 7(s) je odvisen le od tocke v kateri ga racunamo, ni¢ pa
od orientacije krivulje ali od tega, kje smo zaceli meriti dolzino. (Pri s +— so+s
ni razlike v odvodu, pri s — sg — s pa se pri dvakratnem odvodu izraz dvakrat

pomnozi z —1.)

Definirajmo Se vektor v smeri binormale,

((s) = &(s) xn(s),

t.j. vektor, ki je pravokoten na vektorja £(s) in 7(s).

4.1.6 Pritisnjena ravnina

Najbo & (s9) # 0in & neka poljubna ravnina skozi tocko r(sg) z enotsko normalo
n. Enaé¢ba ravnine € je (r(s) —r(so)) - n = 0. Razdalja med ravnino & in totko
r(so + h) je

d(f,’,r(so + h)) = (r(so +h)— 7“(30)) “n.

Radi bi izbrali n tako, da bo pri majhnih h razdalja d(&,7(so +h)) ¢im manjsa.

Ker je
h2
r(so + h) —r(s0) = hr'(s0) + 77“”(50) + o(h?)

je torej

(r(so +h) —r(s0)) -1 = h(r'(s0) - n) + %(T”(SO) -n) + o(h?).
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Zgornji izraz bo najhitreje konvergiral proti 0 pri A — 0, ¢e
r'(sg) - n =0, " (s9) =0,

t.j.
§(s0) - n=0, f/(So)'TLZO.

Torej je n hkrati pravokoten na £(sg) in &'(s9) = n(so), torej kolinearen vektorju

&(50) x n(s0) = ((s0). Krivulji v r(sp) najbolj prilega ravnina z enacbo

C(s0) - (r(s) = r(s0)) = 0.

Definicija 39 Ravnina skozi tocko r(so) in z normalo ((so) se imenuje pritis-

njena ravnina na krivuljo v tocki r(sg). Njena enacba je

C(s0) - (r(s) = r(s0)) = 0.

Oglejmo si to Se v primeru, ko parameter ni naraven parameter. Spomnimo se:

s= [1]i(7)|dr. Od tod % = |#(t)] oz. Li(s) = f(t@) . Torej
&(s0) %(30)
. 1
BARE®)
_ "(to)
7 (to)l|,_,.
/ _ i 7(to) ﬁ
o= (er)
_ P(to)|7(to)| — #(to) Z 17 (to)| 1
|7 (t0)[? |7 (to)|

Vektor £(sg) x n(so) je torej kolinearen vektorju

f%>x<ﬂmvmn—mm%wm» ! )Zmef%)

|7 (to)[? |7 (to)| [F(to)l*

t.j.
f‘(to) X ’F(fo)

|T(t0)|2 H T(fo) X ’f’(to),
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torej je vektor binormale

Enacba pritisnjene ravnine je tako

(R —r(to)) - (7(to) x #(to)) =0,

t.j.

[R - T(to),f‘(to),f(fo)] =0.

4.1.7 Ukrivljenost krivulj

Pri ravninskih krivuljah je ukrivljenost kotna hitrost tangente, ¢e po krivulji
potujemo s hitrostjo 1. Naj bo t — ¢(t) taka gladka vektorska funkcija, da je
le(t)] = 1. Torej je c(t) - c(t) = 1 in od tod é(t) - ¢(t) + c(t) - &(t) = 0, t.j.
é(t) - e(t) = 0. Ceje é(t) # 0, je é(t) L ¢(t). Vemo: kotna hitrost = obodna

hitrost / polmer, torej @ = |¢(t)]-
&(t)
w(t) et
1
0

Slika 4.4: Ukrivljenost je kotna hitrost tangente.

Torej je za splosno gladko vektorsko funkcijo ¢ — g(t) skalarna kotna hitrost
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(okoli 0) enaka

_|d (s
<0 = <|g<t>|>’
o [l9DIa(0) — 4582 4(0)
|

g9(®)?

lg(®)Pg(t) — (9(t) - 4(1))g(t)
olk

J (la)Pg(t) = (9(t) - 3(6)9®) - (I9()29(8) = (9(t) - (1)) 9(1))
oLk

wg 413012 = (9(t) - 9() lg(0)]2

Igltl6

wg 21512 — (9(1) - (1))
|9 (t)[* '

(%) upostevamo

in

Spomnimo se (A x B) - (C x D) = (A-C)(B-D) — (A-D)(B-C) torej (g(t) x

g(t)) ) (g(t) X g(t)) =19()|*g(t)]* — (g(t) -g(t))2 in zato

_ lgt) x g(0)]
w®F

Definicija 40 Vektorska kotna hitrost vektorske funkcije t — g(t) okoli 0

je
o) % 9(0)]
“0 =" 0r

Skalarna kotna hitrost pa je
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Pri ravninskih krivuljah definiramo ukrivljenost kot skalarno kotno hitrost smeri

krivinski polmer pa kot polmer R tistega kroga, da bo obodna hitrost pri tej

tangente, torej kot

() x i‘(t)‘
HOITE

kotni hitrosti enaka 1, t.j. w(t) - R(t) = 1, torej

Definicija 41 Fleksijska ukrivljenost ali upognjenost K krivulje L z enacbo
r =r(t) v tocki r(to) je skalarna kotna hitrost enotskega vektorja v smeri tan-

gente, ¢e potujemo po L s hitrostjo 1, t.j. |£'(s)]

Vektorska kotna hitrost pa je tedaj € x & =& x Kn = K(.
Trditev 12 ( = konst. < L je ravninska krivulja.

Dokaz: Naj bo ( = ¢ in s naravni parameter. Tedaj (r-¢) =71 -c+r-0 =
v c=¢-c=€&-(=01inod tod r-c = b, b fiksen skalar, kar pa pomeni, da r

lezi ve cas v isti ravnini (r — ) - ¢ = 0. O

Oglejmo si Se vektorsko kotno hitrost za ¢,
w=(¢x(

=Exn)xE xn+&xn)

© (e xn) x (€ xn)

(x) n=2¢/¢|, ¢ = Knin zato £ xn =0,
(xx) ¢ L € in zato ¢- & =0.
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Definicija 42 Torzijska ukrivljenost ali zvitost krivulje L v tocki r(s) je

Opomba: To je ,predznacena” skalarna kotna hitrost binormale ¢, ¢e po L po-
tujemo s hitrostjo 1. Ce je ¢ -1/ > 0, se ¢ vrti okoli £ v pozitivno smer, sicer pa

v negativni.

Opomba: K in w sta geometrijski kolic¢ini, odvisni samo od tocke na krivulji

(tiru), ni¢ pa od parametrizacije.

Zgled: Naj bo r(t) = (acost,asint,bt), a,b > 0, t.j. vijacnica.

z

-
2ot —

Slika 4.5: Vijac¢nica.
Uvedemo naravni parameter
s(t) = /Ot V() - r(T)dr
= /Ot V() +y(r) + 2(r)dr

¢
= / \/a2 sin® 7 + a2 cos? T + b2dr
0

t
= / v a2 + b%dr
0

= ct.
Torej s = ct oz. t = 2. Reparametriziramo r = (acos 2, asin 2,02). Torej
£(s) =1'(s)

= L(—asin,acos £,b)
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¢'(s) = 1(—asin2,acos 2,b)

T ¢

==(—%cos2,—2sin£,0)
c C c (& c

= —%(cos £,sin 2,0)

n(s) = (—cos 2, —sin 2,0)

n'(s) = %(sin 2, —cos2,0)

((s) = &(s) x n(s)

Izrek 33 naj bo £ krivulja razreda C3, parametrizirana z naravnim parametrom.

V wsaki tocki, kjer £’ # 0, veljajo t.i. Frenetove formule

¢ =Kn
n =—-K&+w(
¢'=—wn

Pri tem je
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Opomba: Frenetove formule v matri¢ni obliki

4.2 Ploskve v prostoru

Ogledali si bomo gladke ploskve v prostoru.

4.2.1 Podajanje ploskev
Eksplicitna oblika

Eksplicitno podana ploskev je ploskev, zapisana kot graf funkcije. Naj bo D
obmo¢je (odprta in povezana mnozica) v ravnini. Naj bo f neka gladka funkcija

na obmocju D. Tedaj je graf funkcije f, t.j. mnozica

§= {(x,y,f(x,y)) : (xvy) € D}

neka ploskev v prostoru, slika[[.5l Pravimo, da je taka ploskev dana eksplicitno.

Opomba: Podobno; ¢e je D obmocje v yz-ravnini in x = ¢(y, 2), je S1 =
{(9(y,2),y,2) : (y,2) € D1} oziroma, e je Dy obmotje v zz-ravnini in y =

h(z,z), je So = {(z, h(z, 2),2) : (y,2) € D2}

Zgled: Naj bo z = \/4 — 22 —y2, D = {(z,y) : 22 + y* < 4}. Graf je zgornja
polsfera nad D. Vse te tocke lezijo na sferi s sredis¢em v koordinatnem izhodis¢u

in polmerom 2. O

Implicitna oblika

Naj bo G obmo¢je v prostoru in naj bo (x,y, z) — f(z,y, z) gladka funkcija na
D. Naj bo M = {(z,y,2) : f(z,y,2z) = 0}, t.j. mnozica nicel in naj za vsak
(%0,%0, 20) € M velja se (5L (0,0, 20), %(l’o,yo,zo)» 9L (w0, Y0, 20)) # 0. Tedaj

lahko v okolici vsake take tocke izrazimo koscek ploskve M v eksplicitni obliki.
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Vemo, ¢e je npr. %(zo,yo,zo) #0 (in f(xo0,Y0,20) = 0), tedaj lahko v okolici
tocke (20, Yo, 20) enacbo f(xo,yo,20) = 0 razresimo na z, t.j. f(xo,yo,20) = 0
blizu (x0, Yo, z0) pomeni isto kot z = (z,y) za neko gladko funkcijo ¢, defini-
rano v okolici to¢ke (zg,yp). V tem primeru je M gladka ploskev, ki je dana

implicitno.

Zgled: Naj bo f(x,y,2) = 22+ y? + 22 — 4. Torej je
M ={(z,y,2) : f(z,y,2) =0}

sfera s sredis¢em v koordinatnem izhodisc¢u in polmerom 2. Tedaj je

of of of
oo, Loy =2
Ox - oy Y, N
in zato (%, g—i, %) = (2z,2y,2z) # 0 povsod na M (0 le v tocki (0,0,0) ¢ M).

Slika 4.6: Sfera.

V tocki A lahko ploskev lokalno zapisemo kot z = z(z,y), * = z(y,2) in

y=yl(z,2). %

Parametri¢cna oblika

Zacnimo s primerom: Fiksirajmo Ry in si oglejmo tocke v prosoru, za katere
je x = Rpcosvcosyp, y = RygcosUsing, z = Rysind, kjer je 0 < ¢ < 27 in
-5 < ¥ < %. Ko (p,9) pretece [0,27] x [-F, 5], tedaj (z,y, z) pretece sfero.
Pravimo, da je sfera podana parametricno. Parametra sta ¢, 9. V primeru, ko
je sfera zemljino povrsje, sta to zemljepisna dolzina in zemljepisna Sirina.

Naj bo D C R? odprta mnozica in F : D — R3 preslikava, F € C, t.j.

F(u,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v)).
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Vemo: ¢e je za nek (ug,vp) € D

oz O

ou  Ov
vang(dF)(uo, vo) = rang |20 2 | (up,vp) = 2,

9z 0z

ou ov

torej maksimalen, je tedaj za neko okolico U tocke (ug,vo),
FU) = {(z(u,v), y(u,v), 2(u,v)) : (u,v) €U}

gladka ploskev v prostoru. Res, ¢e je npr.

g_i(I07y0720) g_z(x()vy()vzo) #0
b)
% (20,90, 20) (0,70, 20)

tedaj vemo, da sistem x = x(u,v), y = y(u,v) lahko razresimo na u in v kot
funkciji spremenljivk « in y v okolici tocke (zo, yo) = ((uo,vo), y(uo, vo)). Torej
x = z(u,v), y = y(u,v) je isto kot u = @(x,y) in v = P(z,y). Od tod sledi
z=z(u,v) = z(p(z,y),¥(z,y)) = g(x,y). Torej je mnozica {(z(u,v),y(u,v)) :
(u,v) € U} res koscek gladke ploskve. To velja lokalno. Globalno velja tako,
kot pri krivuljah.

Naj bo D omejeno obmoéje v uv-ravnini in naj bo F : D =% R3 injektivna
preslikava razreda C!(D), za katero je rang(dF)(u,v) = 2, t.j. maksimalen za

(u,v) € D. Tedaj je

S =F(D) ={F(u,v) : (u,v) € D}
ploskev v prostoru, ki je podana parametricno. Preslikava F' se imenuje regu-
larna parametrizacija ploskve S. Pisemo tudi r = F(u,v) ali r = r(u,v). u in

v imenujemo krivocrtni koordinati na ploskvi (u in v sta parametra). Obicajno

predpostavimo, da je parametrizacija regularna.

Zgled: Podana je sfera v parametric¢ni obliki:
x = Ry cosv cosp
y = Rocosysinp

z = Rgsin 1y,
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kjer

0<p<2m

™ ™
—— <Y< =
2 2

Regularna parametrizacija sfere je

F:(¥,¢)— (Rycosv cosp, Rycosvsin g, Rysind).

4.3 Koordinatne krivulje

Koordinatne krivulje ba parametri¢no podani ploskvi r = r(u,v), (u,v) € D so

krivulje u = konst. ali v = konst., torej krivulje

v 1r(u,v) zawu fiksen

u— r(u,v) za v fiksen.

Na obi¢ajno dani sferi so to vzporedniki in poldnevniki.
Naj bo r = r(u,v) regularna parametrizacija ploskve S, (u,v) € D. Naj bo

To = (20, Yo, 20) = (o, vo) tocka na S. Koordinatni krivulji skozi to tocko sta

t— r(ug,t) = (x(uo, t), y(uo,t), z(uo, t))

t—r(t,vg) = (:E(t, vo),y(t,vo), 2(t, vo)).

4.4 Tangentna ravnina, normala na ploskev

Tangentna vektorja v tocki Tp sta

d [0z dy 0z
[ET(UOJ)} . = (@(Uo,vo), %(UO,UO), %(UOaUO))

d [0 y 0z
{aT(tv’Uo)} . = <%(Uo,vo), %(Uo,vo), %(UOJ)O)) .

Pogoj, da je rang(dF)(ug,v9) = 2, pomeni, da je rang matrike

%(UO,UO) g—‘z(uo,vo) g—z(uo,’vo)
rang )

a0 (0, v0) %(UOWO) 32 (ug,vo)

=2

ng

3
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torej sta vrstici linearno neodvisni. Torej tangetna vektorja sta oba # 0 in
razpenjata ravnino. To pa je ravno tangentni prostor S v tocki 7. Oznacili
ga bomo s Tr(S). Tangentna ravnina na S v T pa je ravnina skozi T, ki je
vzporedna Trp(S).

Normalni vektor tangentne ravnine v tocki Ty = (zg, Yo, 2z0) = 7(ug,vo) je

ox 9y 0Oz _ (0x Oy 9z

n = 7y (uo, v0) X 1y (uo,v0), Kjer je r, = (5, 52, 52) in ry = (5v, 52, 52)-

Enacba tangentne ravnine na S skozi Ty je
[R — Ro, ru(uo, v0), v (to, vo)] = 0,

kjer je R poljubna tocka na tangentni ravnini. To sledi iz (R — Rg)-n = 0.
Enacba normale na S skozi tocko Ty, t.j. premico skozi Ty, ki je pravokotna

na tangentno ravnino na S skozi Tp, je
R:R0+>\(TU(U0,U0) XTU(U(),U())), ()\GIR)

Naj bo S dana eksplicitno, torej npr. z = z(z,y), (z,y) € D C R2.
prepiSemo v parametricno obliko tako, da sta parametra kar x in y. Torej
r=ug,y=yinz=z(z,y). V tocki Ty = (20,0, z0(z0,Y0)) je

0z

Tm(a:h?yo) = (17 07 %(x()vyo))

0z

Ty(:E07y0) - (07 17 8_y(x07y0))'

Torej je

Ty XTy =11 0 P

. w1 Oz s Oz
kjer smo oznacili 3= = p in o, = ¢

Torej je enacba tangentne ravnine

in enacba normale

R= RO + )‘(p7q7 _1)
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Kako pa bi izracunali tangentno ravnino, ce je ploskev S podana implicitno,
torej S = {(x,y,2) C R : f(z,y,2) = 0}. Naj bo (z0,v0,20) € S, vsaj
en parcialen odvod funkcije f v tocki (zo,yo,20) razlicen od 0 in naj bo =,
v(t) = (x(t),y(t), 2(t)) neka C* pot na ploskvi S tako, da je vo = (0,0, 20),
teZ CR.

f(z(t),y(t),z(t)) =0 < ~lezi na ploskvi S.

Odvajamo po parametru ¢ in vstavimo ¢ = 0:

of

. 0 ) 0 .
%(x07y072:0)x(0) + 8—5(560,3/0720)9(0) + 8—£($0ay07zo)2(0) =0,

torej (grad f)(zo, yo, 20)-7(0) = 0, kjer smo z ¥(0) = (#(0),5(0), 2(0)) tangentni
vektor poti 7 pri vrednosti parametra ¢t = 0. Vidimo, da je gradient funkcije
f pravokoten na tangentni vektor poti v na ploskvi S, ki gre pri vrednosti

parametra t = 0 skozi tocko (xo, Yo, 20)-

(grad f)(xo, yo, 20)

Slika 4.7: Pot v na ploskvi S.

Smeri 4(0) za vse take poti v opisejo vso tangento ravnino v tej tocki. Gra-

dient je torej normalni vektor ploskve S v tocki (xq, Yo, 20)-

Enacba tangentne ravnine je tako

(R = Ro) - (grad f)(zo, Yo, 20) = 0,

kjer je R = (X,Y, Z) tocka na tangentni ravnini, ena¢ba normale na tangentno

ravnino pa

R = Ry + Agrad f)(zo, Yo, 20)-
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4.5 Merjenje na ploskvi

4.6 Dolzine krivulj na ploskvi

Naj bo a, a(t) = (u(t),v(t)), pot v D, t € T C R in naj bo r regularna

parametrizacija, r(u(t),v(t)) = r(a(t)) =: A(¢).

(’U?v v) .
a(t)/}d(t) H

D C R?

v

SCcR?

Slika 4.8: Regularna parametrizacija poti a.

Obratno: vsaka pot A, A(t) € S C R?, je take oblike, da je a(t) = r~(\(t)) €
D C R2. Pisimo: A(t) = r(u(t),v(t)) = ((t),y(t), 2(t)), kjer je t € T = [a,b] C

R. Dolzina poti A je:

() = / VO + 90 + 20 dt

b .
_ / A(H)|dt

V naSem primeru je

in
MO = (rute+ r00) - (ratt + rot)
= (P - T0)U% + 2(ry 1) U0 F (1 - 7 )02
Standardne oznake:
E(u,v) =1y - 1o = |7u]?
F(u,v) =1y -1y

G(u,v) =1y -1y = |7“v|2
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Funkcije E, F, G so odvisne le od parametrizacije in ni¢ od poti. Torej

b
0\ = / VEW? + 2Fab + Fo2dt.

Definicija 43 Kwvadraticna forma
& = (4,9) — B + 2Fu + Fo? = |\(t)|?

se imenuje prva fundamentalna forma ploskve. Matrika prve fundamen-

talne forme je
E F

Fr G

Naj bo & = (i, 0). Tedaj je (Hc)- & prva fundamentalna forma ploskve. Tej

formi pripada bilinearna forma z isto matriko.

v

a
a2
Qo
aq

Slika 4.9: 777.
Torej
(Hdn) - do = A1 - Ag;

pri tem pomeni operacija - na levi skalarni produkt v R?, na desni pa skalarni

produkt v R3. Poglejmo si e

. Ao Ao

cos () = 5
(Hdvy) - do '
JHon) - ar/(Hda) - o

Zgled: Sfera S = {(x,y,2) : 22 + y* + 2? = 1}. Parametrizacija r,

r(p, ) = (cos ¥ cos p, cos Y, sin p, sin 1¥)

je regularna na obmocju, kjer je —3 <9 <

NE]
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NE]

Slika 4.10: Na zgornjem in spodnjem robu parametrizacija ni regularna.

Tako je

r, = (—cosVsin ¢, cos ) cos ¢, 0)

ry = (—sinv cos ¢, — sin ¥ sin @, cos V)
in

_ 2
E=r, -r,=cos"?
F=ry,-r9y=0

G=ry-ry9g=1.
Prva fundamentalna forma na sferi je
E@? + 2F @0 + GU? = cos® 099 + 9.
Zgornje zapisano z diferenciali (v splosnem)
ds? = Edu® + 2Fdudv + Gdv?,

in na sferi

ds* = cos® V(dp)? + (d9)*.

4.6.1 Povrsina ploskve

Naj bo r = r(u, v) regularna parametrizacija ploskve S.

165



166 POGLAVJE 4. KRIVULJNI IN PLOSKOVNI INTEGRAL

(5 + Av) (u + A, v + Av)
Av{ I A
(u,v) (u + A, v)
D C R?
—— U

Slika 4.11: Povrsina ploskve.

V obmoc¢ju D vzamemo pravokotnik A z ogliscéi (u,v), (u + Au), (u,v + A)
in (u+ A,v+ A). Pravokotnik A se preslika v ,krivoértni” paralelogram r(.A)

na ploskvi S. Stranice tega paralelograma so torej:

r(u+ Au,v) — r(u,v) & ry(u,v)Au

r(u,v 4+ Av) — r(u,v) = r,(u,v)Av.
Povrsina krivocrtnega paralelograma r(.A) je priblizno enaka

P(r(A)) = [ruAu x 7, Av|

= |ry X ry| AuAu.
—
pl(A)

Pisemo
Tu X Tpl? = (ru X 1) - (Ty X 1)
= (ru . Tu)(r'u . Tv) - (ru . TU)Q
= EG - F?

=det H,

kjer je H matrika prve fundamentalne forme.

Povrsina celotnega obmoéja r(D) = S je priblizno enaka

kjer so A; pravokotniki iz obmoéja D tako, da U} ; A; = D. Torej

n

P(S)~> VEG - F?

i=1

pl(Ai),

(wisvi)
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kjer (u;,v;) € A;. Zgornje je ravno Riemannova vsota. V limiti dobimo
P(S) = // V EG — F2dudv.
D

Opomba: Zgornji integral za P(S) je neodvisen od izbire parametrizacije. Odvisen

je le od izbire ploskve. Vzemimo npr. dve paraetrizaciji

S=f(D), (u,v)eD
S=yg(A), (o,7)€A.

Naj bosta f in g regularni parametrizaciji ploskve §. Od tod sledi, da obstaja

difeomorfizem h : A — D tako, da je g = f o h oziroma h = f~! o g. Dobimo

Jo = fuud + fvvcr

9r = quT + fva
in

9o X gr = (futle + fovs) X (fuur + fovr)

= (fu X fv)(uavr - UUUT).

Od tod sledi

Uy Ur
190 % gr| = |fu % fol |
Vo Vs

——
det Jh

Po formuli za substitucijo velja:

//|g,, % grldodr — //|fu « f,| | det Jhldodr
D A
://|fu X foldudv.
D

Zgled: Izracunajmo povrsino krogle. Regularna parametrizacija

r(p, ) = (acospcost, asing cosd, asin p)

pel0,2m), I[-%, %]
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Torej
22
E=r,-r,=a"cos* v
F=r,-r9=0
G:m~w:a2,
in

}%:/ VEG — F2dypdy

D

() ker je 9[—%, 5]

Zgled: Ploskev je podana eksplicitno: z = f(x,y), (z,y) € D. Spremenljivki

in y sta parametra,

T=ux
y=1y
z = f(z,y),
torej r(z,y) = (z,y, f(z,y)).
Te = (1707f£€)

ry = (0,1, fy),
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E:rm~7'z:1+(fm)2
F=ry-ry=fofy

G:ry'Ty:1+(fy)2

EG—F* = (1+ (f)2) (1 + (£,)?) — fufy

in kon¢no

P= [[ 14+ 1)y,
D
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Poglavje 5

Vektorska analiza

5.1 Vektorske diferencialne operacije

Naj bodo 1, J, k bazni vektorji v R3. Za ortonormirano bazo {;, 7. E} velja:

—

o~

P =T k=] k=0

in

—_

il = 151 = [k| =
Pravimo, da je (urejena) ortonormirana baza {Z, j, E} pozitivno orientirana, ce
je
k=ix7j
in negativno orientirana, ce je
k=—ixj.
Za poljubno bazo {p, 7,7} v R? pravimo, da je pozitivno (negativno) orientirana
natanko tedaj ko je [p,q,7] > 0 ([P, ¢, 7] <0), t.j. ¢e je mesani produkt 7, q, 7]

pozitiven (negativen).

Definicija 44 Naj bo U € R3 odprta mnozica. Zvezno funkcijo f : U — R
imenujemo skalarno polje, zvezno preslikavo F:U—R3 pa imenujemo vek-

torsko polje.

171
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Opomba: Primer skalarnega polja je porazdelitev temperature v telesu,
primer vektorskega polja pa je polje hitrosti gibanja delckov tekoc¢ine v dolo¢enem

trenutku.

5.1.1 Izrazanje polj v bazi

Naj bo {€1, €5, €3} neka ortonormirana baza v R®. Skalarno polje f je tedaj

funkcija treh spremenljivk z;, z9, z3, torej
f(z1€1 + w282 + 23€3) = (71, T2, 73).

Opomba: Jasno je, da je funkcija ¢ odvisna od izbire baze {€1, €3, €3}.

Za vektorsko polje F dobimo

—

F(x1€1 4 29€5 + x3€3) = Fi(x1€] + 2262 + x3€3)€1+
+ Fg(x1€1 + xofs + $3€3)€2+
+ F3(x1€1 + xo€s + 26353)53

= (p1(1, w2, w3), P2 (@1, T2, T3), P31, T2, 3))

Opomba: Jasno je, da so funkcije ¢1, 2, 3 odvisne od izbire baze {€1, €3, €3}.

5.1.2 Nivojske ploskve skalarnega polja

Nivojske ploskve skalarnega polja so ploskve na katerih ima skalarno polje

konstantno vrednost. Pravimo jim tudi ekvipotencialne ploskve, t.j.
M. ={T eU: f(T)=rc},
kjer je ¢ neka konstanta. Mnozica M, je ,prava ploskev” (dvodimenzionalna

mnogoterost), ¢e je (Df)(T) # 0 za vsako tocko T' € M.

5.1.3 Odvod skalarnega polja v dani smeri

Naj bo f : U — R gladko skalarno polje, Ty € U in 7i € R? enotski vektor.
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Slika 5.1: Odvod skalarnega polja v smeri vektorja 7.

Odvod polja f v tocki Ty v smeri vektorja 71 je

(T, 1) — (7T, d
;ii%f( (To) + )\) f(F(Th)) :ﬁ[f(F(TO)jL)\ﬁ)}

in ga oznacimo z

df

o —=(To).

—

Ce df /dii(Tp) izracunamo v kartezijevih koordinatah, #(Tp) = (z0, %0, 20), I =

(nx7 nya nz), dObimO

d d
di(T) d)\(f(xo+)\nz,y0+)\ny,zo—|—)\nz))|>\ 0
8 0 0
Opazimo, da velja
d 0 0
1) = (5. o, i) -

Vektor (%(Tg), 3y (To), ;(T0)> imenujemo gradient skalarnega polja f v

tocki Ty in piSemo
(grad f)(To).

Opomba: Gradient torej naredi iz skalarnega polja f vektorsko polje grad f.

Smerni odvod je torej

df

2 (Ty) = (grad f)(To) - 7

Opomba: Iz te formule se jasno vidi, da je smerni odvod najvecji v smeri gra-

dienta.
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Opomba: Parcialni odovodi funkcije f so primeri smernih odvodov

of _ df of _ df of _ df

dr  dey’ oy déy’ 8z des’

Iz poglavja o ploskvah vemo: ¢e je (grad f)(Ty) # 0, tedaj je (grad f)(Tp)
pravokoten na nivojsko ploskev skozi tocko Ty, {T' € U : f(T) = f(To)}. Torej
je narascanje f najvecje v smeri pravokotno na ploskev. Z drugimi besedami, ¢e
je (grad f)(Tp) # 0, potem enacba (grad f)(Ty) - = 0 dolo¢a tangentno ravnino
skozi Ty v R3, slika

(grad f)(To)

tangentna ravnin

To

Slika 5.2: Narascanje f je najvecje v smeri pravokotno na ploskev

Opomba: Vidimo, da je (grad f)(Tp) tisti vektor, za katerega velja
(Df)(To) - 7i = (grad f)(To) - 7.

Definicija 45 Operator nabla ¥V je diferencialni operator, ki ima glede na

kanonicno bazo {€1, €&, €3} prostora R3 obliko

0o 0 0
V= (a—a—ya—)
0 0

= —¢€] + =€ + —¢3.
Bxel 6y62 Bzeg

Opomba: Iz zgornjega sledi grad f = V f.
S pomocjo operatorja V definiramo Se dve operaciji na vektorskih poljih.

5.1.4 Divergenca vektorskega polja

Naj bo F : U — R3 gladko vektorsko polje in pisimo

ﬁ($7y7z) = (P(x,y,z),Q(w,y,z),R(m,y,z)).
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Divergenca vektorskega polja F v tocki Ty = (0, Y0, 20) je skalar (div ﬁ)(To),
podan kot
(div F)(To) = (V- F)(To)

— < 0 9 9 ) - (P(Ty), Q(To), R(Tv))

0z’ Ay’ 9z
P aQ OR
= %(To) + 8_y(TO) + E(TO)-

Opomba: Lahko se prepricamo, da je divergenca dolo¢ena z F in ni odvisna od

izbire baze.

Opomba: Divergenca torej naredi iz vektorskega polja F' skalarno polje div F.

5.1.5 Rotor vektorskega polja

Naj bo, kot prej, F gladko vektorsko polje na U. Rotor vektorskega polja Fv

tocki Ty je vektor (rot F)(Tp), podan kot

(rot F)(Ty) = (V x F)(Tp)

-
0 a 0

=2z 2y 2 (Tv)
P @ R

_ (6R 00 . op OR _ 0Q oP

- (S - G2, S - S, G2y - o).

Opomba: Rotor torej naredi iz vektorskega polja F vektorsko polje rot F.

Opomba: Vse tri operacije grad f, div ﬁ, rot F so neodvisne od izbire baze.

Izrek 34 Ce je f skalarno polje razreda C? na nekem obmocju D C R?, tedaj
je
rot(grad f) = 0.

Ce je F vektorsko polje razreda C? na nekem obmocju D C R?, tedaj je

div(rot ) = 0.
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Kratko zapisano; za gladka polja je
rot o grad = 0

m

divorot = 0.

Dokaz: Naj bo u skalarno polje,

radu = % @ %
sract=\oz 0y 92 )"
tedaj je
i ]k
o o9 0
rot(gradu) = o9r 0y 0-
ou ou ou
Ooxr Oy 0z

B ( 0%u B u  0*u B u  0%u B 0%u )
Oydz 020y’ 020x  Oxdz’ Oxdy  Oydx )’
Ker so mesani odvodi zvezni, niso odvisni od vrstnega reda odvajanja. Od tod
sledi
rot(gradu) = (0,0, 0).

Naj bo F= (P, Q, R) vektorsko polje,

Oy 0z 0z 0Ox’ dx Oy

tedaj je

ot = O (R _9QY 0 (0P ORY 0 (00 0P
div(rot F) = Ox (8y 82) i dy (3z 8x) i 0z (81: 8y)

_ PR 2Q ®P ¥R _0Q 0P
© 0xdy  0xdz  Oydz Oydxr  0z20x 020y

Ker so mesani odvodi zvezni, niso odvisni od vrstnega reda odvajanja. Od tod
sledi
div(rot F) = 0.
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Opomba: Enakosti rot(gradu) = 0 in div(rot F) = 0, ki veljata za f € C2(D) in

Fe C%(D), si lazje zapomnimo, ¢e ju zapiSemo z operatorjem V, torej

rot(gradu) = V x Vu

0]

in
div(rot F) = V- (V x F)
=[V,V,F]

0.

Opomba: Oglejmo si Se operator div o grad.

. . (0 0 0
div(grad) = div (%, 9 &)

0 0 0 [0 o [0
—a—x(%>+a—y(a—y)+a—<a—>
_82u 9%u  O%u
=92 "o T o

0? 0? 0?
B (a— T a—>
Operator divograd imenujemo Laplaceov diferencialni operator. Stan-

dardna oznaka zanj je

div(grad) = A.

Opomba: Ce zgornjo enakost zapisemo z operatorjem V, dobimo tudi pogosto
oznako

A = div(grad) = V-V = V2
Definicija 46 Funkcija g je harmoniéna, ce je Ag = 0.
Definicija 47 Gladko vektorsko polje F na obmocju D C R3 je:

(a) potencialno ali konzervativno, c¢e obstaja skalarno polje u, da je

—

F = grad u.

Ce je F potencialno polje, imenujemo funkcijo u potencial tega polja.
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(b) irotacionalno ali nevrtinéno, ce je

rotﬁ =0.

(¢) solenoidalno, ce je

Diskusija: Zgoraj smo videli
(i) rotograd =0
(77) divorot =0,
£.j.
(i) ceje F potencialno polje (ﬁ = gradu), tedaj je rot £ = 0.
(ii) ¢e je F =rot @G, je divF = 0.
Pomembno vprasanje je ali velja obrat, t.j.

6), ali obstaja tak potencial

(i) ¢e je vektorsko polje F nevrtinéno (rot F

u, da je F potencialno vektorsko polje (13 gradu)?

(ii) ¢e je F solenoidalno vektorsko polje (div F' = 0), ali obstaja tako vektorsko

polje G, da je F =10t G?

Odgovor je v splosnem ne in je odvisen od obmocja na katerem je F definirana.

Na zvezdastih obmocjih pa velja obrat tudi v splosnem.

Definicija 48 Odprto povezano obmocje U je zvezdasto, ce obstaja tocka Ty €

U, da je za vsak T € U vsa daljica ToT vsobovana v U.

Slika 5.3: Slika zvezdastega obmocja
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Izrek 35 Naj bo U zvezdasto obmocje in naj bo F wektorsko polje razreda C!
nalU.

(a) ce je rot £ = 0, tedaj je F potencialno polje na U, torej obstaja p, t.j.

skalarno polje razreda C? na U, da je F = grad ¢.

(b) ce je divF = 0, tedaj obstaja G, t.j. vektorsko polje razreda C? na U, da
je F =rotG.

Dokaz: Privzemimo, da je Ty € U v koordinatnem izhodis¢u, sicer naredimo
translacijo. Naj bo F = (A, B, C).
(a) Predpostavimo, da je rot F =0, t.j

L 9C_0B 0A_sc op_oa
dy 0z 9z Oz’ 0Oz Oy

povsod na U. Definiramo za 7= (x,y, 2) € U
1
o(F) : = / (A(tP)z + B(tF)y + C(t7)z)dt
0
1
= / (A(tz, ty, tz)z + B(tx, ty, tz)y + C(tx, ty, tz)z)dt.
0

To je dobro definirano, saj je cela daljica s krajiséema (0,0,0) in (z,y,2) v

nasem Y. Izra¢unajmo

1
8—%7(7_") = / i(A(tgc, ty, tz)x + Bt ty, tz)y + C(tw, ty, t2)z)dt
ax 0 al’
1
:/ (A(tx,tyjz) + %(tx,ty,tz)tx—i—
0 al’

+6—B(t ty, t2)t +@(t ty,tz)tz |dt
az x7y7zy az xa/!/?Z z

1
*) 0A 0A 0A
_/0 <A+t<xax+yay+zaz dt

td
:/O E(tA(tx,ty,tz))dt

t=1

= [tA(tx, ty, tz)]t:O

= A(z,y, 2).

Podobno pokazemo
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(b) Predpostavimo div F = 0, t.j.

or oy 0z

Definiramo

1 1 1
a(r) ::/0 tA(tr)dt, B(F) ::/0 tB(tr)dt, ~(7) ::/0 tC(tr)dt

in

= (28 —yv, 2y — zo, yo — ).

Izracunamo
i j k
0 0 0
rot G = % a—y &

2B —yy xy—za ya—af

in si najprej ogledamo rot G - i t.j. prvo komponento vektorskega polja rot G.

- Oa 0B oy Oa
rotG-i =« +y6y 6—y—x&+a+z$

—2a—x<aﬁ+@> 8_05 O

oy 0z 4 dy + “oz
(%) Oa da Oa

=" 2q — —
+xa +y6y+8z

1 1
= 2/ tA(tx, ty, tz)dt + xﬁ tA(tx, ty, tz)dt+
0 9z Jo

1 1
+ yi / tA(tz, ty, tz)dt + z2 / tA(tz, ty, tz)dt
9y Jo 0

0z
0A 8A> gt

L HA
= 2A + t2x tPy— + 22
/0 < trey TV, T,

1
= / 4 (P A(tw, ty, tz))dt

t=1

= [P A(tz, ty, t2)] —o

= A(z,y, 2)

Podobno pokazemo e rot G - j = B(x,y,z) in rot G - k= C(z,y,2), tore] F =

rotG.

O
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5.2 Krivuljni integrali

5.2.1 Integral skalarne funkcije

Motiv je npr. izracun mase krivulje, za katero je dana dolzinska gostota. Naj
bo L gladek lok, f gostota, f zvezna funkcija na L. Priblizek za maso dobimo
tako, da lok £ razdelimo na ,podloke” L, Ls, ..., L, in predpostavimo, da je

gostota v posameznem ,,podloku” konstantna.

Slika 5.4: Delitev loka £

Priblizek za maso loka L je tako
m(L) ~ f(T1)L(L1) + f(T2)L(L2) + ... + f(Tn)L(Ln),

pri ¢emer je z L(L;) oznatena dolzina i-tega loka. V limiti, ko gre dolzina

najdaljsega delcka loka proti 0, dobimo

Izracun: Naj bo a < ¢t < f§, t — 7(t) regularna parametrizacija. Naj bo

a=tg<t1 <...<tp,=p0t_1<&<t;,1<i<n,r(t)=T; Dolzina i-tega

delcka loka je
ti .
Le) = [ folar
ti—1

~ [F(&)|(t — tiz1).

Priblizek za maso loka L je tako
m(L) =Y f(x(&),y(&), 2(6)) [P (8 — ti-a),
i=1

kar je Riemannova vsota za zgornjo izbiro delitvenih tock in izbire &;. V limiti,

ko gre dolzina najdaljSega ,,podloka” proti 0, dobimo

B .
m(L) = / F (), y(0), 2(0)) (0.
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Definicija 49 Zgornjo limito m(L) imenujemo krivuljni integral skalarne

funkcije [ po loku L, torej

ko gre dolZina najdaljsega delcka krivulje proti 0, in ga oznacimo z

/,; fds,

/£de —1im > F(TL(L)
=1

ko gre dolZina najdaljsega delcka krivulje proti 0.

torej

Ce krivuljo parametriziramo, a < t < 3, t — 7(t) regulrana parametrizacija,

B .
/Lfds:/a f(r(t))|r(t)|dt
B
- / F(e(t), y(t), () /EDE + §EE + 2(0)2dt.

Opomba: Za definicijo bi lahko vzeli tudi zadnjo formulo.

tedaj je

Opomba: Zgornji integral je neodvisen od izbire parametrizacije.

Zgled: Izrac¢unaj maso prvega zavoja vijacnice
r=cost, y=sint, z=t, 0<t<2m,

e je njena gostota v tocki (x,y, z) enaka f(z,y,z) = z. Torej
m = / fds
= / )/ (t) + 2(t)2dt
0

2
(;)/ z(t)\/sin2t+cos2t+1dt
0

27
= / V2tdt
0

t2 t=2m
]
2 t=0

= 2272,
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(*) & = —sint, y = cost, Z = 1. O

Opomba: Zgornje racunanje mase pove Se kako bi definirali integral skalarnega
polja vzdolz poti A : [a, B] — U, (A : R — R3, X ima tri komponente),
B .
/}\fds = / FA@)) A ()] de.

5.2.2 Integral vektorske funkcije po usmerjeni poti

Motiv je npr. izrac¢un dela pri premikanju tocke v polju sil. Naj bo F konstantno
vektorsko polje (t.j. v vsaki tocki je sila ista). Pri premiku iz ¥} v 7 opravimo
delo, A=F - (7 — 7).

V splosnem; dana je gladka pot t — g(t), « < t < . Vzdolz tira te poti je
dano vektorsko polje F. (Obicajno bo U odprta mnozica, F zvezno vektorsko
polje na U, tir poti g pa vsebovan v U).

Kako torej izracunati delo pri premiku tocke vzdolz g v polju sil F? Izra¢unajmo
priblizek tako, da tir poti razdelimo na manjse kose: o =ty < t1 < ... <t, = [,
izberemo t; 1 < & < t;, i € {1,2,...,n}. Koscek dela pri premiku od g(t;—1)
do g(t;) je priblizno

ﬁ(ﬁ(é})) (g(t:) = gtizr)),

priblizek za celotno delo pa

Definicija 50 Stevilu

pravimo integral zveznega vektorskega polja F po gladki poti t — §(t),

/ﬁ-dﬁ
g

a<t<pf. Oznacimo ga
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(*) Opomba: Ce je h : [a,b] — [a, 8] difeomorfizem, ki ohranja smer, je

/ﬁ-df:/ﬁ.dﬁ
g v

kjer je ¥(t) = G(h(t)). To je posledica substitucijske formule

/gﬁ P = /jﬁ(g@)) - g(t)dt

F.dr.
:Y‘

Opomba: Integral bi lahko definirali tudi direktno kot limito Riemannovih vsot
Y F(g(&) - (gt:) - §ti-)).
i=1

Opomba: Ce smer gibanja obrnemo, integral spremeni predznak, t.j. ¢e pot

t— g(t), « <t <f, zamenjamo s potjo 7 — g(B —7), 0 <7 < (8 — ).

Zaradi opombe (x) je mogoce definirati integral vektorskega polja po usmer-
jenem loku.

Definirajmo integral vektorskega polja po usmerjenem loku. Naj bo £ us-
merjen gladek lok, t.j. vemo katera tocka je zacetna in katera konéna. Naj bo
F' dano vektorsko polje vzdolz £. Izberimo regularno parametrizacijo t — 7(t),

a <t < f3, nasega loka £, tako da je #(«) zacetna in 7(3) konéna tocka.

Definicija 51 Stevilo

imenujemo integral vektorskega polja F po usmerjenem loku L in ga oznacimo

/ﬁ-dﬁ
L

Opomba: Definicija je dobra, saj je zaradi opombe (*) neodvisna od tega, kaksno

regularno parametrizacijo vzamemo. Pomembno je le, da ohranja smer.
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Zgled: Naj bo L prvi zavoj vijacnice
xr =2cost, y=2sint, z=3t 0<t<2m,

z zacetno tocko (2,0,0) in konéno tocko (2,0, 7). Izracunaj |, f-dF, Xjer je f

vektorsko polje, f(z,vy, z) = (z, 2y, 32).

(—4costsint + 8sint cost + 27t)dt

(4costsint + 27t)dt

9 t2 t=2m
= [—2 cos? t + —]
t=0
5

Opomba: Oznaka: Ce je vektorsko polje 137
Fle,y,2) = (P(e,9,2), Q@ 3, 2), R(w, 3, ),
tedaj [, F - d7 dostikrat zapisemo kot
/L(de + Qdy + Rdz).

Zapis je dober, saj ¢e je x = z(t), y = y(t), z = z(t), @« < t < 3 nasa

parametrizacija, je do = z(t)dt, dy = y(t)dt, dz = 2(t)dt in zato
Pdz + Qdy + Rdz = (Pi(t) + Qy(t) + R:(1))
= F(7(t)) - #(t)dt.
Izracun je tedaj

/ﬁ (Pdz + Qdy + Rdz) = /

«
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5.3 Orientabilnost in orientacija ploskev

Naj bo M gladka ploskev v prostoru. Lokalno je mogoce ploskev vedno zapisati
kot graf, zato ima lokalno taksna ploskev vedno dve strani, slika [5.5l Pravimo,
da ploskev v neki tocki orientiramo, ¢e si izberemo eno od njenih dveh strani,
t.j. Ce si izberemo enega od njenih dveh enotskih normalnih vektorjev v tej

tocki.

Slika 5.5: Normalna enotska vektorja na ploskev

Globalna orientacija ploskve M je konsistentna, t.j. zvezna izbira enot-
skih normalnih vektorjev na vsej ploskvi. Pravimo, da je ploskev orientabilna

(dvostranska), ¢e ji je mogoce dati orientacijo.

—

orientabilna neorientabilna

Slika 5.6: Orientabilna in neorientabilna ploskev

Vsak koscek ploskve, ki ga je mogoce parametrizirati, je vedno orientabilen,

saj lahko zapi§emo 7 = 7(u, v), (u,v) € A, rang7(u,v) = 2. To pomeni, da sta

(oo L (o 0y 0
"=\ Bu ou’ Bu S N N

v vsaki tocki linearno neodvisna. Torej je mogoce vzeti

L Ty X Ty
n= —-—"—"=>-
[T X 7]

za enotski normalni vektor, ki se zvezno spreminja z (u, v).
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Naj bo M orientirana ploskev z robom, ki je iz gladkih lokov. Rob bM
orientiramo skladno z orientacijo ploskve na nacin kot kaze slika [5.71 Torej
orientacijo izberemo tako, da ce sprehajalec, katerega glava kaze v smeri z
orinetacijo ploskve izbrane normale, hodi po robu v tej smeri, vidi ploskev na

svoji levi.

Slika 5.7: Orientacija ploskve je skladna z orientacijo roba

Orientacija ploskve torej inducira orientacijo roba.

Opomba: Ce ploskvi spremenimo orientacijo, se spremeni tudi orientacija

roba ploskve.

5.4 Ploskovni integrali

5.4.1 Integral skalarnega polja po dani ploskvi

Motiv je npr. izracun mase gladke ploskve M, kjer je vzdolz ploskve dana zvezna
ploskovna gostota f. Maso ploskve izracunamo tako, da jo najprej razdelimo
na majhne kose My, Mo, ..., M,. V vsakem kosu izberemo tocko T; € M,;.

Priblizek za maso je

kjer je p(M;) povrsina i-tega koscka ploskve. V limiti, ko gre premer najvecjega

kosa proti 0, dobimo to¢no maso
m(M) =1im »  f(T;)p(M;).
i=1

Definicija 52 Naj bo M omejena gladka ploskev, omejena z gladkimi loki in f
zvezna funkcija na MUDM. Razdelimo M na koncno kosov My, Mo, ... . M,,.
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Izberimo tocko T; € M, i € {1,2,...,n} in tvorimo Riemannovo vsoto

n

kjer je p(M;) povrsina i-tega kosa ploskve M. Limito te vsote, ko gre najvecji od

polmerov ploskvice M; proti 0, imenujemo ploskovni integral (skalarne) funkcije

e

/] gas = nmi FT)pM,),

ko gre najvecji od polmerov M; proti 0.

f po ploskvi M in jo oznacimo z

t.

Opomba: Seveda je definicijo mogoce napraviti za splosne omejene funkcije; Ce
limita obstaja in je neodvisna od izbire tock delitve M in procesa ko gre najvecji
od premerov proti 0, tedaj pravimo, da je f integrabilna in limito imenujemo

ploskovni integral [, fdS.

Izracun, ce je ploskev podana parametri¢no

Naj bo (u,v) € A, (u,v) — 7(u,v) regularna parametrizacija ploskve, 7 gladka
vektorska funkcija na obmodcju A, ki je omejen s konénim stevilom gladkih lokov
in rang (7(u,v)) = 2. Recimo, da je f zvezna na M, kjer je M = {#(u,v) :
(u,v) € A}.

—

Slika 5.8: Ploskev M je podana parametri¢no

Obmocje A razdelimo na pravokotnike. Vzemimo tiste, ki so vsebovani v A;
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A, A, .. A

p(My) = // |7y X 7y |dudv
AV

= / VvV EG — F2dudv
A

V vsakem A; si izberemo tocko (u;,v;). Oznac¢imo s T; tocko 7(u;,v;) na

A; -
(usvi)|  — (g, v;)

Slika 5.9: Toc¢ka (u;,v;) na pravokotniku A; in tocka #(u;, v;) na ploskvici M;

ploskvici M;.

ZapiSemo Riemannovo vsoto:

Z f(T)p(M;) = Z £ (7w, v:) / N VEG — F2dudv.

Pri tem je
/ VEG — F?dudv ~ VEG — F?| _  p(4;),
Ai ’U:’Uil
saj je integrand zvezen. Zato
> HTpMi) =D f (7w, vi)) VEG — F2‘u:ui p(A:),
i=1 i=1 v=0;

kar je priblizna Riemannova vsota za funkcijo
(u,v) — f(7(u,v))VEG — F?
na obmoc¢ju A. V limiti dobimo

// fds = // 7(u,v) mdudv

// 7w, v)) |7y X 7yl dudv.

Opomba: Bolj zapleteno ploskev razdelimo na kose.

Opomba: Integral ni odvisen od orientacije ploskve.
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Opomba: Ce je ploskev dana eksplicitno z = z(z,%), (z,y) € A in je na

ploskvi dana funkcija f, tedaj je

//M fdsz//A f(:c,y,z(x,y))\/lJr <%)2+ (%Z)Zm;,.

Zgled: Integrirajmo funkcijo f, ki je dana s predpisom

f(z,y,2) = wyz

po plascéu stozca 22 = 22 + 92, 0 < z < 2.

Slika 5.10: Stozec

Pri tem je

D= {(z,y): 2* +y* < 4}.

Parametrizirajmo kar z x, y. Torej
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0z\> [0
// de:// f(x,y,\/xQ—l-y?)\/l—i—(—Z) +( z) dady
M 0 dy
) 2
// zy\/x? + 12 \/1—|— N x2zj—y2
:\/5// zy\/ 22 + y2dady
A
(x%) 27 2
= \/5/ dgp/ (13 cos @ sin @) rdr

27 r=2
—\/_/ [ } sin ¢ cos wdp

dxdy

32\/_ 27 )
= ; sin ¢ cos pdp
=0.
(*) oz x in & = L]

ox = o DU ot

(%) vpeljemo polarne koordinate: & = r cos @, y = rsin p, pri cemer ¢ € [0, 27),

€[0,2) O

Zgled: Izracunajmo zgornji integral tako, da isto ploskev parametriziramo na

naslednji nacin:

T = pCcosy,
y = psiny,
z=p,

pri ¢emer ¢ € [0,27) in p € [0,2). Upostevamo

// fds = // #(p, @) |7y x 7'y |dpdep.

Pri tem je

= (pcosp, psing, p)
F(7(p, ) = p® cos psin o
7, = (cos ¢, sing, 1)
Ty = (—psine, pcos,0)
|7y X ol = V2p
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in zato

27 2
//A F( (o, )75 % ﬁoldpdw:/O dsa/O p° cos psin pv/2pdp
r=2

27 p5
\/5/ [E] sin ¢ cos pdp
0

=0
32v/2 /2” ,
= sin ¢ cos pdp
0

=0.

Dobimo enako kot prej, saj integral ni odvisen od izbire regularne parametrizacije.

O

5.4.2 Integral vektorskega polja po orientirani ploskvi

Motiv: Naj bo na obmoéju D C R? dano vektorsko polje F. Mislimo si, da je to
hitrostno polje pri gibanju nestisljive tekocine, ki se s casom ne spreminja. V D
imamo dano Se neko orientirano ploskev M, t.j. predpisani so normalni vektorji
na M, ki se zvezno spreminjajo po vsej ploskvi M, slika (.1Th). Zanima nas
koliko tekocine pretece skozi ploskev M v neki ¢asovni enoti, v smeri predpisane
normale. To bi znali izracunati, ¢e je ploskev M ravna in F konstantno polje,
slika EITb). Naj bo ¥ enotski normalni vektor na ploskev. Pretok je torej
(F - D)p(M).

Slika 5.11: a) Orientirana ploskev M, b) Pretok vektorskega polja F' skozi M

PR
VvV smeri1 vV

V splosnem pa dobimo priblizek takole: Ploskev M razdelimo na koscke
My, Mas, ..., M,. V vsakem koscku M, izberemo tocko T; € M;. Pretok skozi
M je priblizno .

Zﬁ(Ti) - U(T;)p(M;).
i=1
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V limiti, ko gre najvecji premer najvecje ploskvice proti 0, dobimo integral

skalarne funkcije F.i po ploskvi M, torej

// F . i7dS.
M

Opomba: Integral vektorskega polja F po orientirani ploskvi M definiramo
kot limito zgornje vsote, ko gre najvecji premer kosckov proti 0. Dostikrat pa

definiramo z zgornjim izrazom.

Definicija 53 Izraz

// F.vdS
M

imenujemo ploskovni integral vektorskega polja F po orientirani ploskvi M
v smeri predpisane normale U; ali Se krajse: pretok vektorskega polja F skozi M

v smeri V.

Opomba: Vcasih pisemo tudi

// ﬁ-ﬁdszz// F.dS,
M M

kjer je M orientirana ploskev, t.j. vemo kam kaze .

Opomba: Ce ploskvi spremenimo orientacijo, integral spremeni predznak.

Izracun, ¢e je ploskev podana parametri¢no

Naj bo (u,v) € A, (u,v) — 7(u, v) regularna parametrizacija ploskve. Naj bo 7
gladka na A. Preslikava 7 je torej injektivna na A in rang# = 2. Smer normale

v je predpisana. Torej

// ﬁ-d§:// F.vdS
M M

= :I:// ﬁ(F(u,v)) MWH X T |dudv
A

AT
— :I:// [ﬁ(F(um)),Fu,Fv] dudwv,
A

kjer uporabimo znak +, ¢e ima 7, X 7, isto smer kot predpisani 7/, sicer upora-

bimo znak —.
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Opomba: Oznake integralov vektorskih funkcij A = (P, Q, R)

/A~d7?:/Pd:z:+Qdy+Rdz
L L

/ / A-dS = / Pdydz + Qdzdx + Rdzxdy.
M M

Opomba: Vsi integrali po krivuljah in ploskvah imajo obi¢ajne lastnosti inte-
gralov; (7) linearnost: integral vsote je enak vsoti integralov in integral funkcije
pomnozene s skalarjem je enak s skalarjem pomnozenemu integralu, (i7) e je
krivulja ali ploskev sestavljena iz dveh kosov, je integral enak vsoti integralov

po posameznih kosih. Pri tem moramo paziti na orientacijo.

Opomba: Ce je ploskev M kos zy-ravnine in f funkcija na M, tedaj iz

definicije integrala sledi, da je

//M fdS = //M £z, y)dady.

Zgled: Integrirajmo vektorsko polje F,

—

F(z,y,2) = (y,,72),
po zunanji strani plasca stozca
2z =2+/x2 + 92, 0<2<4,
t.j. po plascu stozca v smeri zunanje normale. Pri tem je

D= {(x,y): 2° +y* < 4}.

Slika 5.12: Stozec
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Parametrizirajmo kar z x, y. Torej

T=1x
y=1y
2z =2+/22% +y?,

//Mﬁ'ﬁdsz// F(z,y,2(z,y)) - (-9, -2, 1)dudy

2x 2
// y,LL' 2z .’L'2+y) ( \/ 2 ’ \/ 2y 2’1> dxdy
X +y T +y

:2// (xW—%)dwdy

2
; / dgp/ rcosgp—?rcosgpsmgp)rdr

27 16 .
=2 4cos<p—gcos<psm<p do
0

=0.

(*) vpeljemo polarne koordinate: x = rcosp, y = rsinp, J(r, @) = r, pri cemer

pel0,2m), 7€ 0,2) O

Zgled: Integral iz zgornje naloge bomo izrac¢unali s pomodcjo parametrizacije 7,
(p, ) = (pcosp, psingp, 2p),
kjer 0 < ¢ < 27, 0 < p < 2. Torej

A={(p,p): 0<p<2m0<p<2}

//Mﬁ.d§=i//A [ﬁ(f’(p,@))fp,%} dpdy

V zgornji formuli bomo uporabili znak +, ¢e 7, x 7, kaZe v smeri predpisanega

U, sicer znak —. Pri tem je

7, = (cos ¢, sin ¢, 2)

Ty = (—psing, pcos ¢, 0)
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in
Ty X Tp = (—2pcosp, —2psinp, p).

Vektor 7, x 7, ima glede na z-os pozitivno smer, predpisani / pa v negativno

smer, zato v zgornji formuli uporabimo znak —. Torej

psing  pcosp  2p?cosp

// F_')'dg':—// cose  sing 2 dpdyp
M A

—psingp  pcosyp 0

2
= —2/ d<p/ (p3 cos ¢ — 2p” sin ¢ cos <p) dp
0 0

(;) 0.

(x) kot v prejsnjem zgledu. %

5.5 Integralski izreki

5.5.1 Gaussov izrek

Izrek 36 Najbo D omejeno obmocje v R3, katerega rob je sestavljen iz koncnega
stevila gladkih ploskev. Orientiramo rob bD tako, da izberemo zunanjo normalo.

Naj bo F gladko vektorsko polje v okolici DU bD. Tedaj velja

//bpﬁ.dsz///p(divﬁ)dmde,

Opomba: Ta izrek se véasih imenuje tudi izrek Gauss-Ostrogradskega. Pove,
da je pretok (navzven) vektorskega polja skozi rob obmoéja D enak trojnemu

integralu divergence tega polja po obmocju D.

Dokaz: Izrek najprej dokazemo za preprosta obmocja, t.j. taka obmocja, ka-
terih rob sekajo premice, ki so vzporedne koordinatnim osem in sekajo D, na-
jvet v dveh tockah. Naj bo F = (P,Q, R), V vektor v smeri zunanje normale,

U = (vg, vy, ;) na bD. Dokazati je potrebno

// F.i7dS = // (z,y,2)vs + Q(z,y, 2)vy + R(z,y, 2)v.)dS

(2222 e



5.5. INTEGRALSKI IZREKI 197

Dokazali bomo

//bD P(z,y, 2)v,dS = ///D g—};dxdydz
(*) //w Q(z,y, 2)v,dS = //D ‘;—Z?dxdydz

// R(x,y, z)v,dS = /// 8—Rdacdydz.
bD p 0z

Ce enakosti zgoraj sestejemo, dobimo ravno Zeljeno. Natanéneje si oglejmo

tretjo enakost.

Slika 5.13: Rob obmoc¢ja D je sestavljen iz treh delov

Rob bD = S je sestavljen iz treh delov,
S=85 U8 US;s,
kjer je
Si1 ={z = h(z,y); (x,y) € A}
Sy ={z = g(z,y); (v,y) € A}
in
D=A{(z,y,2) : g(z,y) < z < h(z,y), (z,y) € A}

Najprej izracunajmo

h(z,y)
// 8—Rdxdydz = // dxdy/ 8—Rdz
D 6Z A g(z,y) 6Z

L//A (R(zy. h(e.y)) = Ry, 9(x,y)) ) dudy,



198 POGLAVJE 5. VEKTORSKA ANALIZA

(t po osnovnem izreku integralskega ra¢una) nato pa Se

//w Bl g, 2)vdS = //S +//S+//S R(z,y,2)v.dS.

Na &1 je z = h(z,y) in

V= .
h oh
\/(—z) +(8) +1
Na 83 je z = g(x,y) in
dg 9
o (BEy
v 2 2
d d
V() + (3)
Na &7 je torej
1
Vy = 3 3 )
) d
V() (3)"
na Ss je
—1
v, = 3 2 )
) d
V() (3)
na Sz je

v, =0.
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Torej

Y (2) s
_ / /A (R(.9, 1, 0) = R(x,9(2,y)) ) dudy,

11 po formuli za prevedbo ploskovnega integrala na dvojni integral, ko je ploskev

dana eksplicitno.

Torej je zadnja enakost v () dokazana. Enako dokazemo ostali dve. S tem
je za enostavna obmocja izrek dokazan. Bolj zapletena obmocja razkosamo na

enostavna obmocja in integrale sestejemo.

Slika 5.14: Bolj zapletena obmocja razkosamo na enostavna obmocja

Komentar k zgornji sliki: obmocje D, ki je ,zapleteno”, razdelimo na ,enos-
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tavni” obmocji Dy, ki je omejeno z St in 83, Da, ki je omejeno z Sy in Ss.

Zapisemo Gaussov izrek za obmocje Dq

(v obeh integralih [fg FdS in [/ S FdS kaze normala ven iz D;) in Gaussov

izrek za Do

(v obeh integralih [fg F.dS in [s, F - dS kaze normala ven iz Ds).

// divﬁdv+// divﬁdvz// +// +// +// F.dS
D1 Dy S So S3 S3
é/ ﬁ-d§+// F-dS
81 82
://ﬁ.dg
D

I ker v zadnjih integralih integriramo isto polje po isti ploskvi z razlicnima ori-

entacijama. 0

Zgled: Integrirajmo vektorsko polje F ,
F = (z,zz,2y),
po sferi 22 + 32 + 22 = 4 v smeri zunanje normale.

D= {(z,y,2) : 2> + 9> + 2% < 4}

bD = {(z,y,2) : 2> +y* + 2% = 4}
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// ﬁ~d§:/// div FdV
bD D
2 [ff
D
B [WS]’”—“‘
3 r=0
_ 3
==
(+) divF = Z(x) + & (22) + Z(xy) =14+ 0+0=1, 0

Zgled: Izracunaj ploskovni integral

// 2?dydz + y*dzdx + 22dxdy
S
po sferi & = 22 + y? + 22 = 1 v smeri notranje normale. Imamo
D= {(z,y,2): 2> + 9>+ 22 < 1}
WD = {(z,y,2) 2> + > + 2% =1}
F=(a2,922%)
divF = 2z + 2y + 2z.

Torej

//ﬁ-dgz—/// div Fdzdydz
S D
—/// (2x + 2y + 2z)dzdydz
) —2/// u? + v+ w )8uvwdudvdw

27
= —16/ d<p/ d19/ 72 (cos? @ cos? ¥ + cos? psin® ¥ + sin? p)-
z 0 0

- 13 cos p cos 1 cos g sin ¥ sin @dr

2
16/ dgp/ dz?/ 15 cos ¢ cos ¥ cos o sin ¥ sin @dr
_z 0
2

5 27
dy / cos? psin ¢ cos ¥ sin ¥dv
0

OJIOO

w\:\

(%) vpeljemo nove integracijske spremenljivke: x = u?, y = v2, z = w?, pri

cemer J(u,v, w) = Suvw
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(%) vpeljemo sferne koordinate: w = rcosgpcosd, v = rcospsind, w =

rsing, J(r,9,¢) = r?cosyp

5.5.2 Brezkoordinatna definicija divergence

Naj bo € obmoc¢je v prostoru. Na njem definiramo vektorsko polje F razreda
C'. Naj bo D obmogje, ki je skupaj s svojim robom vsebovano v € in T tocka
iz D. Naj bo S sklenjena gladka ploskev, ki predstavlja rob obmocja D (npr. S

je majhna sfera s srediséem v T).

Slika 5.15: Obmocje €2 v prostoru

//ﬁ-ﬁds
S

enako pretoku vektorskega polja F skozi ploskev & v smeri zunanje normale

Tedaj je

v. Torej ce je F' hitrostno polje pri gibanju tekocine, je zgornji integral enak

kolicini tekocine, ki pritece vsako sekundo skozi S v smeri zunanje normale.

ﬁ//sﬁﬂds

povpreéna gostota izvorov v obmocju D. Po Gaussovem izreku

ﬁ//gﬁ.gds_ﬁ///pdivﬁdxdydz

1 div F

Torej je

T* )
(t po izreku o povprecni vrednosti), kjer je T* € D. Ko D stisnemo v tocko,

dobimo

i 1 a7 = (divF
DhinTm//sF-udS—(d F)(T).

To formulo bi lahko uporabili za brezkoordinatno definicijo divergence. Diver-

genca v tocki T' je enaka gostoti izvorov vektorskega polja F v toeki T.
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5.5.3 Stokesov izrek

Izrek 37 Naj bo M omejena gladka orientirana ploskev razreda C?, katere rob
je sestavljen iz koncnega Stevila gladkih lokov. Orientaciragmo rob bM skladno z
orientacijo ploskve M. Naj bo F wektorsko polje razreda C', definirano v okolici

mmnoZice M UbM. Tedaj je

/ ﬁ.df:// (rot F) - 7dS.
bM M

Opomba: Ta izrek imenujemo Stokesov izrek. Pove, da je krivuljni integral
vektorskega polja F po usmerjenem robu je enak ploskovnemu integralu polja

rot F po ploskvi (ob usklajenih orientacijah M in bM).

Opomba: Torej je

/ Pda:—|—Qdy—|—Rdz:// <8—R—@>dydz—
bM Mm\0y 0z

oP OR

- (a_ - %)dyd”
oQ OP

* (% B a_y>dydz'

Poseben primer Stokesovega izreka

V primeru, ko je R =0, P in () pa odvisna le od = in y in M je obmocje v xy-

ravnini, katerega rob je pozitivno orientiran, dobimo t.i. Greenovo formulo:

Izrek 38 (Greenova formula) Najbo D omejeno obmodje v ravnini, katerega
rob je sestavljen iz koncénega stevila gladkih lokov in je pozitivno orientirano. Naj

bosta P in Q gladki funkciji na DUDD. Tedaj je

/bDde—l-Qdy://D (g—f—g—j) dxdy.

Zgled: Izracunajmo plosc¢ino elipse, katere rob je podan parametri¢no
T = acost,
y = bsint,

0<t<2m.
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Vzemimo
P(r,y) = -y, Qz,y) =
Pri tem je
or_ . oq_
oy 7 oz

Iz Greenove formule sledi

/Pdw—i—Qdy—// 1—(-1) dwdy
vD
:2//1dxdy
D

oziroma,
1
p== / Pdx + Qdy
2 Jvp
1 2
= )+ a(t)g(0))dt
0
1 27
= 5/ ((—asint)(—bsint) + (acost)(bcost))dt
0
1 27
= —ab/ (sin® t + cos? t)dt
2 0
1 27
= —ab/ dt
2 0
= mab.
Ploscina elipse s polosema a in b je p = wab. O

Dokaz: (Greenove formule) Naj bo D obmocje v ravnini tako, da je mogoce

zapisati
D={(z,y): f(x) <y <g(x),a <a<b},

kjer sta f, g odsekoma gladki funkciji razreda C!.
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Slika 5.16: Obmocje D v ravnini
Naj bo P gladka funkcija na D U bD. Tedaj je
oP b op
—dxdy :/ / —(z,y)dy | dx
//Day a (f(m) ay( )
b
:/ (P(x,g(gc)) - P(x,f(x)))dx

— /:P(gc,g(x))dx—i- (— /abP(:c,f(:c)))dx> ,

kjer je
b b
/ P(z,g9(x))dx = / P(z,9(2)) - 1dax

= Pdx (:/ Pdw—i—Ody)
C2 C2

(opomba: parameter je x, torej x =z, x =1, y = g(w))

_ /abP(x,f(x))>dx - /c Pdz.
Od tod sledi

// 8—dedy:/ de-l—/ de—l—/ PdI—F/ Pdx
p Oy e Cs Cs C
= —/ Pdx
)

Znak — zato, ker je rob bD orientiran ravno nasprotno kot C1, Ca, C3, C4. Ce na

in

C3 izra¢unamo

/ Pdx = /P(b,y):icdy =0,
C3

(opomba: parameter je y, torej y =y, & =b, & =0, g(b) <y < f(b)).
Podobno za C4

Pdx =0,
C3
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// a—szzzdy = —/ Pdzx.
p 0y bD

Splosnejsa obmocja pa razrezemo na sama enostavna obmocja, podobno kot pri

torej

Gaussovem izreku (integrali se po rezih medsebojno iznic¢ijo).

Torej za vsako obmocje v izreku velja

/ a—szzzdy = —/ Pdzx.
p Oy vD

Enako velja (¢e vlogi 2 in y zamenjamo), da je

//D Z—dexdy = /bD Qdzx.

Sedaj znak + zato, ker ista orientacija bD pomeni x spodaj v smeri x-osi, pri y

pa spodaj v smeri —y-osi. Ko obe enakosti sestejemo, dobimo

[ pirsain= [ (22 o

Sedaj dokazemo Se Stokesov izrek.

Dokaz: (Stokesovega izreka) Dokazati je potrebno

/ ﬁ.df:// (rot F) - 7dS,
oM M

torej

/Pdw—i—Qdy—i—Rdz:// (a—R—@)%—
bM m\\ 0y 0Oz

_(op _omy

0z Ox Yy

0Q 0P

Predpostavimo najprej, da je ploskev M taka, da jo je hkrati mogoce zapisati

v obliki

z=flx,y), y=g9(x,2z), z=h(y,z), (na 3ralitne nacine)
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kjer so f, g in h gladke funkcije.

i c*

Slika 5.17: Orientirana gladka ploskev M

Dokazemo, da je

oP oP
x1 ——Vy — U, dSz/ Pdzx.
G1) //M (32 Yoy ) bM

Pigimo

/bMde:/ A-dF,  A=(P,0,0)
=1lim Y A(r) - (7% — 7%1)
=1m Y P(& ks k) (@k — Th-1)
—lim} ( (& s £ (Exy i) (2 — 1) + Oyx — yk—l))

= / P(z,y, f(z,y))dz
-

Pokazali smo

/bM Pz = / P(2.y, f(z,y))dz

Uporabimo Greenovo formulo v ravnini:

/* (2, f(z,y))d //*ay (2,9, f(z, )))dwdy:

// (8P or 8f) dudy.
dy
Ce pokazemo

] (G e (3 )
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potem sledi, da je ¥ vzporeden (%, g—i, —1). V situaciji na zgornji sliki je

of  of
(4-%)
2 2
af af
V(&) + (%) +1

_ L1 (_of of
7 ox’ Oy’ )’

ﬁ:

Izracunajmo
of
opP opP B oP—3;, 0P 1\
[, (G )as= ][ (a—ﬁ - aW) ey
B of orP  oP
=[] (55 - 5 ) e

S tem smo dokazali enakost (x1). Ostali dve analogni enakosti dokazemo na

kar dokaze enacbo (*2).

enak nacin. Vsota vseh treh dokaze Stokesovo formulo za enostavne ploskve.
Splosnejse ploskve pa razkosamo in uposStevamo, da se krivuljni integrali po

rezih med seboj iznicijo. O

Zgled: Izracunaj integral
/ zy?22de + 2%y22dy + 2*y’z2dz,
c
kjer je £ parametricno podana kroznica,

xr = 2cost
y=2sint, (0<t<2m)

z =05,

ki je orientirana skladno s pozitivno smerjo osi z.

i

Slika 5.18: Kroznica £ lezi v ravnini z = 5
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Naj bo M krog z robom bM = L v ravnini z = 5. Vektor 7/ kaze v smeri

z-osi, ¥ = 0,0, 1. Ker je

rot F = (20%yz — 22%yz, 2uy%2 — 20122, 20y2° — 2xy2%) = (0,0,0),

/ ﬁ-dF:// (rot F) - 7S = 0.
bM M

Torej je [, xy®22dx + 2?yz*dy + 2*y*zdz = 0. O

in od tod

5.5.4 Brezkoordinatna definicija rotorja

Spomnimo se: | Lﬁ - dr’ pomeni delo v polju sil F po usmerjeni krivulji L.

Izracun je

L. 7
:/ (F(F(t)) - ) V)2 + ()2 + 2(t)2dt
= /(tang. komp. vekt. polja vzdolz £)ds

c

—

kjer je ¥ = 7(t) regularna parametrizacija, o <t < (3.

Definicija 54 Naj bo F gladko vektorsko polje razreda C' na prostorskem obmocju

D. Ce je L sklenjena usmerjena krivulja, imenujemo

/de—i—Qdy—i—Rdz:/ﬁ-dF
L L

cirkulacija vektorskega polja F vzdols L.

fﬁ-dﬁ
L

¢e zelimo poudariti, da je krivulja £ sklenjena.

Opomba: Vcasih pisemo
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Opomba: Tangencialna komponenta vektorskega polja F je ves Cas pozitivna,

zato bo tudi cirkulacija pozitivna, t.j. f£ F.di > 0, slika (.19

F

Slika 5.19: Cirkulacija je pozitivna

Tangencialna komponenta vektorskega polja F je na desni ves ¢as pozitivna,
na levi strani pa ves ¢as negativna, zato cirkulacija enaka 0, t.j. fﬁ F.di = 0,

slika [5.20

Slika 5.20: Cirkulacija je enaka 0

Naj bo T € D in M majhna ploskev, npr. disk, ki vsebuje T'. Stokesov izrek

/ﬁ-df:// (rot F) - 7dS
C M
T

L p(M)[(rot F) - 7] .,

pravi

T po izreku o povprecni vrednosti, torej

[(rotﬁ)-ﬁ}T* = Zﬁ]ﬁﬁ-d?

in zato, ko M — T, zaradi zveznosti funkcije (rot ﬁ) -7, je

. 1 .
tF) -7, = li — [ F-dr.
(ot )7, = Jim s [ B
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To je komponenta od rot F v smeri U, zapisana neodvisno od koordinat. Tako

bi rotor lahko tudi definirali.

5.5.5 Neodvisnost krivuljnega integrala od poti

Obmogje je odprta povezana mnozica R? (vsaki dve tocki obmoéja je mogoce
povezati s poligonsko érto).

Krivuljni integral

/ﬁ-dF:/de—i-Qdy—i-Rdz
L L

je v splosnem odvisen od F in ge od poti £ po kateri integriramo.

Zanima nas kdaj je morda na D krivuljni integral |, c F - dF neodvisen od
poti, t.j. za poljubni toc¢ki A, B € D in za poljubno odsekoma gladko pot £ C D
z zatetno tocko A in konéno tocko B, je integral fE F - dF odvisen le od A in B,

ni¢ pa od poti, ki povezuje A z B.

Izrek 39 Naj bodo P,Q, R zvezne funkcije na obmocju D v prostoru R3. Tedaj

je na D integral
/ﬁde—i—Qdy—i—Rdz (z/ﬁﬁ-dﬁ F= (P,Q,R))
neodvisen od poti natanko tedaj, ko obstaja na D neka skalarna funkcija
(z,y,2) = u(z,y,2),

da polje F = (P,Q, R) = gradu, t.j.

ou ou ou
P = — = — R = —
ox’ @ oy’ 0z
oziroma (kar je isto)
Pdzx + Qdy + Rdz

je totalni diferencial funkcije uw. V tem primeru imenujemo funkcijo u potencial

vektorskega polja F.

Dokaz: (=) Naj bo fL Pdx + Qdy + Rdz neodvisen od poti. Fiksirajmo tocko

A = (x0,Y0,20) € D in za poljubno tocko B = (x,y, z) € D definiramo

u(z,y,z) = / Pdx + Qdy + Rdz,
Cas
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kjer je Cap pot v D z zatetno tocko A in konéno tocko B. Funkcija u je dobro
definirana, saj je nas integral odvisen le od (z,¥, z), ni¢ pa od poti Cap.

Pokazemo, da za nas u velja

povsod na D.
z
Cap B
A\/ Lpc
¢ Y
T

Slika 5.21: Pot C4p in daljica Lp¢

Dodamo k Cap Se daljico od B do C, C' = (x + h,y, 2), t.j. daljico v smeri

2-0si z zatetno tocko B in konéno tocko C. Jasno je

oo fe o
Lac Lap Lpc

u(x + h,y, 2) =u(x,y, z) + / Pdx + Qdy + Rdz.

Lpc

Torej

Parametrizirajmo daljico Lpc.

Torej

x+h
Pd:v—i—Qdy—i—Rdz:/ (P(t,y,2)- 1+ Q-0+ R-0)dt

Lpc
x+h
= P(t,y, z)dt

x

L p¢,z,2) h,
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(T po izreku o povprecni vrednosti), kjer je z < & <z + h. Od tod pa sledi
u(z+ h,y,z) —u(x,y,z) =h- Pz z2),

kjer je x < & < x + h. Zato

(u(@ + h,y,z) —u(z,y,2)) = P& ,2)

==

v limiti
%I_)Ino E(’LL(I + h,y,Z) - u(x,y,z)) - élll_)lno P(fvxaz)

lim P(&, z, 2)

E—x

*

P(z,y,z),

(* zaradi zveznosti P), torej 2% (x,y,2) = P(x,y, z). To velja za vsak (z,y,2) €

D. Podobno pokazemo Se za g—Z =Q in ‘g—“; = R.
(<) Naj bo
P = @, = @, = 3_u
Ox oy 0z

na D in naj bo L4p gladka pot od A do B. Parametrizirajmo L4p
v=ux(t), y=ylt), z=201), a<t<p,

torej

B ou .
/CAB Pdzr + Qdy + Rdz = /a <% (z(t), y(t), 2(t)) @ (t)+

— Ou — Ou — Ou
:%’ :a_y,R:E,

integral fE F' - dF na D neodvisen od poti. Ce je Lpot od Ado BvD,je

Sklep: Ce je F potencialn polje, t.j. P tedaj je krivuljni

/ ﬁ-dF:/ Pdzx + Qdy + Rdz
Lap LaB

= u(B) — u(A4).
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O

Na enak nacin dokazemo analogen izrek za ravninska obmocja.

Izrek 40 Naj bosta P(z,y), Q(x,y) zvezni funkciji na obmocju D v ravnini.
Tedaj je na D integral

/ Pdzx + Qdy

L

neodvisen od poti natanko tedaj, ko obstaja na D funkcija u, da je P = % m
Q= ‘3—; na D.

Opomba: Ce je polje sil F na obmocju v prostoru tako, da je F= grad v, mu

pravimo potencialno polje ali konservativno polje. Potencial u se tedaj imenuje

/ F . dr
LaB

je tedaj neodvisno od poti Lap od A do B in je enako spremembi potencialne

potencialna energija. Delo, t.j.

energije u(B) — u(A).

Opomba: Krivuljni integral | Lﬁ - dr je neodvisen od poti na D natanko

/ﬁ-dF:O
C

tedaj, ko je

po vsaki sklenjeni poti C C D.

Vemo tole: Ce je integral polja F na D neodvisen od poti, je F = grad u na
D in zato rot F = 0 na D. Vemo tudi: Ce je obmocje D zvezdasto in rot £ =0
na D, tedaj obstaja w na D, da je F = gradu. Torej za zvezdasta obmocja je
rot F = 0 potreben in zadosten pogoj, da je polje potencialno, t.j. F= grad u

na D. Za splosna obmocja pa to seveda ni res.

Zgled: Naj bo D = R?\ {z-os} in naj bo F= (P,Q, R), kjer je

Y g=_" R=0

T2ty 22 + y2’
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Pokazi, da je rot F =0 na D in pokazi, da polje ni potencialno na D tako, da
pokazes, da
74 F-di #0
L
za kroznico x = cost, y = sint, z =0, t € [0, 27).
Torej
. OR 0Q 0P OR 0Q OP
ot = ————, — — —, — — —

in

(*) v polarnih koordinatah: F = (—sint, cost,0), di = (—sint, cost, 0).

Vpraganje: Za kaksna obmocja pa je res, da iz rot F' = 0 na D sledi, da je
F = gradu za neko funkcijo u. Ce bo na vsako sklenjeno krivuljo C mogoce
znotraj D napeti ploskev S, bo iz pogoja, da je rot ' = 0 sledilo fc F.di =
Js rot FdS = 0. Torej bo po vsaki sklenjeni krivulji Iz F.di =0, t.j. krivaljni

integral neodvisen od poti oz. polje je potencialno F= grad u.

Definicija 55 Obmocje D v prostoru je enostavno povezano, ce lahko vsako

sklenjeno krivuljo v D v tem obmocju zvezno deformiramo v tocko.

,votla krogla”

obroé” |
« D
i 7
JE enostavno NI enostavno JE enostavno
povezano povezano povezano

Slika 5.22: Obmocji Dy in D3 sta enostavno povezani, obmocje Do pa ni
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Izrek 41 Naj bo obmocje D v prostoru enostavno povezano in naj bo F gladko
vektorsko polje na D, za katerega je rot £ = 0 na D. Tedaj je F potencialno

polje, t.7. F= gradu na D.

Dokaz: (Skica.) Idejo dokaza smo razlozili ze zgoraj. Obmocje D je enostavno
povezano, t.j. na vsako sklenjeno krivuljo C v D lahko napnemo ploskev S. Iz

rot F = ( in Stokesovega izreka sledi

/ﬁ~d?:/rotﬁ~d§:0.
C S

Po vsaki sklenjeni krivulji je torej [, F.di =0 oz Iz F - d7 je neodvisen od

poti. Po izreku je F= grad u. 0

Izrek 42 Ce je obmocje D v ravnini enostavno povezano in (P,Q) gladko vek-

torsko polje, za katero je %—g = %—1; na D, tedaj je polje F na D potencialno,
torej
P= @, Q= @
Ox oy
za neko funkcijo u.
Opomba: Obratno pa vedno velja, t.j. za
P = @, Q= @
€z Y

je

- 0zxdy x

oP 0 (Ou 0%u g (ou) 0Q
() (5)

dy Oy \ox - T Oa’
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integral zveznega vektorskega polja, 183
irotacionalno polje, [[78
izrek Gauss-Ostrogradskega, [190

Jacobijeva matrika,

kandidatna tocka,

kanoni¢na baza, [l

komponentna funkcija,

konstantna funkcija,

konzervativno polje, 71

koordinatna funkcija,

kriti¢ne tocke funkcije,

krivuljni integral skalarne funkcije po
loku,

kvadrat loénega elementa dolZine,

Lagrangeovi mnozitelji, [74]
Laplaceov diferencialni operator, 71
limita vektorske funkcije, [[T]

lokalni ekstrem,

lokalni maksimum,

lokalni minimum,
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nabla, [[74] Taylorjeva vrsta,
naravni parameter, [[4§] torzijska ukrivljenost, [53

nevrtincno polje, I78

vektorska funkcija,
nivojske ploskve skalarnega polja, [172

vektorska kotna hitrost, [[53]
norma vektorja,

vektorsko polje, 1]
odprta krogla, vezan lokalni ekstrem,
orientabilna ploskev, [[80]

zaprt kvader,
orientacija ploskve, [[8@

zaprta krogla,
parcialni odvod funkcije, zgornja Darbouxova vsota,
ploskovni integral vektorskega polja, 193] zvezdasto obmodje,
potencial polja, 71
potencialno polje, 77
pritisnjena ravnina, [[51]

projekcija prostora,

prva fundamentalna forma ploskve, 1G4l

rang preslikave,

razdalja med vektorjema,

sfera,

skalarna kotna hitrost,
skalarni produkt,

skalarno polje, [I71]
solenoidalno polje,
spodnja Darbouxova vsota,
stacionarne tocke funkcije,

Stokesov izrek, 203

tangenta na krivuljo, 149
tangentna ravnina, 22
tangentni prostor,

Taylorjeva formula,
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