Resitve 3. kolokvija iz Analize 2 z dne 21. 4. 2010

(1) Dana je krivulja L s parametrizacijo
Ft) = (2t + 2,83 — 1,1+ 1)
vektorsko polje F"(x, y,2) = (y + z,ax + bz, x + y) ter tocka Tp(0,0,1) na krivulji. Naj bo k
pritisnjena kroznica na krivuljo L v tocki Ty in 717 tocka, ki na kroznici k lezi nasproti tocki
To. Doloci konstanti a in b tako, da bo F' potencialno polje in izracunaj integral polja F' po

loku kroznice k med tockama Ty in T7. Ali je rezultat odvisen od tega, po katerem izmed dveh
moznih lokov integriras?

RESITEV: Dana tocka Ty ustreza vrednosti parametra ¢ = 0. Izra¢unajmo najprej odvoda
dane parametrizacije:

7= (242t 362 — 43,1, 7= (2,6t — 12¢2,0).

Tangentni vektor v tocki Ty je tedaj

vektor binormale pa

- ﬁ(O)xf%(O) _ 020, _ 0.
7 170y x 7(0)] 2 TOhO

Od tod izracunamo Se glavno normalo

=Gox o= 0,

Fleksijsko ukrivljenost krivulje v tocki Ty izra¢unamo po formuli
_[F0) x o) _ 2

P VE
kar pomeni, da je polmer pritisnjene kroznice tocki Ty enak Ry = % Krajevni vektor tocke
Ty je zato enak OT) = OTy + 2Roi = (0,0,1) + (5,0, —10) = (5,0, —9).
Sedaj iz pogoja rot F' = 0 dolo¢imo konstanti a in b. Velja rot FF = (1 —b,1 — 1,a — 1),
od koder sledia =b=1in F = (y + z,2 + 2,z + y). Iz pogojev u, =y + 2, uy =z + z in

u, = x + y ugotovimo, da ima polje F potencial u = zy + xz + yz + C. Integral polja F po
neki poti med tockama Ty in T je tedaj enak u(5,0,—9) — u(0,0,1) = —45 in je neodvisen od
izbire poti.



(2) Krivulja K je podana z enacbama 22 + y? + 22 = 1 in x 4+ y = 1. Izra¢unaj integral
/ —2zzxdr + y*0dy + (z + 4 + 622) dz,
K

e je krivulja K pozitivno orientirana gledano iz koordinatnega izhodisca.
RESITEV: Krivulja K je kroznica v ravnini I z ena¢bo z+y = 1. Sredisce te kroznice je o¢itno
v tocki C (%, %, 0), na kroznici K pa lezi na primer tocka A(1,0,0), zato je polmer kroznice enak

a=d(AC)= 72 Ker je K zakljuc¢ena krivulja, lahko uporabimo Stokesov izrek. Vektorsko

polje, ki ga integriramo je enako
F=(=222,9"" 24+ y+ ezz)
in velja
rot F' = (2y, —2z — 1,0).
Naj bo tisti S krog v ravnini II, katerega rob je krivulja K. Tedaj velja

I:/ ﬁd?z/rotﬁdgz /((rotﬁ)ﬁ)dS,
K S S
kjer je 77 enotska normala ploskve S, ki mora po pogojih naloge kazati proti izhodisc¢u. Sledi,

da je
(—1,-1,0)

7

n=
zato je

(—2yT + 2z + 1)P(S),

2y, —2x — 1 —-1,-1,0 1
I — / ( y’ x 72)( 9 ? )dS _
V2 V2
kjer sta zp = yr = % koordinati teziséa ploske S, P(S) = ma? = 5 Pa njena povrsina. Sledi,
da je



(3) Dano je vektorsko polje ﬁ(?) = f(r)7, kjer je f zvezno odvedljiva funkcija in r = |F]. Naj bo
D={(x,y,2) | 2,y,2>0, x+y+2<1}in S ={(z,y,2) | 2,y,2 >0, z+y+ 2z =1}
a) Izracunaj divergenco polja F.
b) Dokazi, da je [, div FdV = [ FdS.
¢) Izracunaj [ FdS v primeru, ko je f(r) = r2.
RESITEV: a) Iz zveze r = /a2 + y? + 22 izracunamo parcialne odvode r, = 2, r, =

" in

3

r. = =. Polje F je enako

F=(zf(r),yf(r), 2f(r)).

zato je njegova divergenca enaka

div F = (f(r) + 2 f'(r)re) + (F(r) + yf (r)ry) + (F(r) + 21 (r)re) =

2 2 2
= 3£ + /() T =350+ rf (),

b) Zapisimo Gaussov izrek za obmocje D:

/ FdS = / div FaV.
bD D

Rob obmocja D sestavljajo tri ploske S;, Sy in S, ki zapored lezijo v ravninah z z = 0, y = 0
in z = 0, ter ploskev S. Normala ploskve S,, ki kaze iz obmocja D je enaka (—1,0,0) krajevni
vektor neke tocke na ploskvi S, pa je oblike 7 = (0, y, z), zato je polje F = (0,yf(r),zf(r)) pra-
vokotno na normalo ploskve S, in je njegov pretok [ s, FdS = 0. Na enak nagin se prepricamo
tudi, da sta tudi pretoka skozi ploskvi Sy in S, enaka 0, torej res velja

/ FdS = / div FdV.
S D

c¢) V primeru f(r) = r? po tocki a) dobimo
div F = 3f(r) +rf'(r) = 5r2.
Po tocki b) velja

oo . 1 11—z l—z—y
I:/FdS:/ dideV:/ dx/ dy/ 5(22 + y* + 2%)dz.
S D 0 0 0

Iz simetrije sledi [, 2?dV = [, y?dV = [}, 22dV, zato je

1 11—z l—xz—y 1 1— 2 15 1
I:5-3/ dew/ dy/ dz:15/ m2(x)d:n:/ (z* — 22° + 2?)dx =
0 0 0 0 2 2 Jo

15 (1 2+1 1
- 2\5 4 3) 4



parametrom s € [0,!]. Denimo, da ima krivulja K v toéki 7(s) spremljajoéi trieder (£(s), 7(s), C(s)),
fleksijsko ukrivljenost  in torzijsko ukrivljenost w. Naj bo L(s) daljica z dolzino 2a > 0, ki

je vzporedna vektorju 5 (s) in ima sredisce v tocki 7(s). Izberemo tako majhen a > 0, da se
daljici L(s1) in L(s2) ne sekata za s; # sg in definiramo ploskev

Sa(K) = USE[O,Z]L(S)'
a) Zapisi integral za povrsino P, ploskve S, (K) in se prepricaj, da je odvisen le od torzijske
ukrivljenosti krivulje K.
b) Doloéi limito lim,_ %.
c) Izracunaj P,, e je torzijska ukrivljenost w = wy > 0 konstantna.

Pomo¢: [vV1+az?de =In(z+V1+22)+C

RESITEV: a) Ploskev S,(K) dobimo, ¢e se iz vsake tocke 7(s) krivulje K ’zapeljemo’ v smeri
binormale za a v eno smer in za a v nasprotno smer. To pomeni, da lahko ploskev S,
parametrizirmo v obliki

R(s,t) = 7(s) + t{(s )
kjer velja s € [0,1] in t € [—a,a]. Tedaj velja Ry = 7(s) + t¢'(s), od koder po Frenetovih
formulah dobimo

Izracunamo Se

od koder sledi

S = |Ry x Ry|dsdt = | — ij(s) — tw(s)E(s)|dsdt = /1 + t2w(s)2dsdt,

zato je povrsina ploskve S, (K) enaka

l a l a
P, = / ds/ V14 tPw(s)?dt = 2/ ds/ V14 t2w(s)?dt.
0 —a 0 0

b) Iskano limito izra¢unamo po L’Hospitalovem pravilu. Odvod d%(Pa) je enak
d l B a l
Ta (P,) = 2/0 ds% </0 Vv1+ t2w(s)2dt> = 2/0 VvV 1+ a?w(s)?ds,
torej je

l
lim (j (Pa)> / hm V 1+ a2w(s)2ds = 2/ ds = 2l.
0

a—0 a a—0

Od tod sledi, da je

c¢) Po tocki a) dobimo

l a 21 awo
Pa:2/ ds/ \/1+t2w(2)dt:/ V 1+ 22de =
0 0 wo Jo
21 5
= — In(awp + /1 + a?wg).
wo



