Krivuljni in ploskovni integrali

. Naj bo @ € R? izbran vektor.
a) Dokazi, da je gradient polja f(7) = =

Td'\

solenoidalno polje.
b) Izracinaj rotor polja f(7) = 7 x d.

. Doloci vse take zvezno odvedljive funkcije f : R — R, da bo

flw,y,2) = (1 + %) f (), =22y (x), —32)
solenoidalno polje.

a) Dokazi, da je f(x, y,2) = (2zcosy — y?sinx, 2y cosx — x%siny,4) po-
tencialno in dolo¢i njegov potencial.

b) Doloci konstanti a in b tako, da bo polje

fla,y,2) = 2azzy® —y),2(b2 2" — ), 327y")
potencialno in dolo¢i njegov potencial.

. Naj bosta @ in b konstantna vektorja. Dokazi enakost

gradﬂ Fx&&'xg)
b7 (b)?

. Dokazi zvezo

—

grad (div (f)) = rot (rot f) + Af.

. Naj bosta fin § = (91,92, 93) gladki vektorski polji. Dokazi zvezi

a)

— — —

div(f x §) = g(rot(f)) — f(rot(q)).
b)

rot(f x §) = (div(g))f — (div(f))d — (ferad)g + (gerad)f,
)

—

Ker je (ferad)g = (flgrad g1), f(grad g2), f(grad gs)).

. Najboa > 0in f(a;, y,2) = (y?—22, 22 — 22, 22 —y?). Izracunaj cirkulacijo

polja fvzdoli preseka roba kocke [0, a]? in ravnine z enacbo x+y+z = 37“

. Naj bo a > 0. Izracunaj tezis¢e homogenega loka astroide

223 4?3 — ¢

2/3
K

z,y > 0.
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Dani sta stevili @ > 0 in « ter krivulja K = S(0, a)NII, kjer je S(a, 0) sfera
s sredis¢em v (0,0,0) in polmerom « ter II ravnina z enacbo y = z tga.
Izra¢unaj integral

| w=a)dst =)y + @~ iz
K

a) direktno.

b) s pomogcjo Stokesovega izreka.

Naj bo &= (p,q,7) in f(7) = &x . Izracunaj cirkulacijo polja f vzdolz
roba ploskve S = {(z,y,2) | 22 + 4?2 +22 =1, z,y,2 > 0}.

Naj bo S zunanja stran plaséa valja, podanega z zvezama 22 + y? = 1 in
z € [0, h], kjer je h > 0. Izracunaj integral vektorskega polja

—

flx,y,2) = (@+y,y+z2+1x)

po ploskvi S
a) direktno.

b) s pomocjo Gaussovega izreka.

Naj bo S = {(x,y,2) | 22 +y?> + 22 =1, x,y,2 > 0}. Izracunaj integral

/ xydxdy + yz drdz + xz dxdy
s

a) direktno.

b) s pomocjo Gaussovega izreka.

/ ds
pp (1 +2+9)%

kier je D = {(z,y,2) |z +y+2<1, z,y,z > 0}.

Izra¢unaj integral

Dana so Stevila m,n,p > 0 in a, b, c. Izrac¢unaj integral
2 2 2
/a: dzdy + y* dxdz + z* dxdy,
s
kjer je S zunanja stran elipsoida z enacbo
z—a\’ y—b 2 z—c\?
() + (%) < (5) =
m n P

—

Dano je vektorsko polje f(7) = |#]>7 in §tevilo b > 0. Izracunaj pretok

polja fskozi
a) rob obmoéja D = {(x,y,2) | 22 > 22 +y*, 2 < b}.

b) ploskev podano z zvezama 2z = 22 + y? in z < b.
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Dane so tocke 71, ..., 7, € R? in tevila ey, ...e,. Izracunaj pretok polja

il

n
N —e;
F(r) = rad —————
") ; Sl — 7
skozi zaklju¢eno ploskev, ki objame vse tocke 7, ..., 7,.

/xdy—ydw
k vr+y?

¢e je K C R? zakljuéena krivulja,

Izra¢unaj integral

a) ki ne obkrozi izhodisca.
b) ki obkrozi izhodisce.

Dan je ploskovni integral
/ (14 22) f(z) dydz — 2zy f(z) dzdx — 3z dxdy.
5

Dolo¢i zvezno odvedljivo funkcijo f tako, da bo integral I enak za vse

ploskve S, katerih rob je kroznica {(cost,sint,1) | ¢ € [0,27]} in tedaj

izracunaj integral I.

Dana sta vektorja @ # 0, b in vektorsko polje f(7) = (7 — @) x (7 — b).

Izracunaj cirkulacijo polja f vzdolz krivulje, ki jo podajata zvezi |F] = |d|
|a)?

1nr~a:7.

Naj bo h > 0 in f(7) = 7. Izracunaj pretok polja f skozi plasé in osnovno
ploskev stozca, podanega z zvezama 22 4+ y? < 22 in 0 < z < h.

Naj bo K zaklju¢ena krivulja, ki poteka po sferi 22 4y2?+4 22 = 1. Izracunaj
integral
/ dr + dy + dz
K (@2 y? 222

Dokaii, da je f(z,y,2) = (2zcosy — y?sinz, 2y cosz — 22 siny, 4) poten-
cialno, dolo¢i njegov potencial in izracunaj integral polja f vzdolz krivulje
s parametrizacijo 7(t) = (cost,sint,t), kjer je t € [—2m, 27].

Dolo¢i konstanti a in b tako, da bo polje
fla,y,2) = 2avzy® —y),2(ba 2" — ), 32°y")

potencialno in izracunaj integral | K fdﬁ kjer je K krivulja z zacetno tocko
(0,0,0) in konéno tocko (1,1, 1) ter pretok skozi povrsje kocke [0, 1]3.
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Dani sta dvakrat zvezno odvedljivi skalarni polji v in v in obmoéje D C R3
s kosoma gladkim robom. Za enotski vektor € definiramo smerni odvod
kot

(] =
— =gradu- €.

o¢
Naj 77 oznacuje enotsko normalo ploskve bD. Dokazi:
a)
Ov
u—dS = | (gradu-gradv + uAv)dV
»p O D

Oov ou
/bD <u8ﬁ - ’Uaﬁ) ds = /D(uAU —vAu)dV

Naj bo K C (0,00) x (0,00) neka krivulja med tockama (1,1) in (2,2).
Dolo¢i funkcijo u tako, da bo integral fK u(z,y)(y dz + x dy) neodvisen od
izbire krivulje K.

NAMIG: Novi koordinati t = zy in s = %



