Vaje: kolobarji, obsegi, vektorski prostori, linearne preslikave

1. V mnozico R uvedemo operaciji
adb=a+b+1,a®b=a+ b+ ab.

(a) Alije (R, ®,®) kolobar, ali je obseg?
(b) Resi enacho 2@ z)® (2®x) = 12.

2. V mnozico R? uvedemo operaciji
(7, 9) + (w,v) = (T +u,y +v), A (z,y) = (A\z, ).
Ali je (R?,+,-) vektorski prostor nad R?
3. V mnozico M = {a} uvedemo operaciji
a+a=a, \-a=a.
Ali je (M, +, ) vektorski prostor nad nekim obsegom F'7
4. V mnozico V = (0, 00) uvedemo operaciji
a®b=ab, \-a=a
Ali je V' vektorski prostor nad R?

5. Vektorski prostor R" nad R je opremljen s standardnim sesStevanjem in
mnozenjem s skalarjem. Katere od naslednjih podmnozic so podpros-
tori: (z = (21, ...,x,))

(a) {r eR"; € Z}

(b) {z € R 23 =0}

(¢) {x e R™; 21 + 29 =1}

(¢) {z € R"; 3x; — 225 = 0}

(d) {reR™” zy =23 =25 =...}
(e) {x € R™; z; > 0}

(f) {x € R"; z1 + x5 = w2+ 24}



6.

10.

11.

Mnozico F realnih funkcij R — R opremimo z operacijama po tockah.
Katere od naslednjih mnozic so podprostori:

(a) {f € F; fpolinom}

(b) {f € F; fpolinom stopnje 4}

(c¢) {f € F; fpolinom stopnje najvec 2}

(d) {f e F; f(0) =0}

(e) {f e F; f(z) = f(1 - x) Va}

Naj bo @ dan vektor in A: R* — R? preslikava, podana s pravilom

AZ = (F-@)d+ T x d — 27.

Pokazi, da je preslikava A linearna in pois¢i njeno jedro v primeru, ko
jed=(1,0,1).

. Ce so linearno neodvisne slike linearne preslikave, morajo biti tudi orig-

inali.
Naj bo A: V — V linearna preslikava. Pokazi:
(a) ker A C ker A% C ker A% C ...
(b) im A Dim A% Dim A% C ...
Prepricaj se, da so naslednje preslikave A : R? — R? linearne in opisi

njihov geometrijski uc¢inek (preslikaj kvadrat z ogliséi (0, 0), (1, 0), (0, 1)
in (1,1)).

Naj bosta U,V C W linearna podprostora prostora W in T : W — W
linearna preslikava. Dokazi, da velja

a) T(U + V) =T(U) +T(V)
b) T(UNV) C TWU)NT(V)

Poiséi primer, ko v tocki b) ne velja enacaj.
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12.

13.

14.

15.

16.

Naj bo A : V — V linearna preslikava.

a) Dokazi, da velja A? = 0 natanko tedaj, ko je Im A C Ker A.

b) Dokazi: Ce je Im AN Ker A = {0}, za vsako naravno stevilo n velja
Ker A™ = Ker A.

Naj bo prostor W direktna vsota podprostorov U in V. Dokazi:

a) Obstaja natanko ena linearna preslikava P : W — W, za katero
velja Pu = u pri vsakem u € U in Pv = 0 za vsak v € V. Preslikavo
P imenujemo projektor na prostor U wvzdolZ prostora V.

b) Ker P=V inImP =U.

c) P2=P

d) Naj bo @ projektor na prostor V' vzdolz prostora U. Tedaj velja
PQ=QP=0in P+ Q = idy.

Naj bodo Uy, Us, ..., U, vektorski podprostori prostora U. Dokazi, da
je vsota prostorov V' = U; +Us+ - - -+ U, direktna vsota natanko tedaj,
ko za vsak k € {1,2,...,n} velja

U N (Ui + -+ Up1 + U + -+ Uy) = {0}
Naj bo V' vektorski prostor in vy, vs,...,v,, € V in

V] = U1 + Ao + A303 + -+ AU

a) Dokazi, da so vektorji vy, v, . . . , vy, linearno neodvisni natanko tedaj,
ko so linearno neodvisni vektorji v}, ve, ..., Up.

b) Dokazi, da je linearna ogrinjaca vektorjev vy, vy, ..., v, enaka line-
arni ogrinjaci vektorjev. v, va, ..., Vp.

a) Dani so vektorji v; = (2,3, —1,4), vo = (1,2,1,2), v3 = (4,7,1,8) in
vy = (1,1,-2,2). Ali so vektorji vy, vo, v3, v4 linearno neodvisni? Poisci
kako bazo njihove linearne ogrinjace.

b) Ali vektorja (1,1,0,0) in (1,0, 1, 1) razpenjata isti prostor kot vek-
torja (2, —1,3,3) in (0,1, —1, —1)?



17.

18.

19.

20.

Dana je mnozica V C RS,

V ={(z1,29,...,26) |21 + 22 — 23 —24 =0, 21 — 24 = 0}.

Dokazi, da je V vektorski podprostor, poisci kako bazo za V' in doloci
njegovo dimenzijo.

Dana sta vektorska podprostora Vi, V5 C R3,

Vi=L{(1,2,1),(1,1,-1),(1,3,3)}, Vo = £{(2,3,-1),(1,2,2),(1,1,-3)}.

Dolo¢i baze in dimenzije prostorov Vi, Vo, Vi + Vo in Vi N V5.

Dana sta vektorska podprostora Vi, Vs C R?,

Vi=r,L{(1,1,1,1,1),(1,0,0,0,-1)}, Vo = L{(-1,-1,0,0,1),(3,2,2,2,1),(2,1,2,2,2)}.
Dolo¢i baze in dimenzije prostorov Vi, Vo, Vi + V5 in Vi N V5.

Dana sta vektorska podprostora Vi, Vo C Rylx],

Vi = L{o*+2? +1, —a* ot ot —x, —at422°) Vo = {p € Ryfz] | p'(1) = p(1) = 0}.

Dolo¢i baze in dimenzije prostorov Vi, Vo, Vi + V5 in Vi N V5.



