Algebra 2, 1. izpit
5. februar 2014

1. naloga (25 tock)

Katere od spodnjih mnozic realnih funkcij tvorijo grupo glede na operacijo obi¢ajnega mnozenja funkcij po
komponentah?

a) {f:R—-R|VxeR. f(x)>0}
b) {f:R—-R|3IxeR. f(x)=0}

¢) {f:R-R|IxeR. f(x) <0}
Katere od spodnjih mnozic realnih funkcij tvorijo kolobar glede na operaciji obi¢ajnega se§tevanja in mnozenja
funkcij po komponentah?

d) {f:R-oR|VreN. f(n)eQ}
e) {f:R—-R|IneN. f(n)eR\Q}
f) {1 R-R|3lim,_ f(n)}

2. naloga (25 tock)
Opazujva cikli¢no grupo Z;, glede na operacijo sestevanja.
a) Narisi Cayleyjev graf ¢ grupe Z;, glede na podmnotZico {4, 9}.

b) Poisci 2-podgrupo Sylowa P, in 3-podgrupo Sylowa P3 grupe Z;,. Na grafu ¢ oznaci elemente mnozic P, in
Ps.

c) Pokazi, da lahko vsak element grupe Z, enoli¢no zapiSemo v obliki p, + p5 za neka p, € P,, p3 € Ps.

d) Eksplicitno podaj izomorfizem grup Z;, in P, & Ps.

3. naloga (25)

Opazujva podkolobar kompleksnih $tevil Z[v—=2] = {a + b+v2i | a,b € Z}. Za $tevilo z = a + b+/2i oznaciva
N(z)=a?*+2b>.

a) PokaZi, da za poljubni $tevili z, w € Z[v—2] velja N(zw) = N(z)N(w).

b) Pokazi, da je Z[v—2] glavni kolobar.

c) Poisci obrnljive elemente v Z[+/—2]. Katero znano grupo tvorijo za operacijo mnoZenja?

d) Element 4+ v2i razcepi na nerazcepne elemente v Z[v/—2].

e) Pokazi, da podkolobar Z[v/—8] = {a + b+/8i | a, b € Z} kolobarja Z[+/—2] nikolobar z enoli¢no faktorizacijo.

4. naloga (25 + 7 tock)

Opazujva mnozico .7 = {f: Qg — Z} vseh funkcij iz kvaternionske grupe Qg v kolobar celih $tevil Z.

Mnozico Z opremiva z operacijo ® sestevanja funkcij po tockah in z operacijo ® konvolutivnega mnoZenja
funkcij. Torej (f @ g)(x) = f(x)+ g(x)in (f ® g)(x) :Zyegg fgly'x)zaf,geZ.

a) Pokazi, daje (Z,®,®) kolobar z enoto.

b) Pokazi, da mnoZica konstantnih funkcij tvori ideal v.Z.
Za vsak element x € Qg opazujva funkcijo fy € %, definirano s predpisom f;: x — 1in fy:y —0zavse y #x.

c) Pokazi, da je element f} obrnljivv.Z in pois¢i njegov red v grupi obrnljivih elementov kolobarja .Z .

d) Pokazi, je preslikava ¢: Qg — .7, definirana s predpisom ¢: x — f, injektivni homomorfizem iz grupe Qs v
grupo obrnljivih elementov kolobarja .7 .

e) (+ 7 tock) Pokazi, daje kolobar & izomorfen grupnemu kolobarju Z[Qg].



